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de tipal m % p. Inmulfires matrieelor are proprictdfile
(AR = A(BC),
A(B 4 C) = AR + AC,
{B+ €D = BD L €D,

Matriezie X gl ¥ cu proprivtatea XY = YX vor 1i pumiie cominliabife.
Produsiul dinfre un scalar gl o mairice are proprietifile =

1A = A,
DA = k{ld),
(& 4 DA = kA + 04,
BA + By = kA 4 kB,

1L.E O matrice phtratici A pentruy care A = LA(A = — "4} se pumepty simedricd {anfisl-
mgfrizd). Orice matrice pltratich poate fl scrish In mod unle ca sums dintre o matrice simetrick
# o matrice antitimelricd.

L& O matrice pitratich A = [a,,] care are proprictifile o, = 0, i ¢ i Ilagm ca a; # 0
se numejle matrice dispanald. O matrice diagonald I care gy = 1, [ = 1, L. ... 0, 52 numegle
matrice unitafe &l s¢ noteazd en J. Avem FA = A = A

1.7. O matrice pitratled care satbstace condifla "AA = [ 3¢ pumeste matrice arlogonmld.
1.8, Dacd A eslo & matrio: phtraticd, atunci pulerile naturabe abe lui A se definese indoctiv ;
A = I, A® = AA"L pentra ne=1, 2,...

L5 File mulfimes J, = {ay, 8. .., 0] Deplicafie bijoctivi o : J —+ J se numeple permutare
a mulyimil J_ §i 80 noteazd prin

e (t. By ooe g )
mmd s . o)
Sipasires unel permutir] & se definesto prin
41, dach o eale o prrmuiare pard
o {—4. dach @ este o permutare lmpars.
118, Simbelil ful Krenecker,

5

_ 1 daes i =
0, dned i o J.

111 Presupamem cd [ndleil fy, {5 . .o 0 # f5 fe- - -0 0, lan valer! dis mulfinsea {1, 2, ..., m}|
unde m 3z n Defindm simbelaf ful Kronccker generaliya @

0, dack Itreghl (i, . oo i) 888 (i fpe <oy u sint dstincyl,

0, daci intregl {iy, by, ooy £ 8 Gy fare- <o Jy) Sint distinetl dar moulfimils
iy (g Jgee e B0 8 o Foon o oo So) Diti $lnt egnde
i e

Bty ™ £, dock bobeegll (ffp. .o 03 81 U Jpn o oo ) dlnt dlistkaetl, laP midlilile
{fy by vos b} 84 (ly i o0 J, ) sint egale, nnde

g ok
4 -
b J:u-.'.)

12



118 Cu afuterel simbolulal i Kronecker gencralizal se delimeste almbolul g:

e

s BT Ml ¥ s

I 0t
i w0 comfald of

R

LIL Fie A = (o] o matrice pAtratich cu elemente din cimpul I (nemere reale sau com-
plexe). Elementul dip [ defialt pein

del A = ; l.Il'Il""j'E” san iy
!..1..;.1'.-: e "

se ourmesle deferminaniul malriced A 4 Uradilional 3 noleazs prin |-I,_|.| L2 TH

By Mg ooy

[% G .- B

j'u gy o= gy

WVecloril !_-1“1 Bpgyeaas Bl §m=1; Zoo00 e poarti namele de Qiniile determiparcelfal, lar

veotord] "lagy. g ..o 8] S 8, B 0 poartll numele de eoleanele delermimaniinfud,
MNumidrul mose numeste ardinnl deferminaninlnd.

.14 Dacd A csle o mairice pitratled $i "4 eale tramspusa sa, atuscl det A = det "A. De
neoeea arlce propriciate referitoare 1a Linkide woui determinant este adeviirald 3 pentru coloane.

115 (1) Dach ¢lementebe anel linkl {coloane) sint respectly sume de clte dol termend, atunei
determinaniul se descompune [ntro sumi de dof deternminanii.

(2} Dach elementele uned linli {eoloane) se multiplicd cu '€ K. stunci determirantul se mul-
wiplich cu 1. Tn general det (L) = [Milet A, snde fn csie ordinal Tul A # g 0K,

(¥ Dacd intr-un determinant e sehlmby dong lnil (coloane] latre els, atunel se schimbg
&l sememl determinnniulul.

Conseelnfes (i} U'n determirant este nul daed: are doud Jinll (eoloame) egabe sau are doud
Lnbl (eoloasc) proportlossle sau ung din lnll (eolsame) este o combipatle Hnlard de alte Hakl
{rolsme). (1) Valsaren unol determipant na g2 schimbd dach | schimbim linkile In coleane de
acelagh ondin sau o elementele uned linil (coloane) adingdm combina il Vinkare formale oo ele-
menlele dln celelalic lindl (eolnanc).

L16. (De:polidrile lei Loplaese). Fie determinantol T de erdinul n stasal mateiesd
A= [a,l

Dietermisanisl de ofdinagl n—1 cafe 8¢ olfine supeimind lak § 8 coloana | din [tul {15
nupneste minorul elememiplal oy 3l se moteazi cu miner ap, Numdrel eof a,; = (—1)"*) miner
o,y e numeile somplimenial algebric son cofmsloral slemenfalin a;,

Asem

L}
Y, el oy = B det A, 'E @ colay, = B det A
F=i =1

117, Matrieels patratice A pentru eare def A o O (del A = 0} se n@meic Beingelare (3in-
gulare).

1.I&8 Fie A o matrice pitraticd. Matricea A~ care satisface comdififle A4 = A4 = [ 32
nameste lneerea Tul Al

13



O matrice phimibc® A posedsi o Inversd dacd g oumal dach det A o 0. Aceasli Inversd se
poale delerming asifel : se calculeazil det A o 0; 32 Tace iranspusa, ‘A, 5 reclpreca A%
1
(= matricen sle cirel clemente sint cofactorll elementelor Tl PA); 4™ = — = A%,
et A
Inversa upel matrice nre proprietiatile

(Y2 = A, (A7 =
Ay = % A7, unde e BK— 0,

(A Byl m RB-igT1,
Cu njmioful inverscl 3¢ deflipese puterlle Iniregl, pepative, abe veel matrioe nesimgulare :
A (AT, = L 2

1A% Fle A& = [0,] o mairiee de tipnl @ =< o 50 p un swnde saiural o mdn {m, a). Prin
suprimarea In matricen A & (m— p) lnll ¢ (o — p) eoloane, se obilne o matrice phtratbed de
ordinal p al cirul determimnt se numefte minor de ordinil p ol matricel A.

Dacd A posedd wn mlaos nerol de ordinal p, lar ofi mlnsrll de ardinul p £ 1 &lat auli saa
mu exind, stuncl nomarel pose numeie rarsgod jol A, Besultd @

fang A = rang 'A,
rang AR & min {rang 4, rang B},

far dacd B este o matrice phtrathed nesingulard, atunel

fang AF = rang BA = rang A,

L20. Fig A = [a,] 0 matrice de tpul mox p, Urmditsarele operatll g2 numese fronsformdr]
elementare.

{1} Schlmbarea a Soudi Uinil feoloane) Intre ebe.

2 Inmultires elementelor uncl Hell {coloane) co up mumdr neaul,

() Adunares la elementele omed linll (colosre) a elementelor corespondente din altd Nake
{ooleand) Inmuliite en seclaj! pumdr nenul,

Matrleele oliloutle dln A prin transformiizl elementare s acclad rang ¢ @ matrica A,
Mal mult, In carul In ¢are A cile o motrice pitratich resingulari, Inversa A™ poate fi ebiieuls
cu ajetorul ransfermirilor ebementars,

L.2Zl. Fieg A = I-nu.!n matrice de numere reale ssn complexe, de tipul m o« m, o By, by, ...
weny By mbhe numers Meale au compleXe date, @ mulilme de ecuafii de forma

"
() u'urj.i—llp fom 1,2, 0%

#e numesle siafem de m eenalii lindere o n pecuresenls 2, Printro selofic o distemulul se Infelege
arfes puply [Ty S5 - 5.0 care verllbed toate ecuailile sistemuial, Mateleea A se nuenegle
malricea corflcienfor sdsdermudicl,
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Fig B o= by bgooa by ] 8 X = g, 5000 2] Sistemal (o) esle cchivalent cu ecumila
mziriciald {ss) AX = I, Matricea [Al H] g2 numesie moirlecen extinsd 3 shsdemulul,

122, Slslenn] (#) esle compatibl] deed § pumal daell rang A = mng [A] B].

Dmek A este o matrles patratied mesingulard, ntuncl (4e) are solojla X = A™LH,

Capltolal X

SPATIH VECTORIALE

&1. Gropuri

Prin structurd algebricd infelegem o mulime pe core s-au deflinit un
numdir finit de legi de compozifie §i de relafii impreuni eu proprictifile
lor. O lege de compozijie poate fi 0 operafie binard, trinari, ..., w-ard.

Dependenta structurilor algebrice cele mai des folosite este ilustratd
schemotic asifel

e WULUD

i R
Gt iy
Sorp
Linp
-

Inainte de a defini spatiul vectorial — strmcturd algebricd ce ne pro-
puném 84 o studiem in acest capitol — reamintim prin definitii si exemple
nofiunile de grap & cimp.

Fie 0 mualfime nevidid. O foncfie definitd pe & x & 3 cu valori io @
8e numeste operafie binagrd pe &, O operatic bingrd pe & se noteazd co =
valoarea ei se noteazi eu gyog; 8l se citeste .7, compus eu g™

L1. Definifie. 00 mulfime F impreund cu o operafie binord « pe G
care solisgface condifiile :

'[1]' ||'rﬂ'l!ﬂ':r:l F!EG! F:ﬂFs'ﬂ':} - L‘h'?:]‘ﬁr
(2) Jee G, VYge i, eag = gue = g,
(3) Yoel, 3 g el gog’ = g’ == ¢

28 numegle grup.

Un grup se¢ noteazd fie prin (@, «), fie mai geart prin 7, caz in care opera-
tin binard se subintelege din context.



Dach ¥ipy, g. € &, gyvg, = fergy, slunci grupul & se numeste comutaliv
(abelian).

Elementul ¢ care satizsface (2] s¢ dovedeste a fi unie s se numeste ele-
mend wedry ; elementul §° core satisface (3) se dovedeste s i unic defer-

minat de g gi se numegte simetricul ni g.

Dach ¢ ezte o g adunare’, grupul aditiv g poteazi (6, -+); atunci ¢ s
moteaxi cu 0 & e numeste sere, iar §° se noteazd cu —g &ise nmneste
epaul Iui g, Diferentoa gy — g pe defineste o fiind suma g -+ (—ga)

Dacih » este o Linmuljire”, grupul sodtiplicalic se noteazd (6, <) atunei
¢ s noteazd cn 1 3i e numeste unilafe, iar ¢° se noteazd ou g~ ' 5 50 numeste

inversnl lui g.

Exemple. Concretizind mullimen & 3l specificind operatia Binari ol mem gropari particulare.
Astlel pentre ormilmrele excmple o pol veriflen vier axienwele de grup

1) (R, -Fii

) (@40, -

3) (6, )y unde G est ¢ muliine matricelor

R e ol T —

4) mul{imes Bljectiilor deflinfle pe A §1 cu valorl In 4 fofmeazlil un grop In mport cw
cien i et Tunct liber,

L2 Definigie. Fie (G, =) un grup, O submulfime neeidd H a lui & s
numegle subgrup al lui & daock g, g, € H, geqie H.

Interpretind definitia putem spune i H este un subgrup al gruopulni
&, o) daed gl oumai deci F eate grup in raport cu s,

Exemplu. Fie G = [R {0} sl » Inmulfires obbnuits, So verificd usor ed (1) mumerele milo-
nale formenzl wn subgrups (2) numerele reabe pozilive formeazd on sabgrup; (3) oumerele -
tlonale nu formeazd un subgrap.

L3. Definifie, Fie (G, o) g8 (Gy, «) dowd grapurs. O funchie o0 -G,
eare satisface ol eg,) = (g vp(d:), Y@, 8, € G #e nimegle hmmmfmm
Un hnm::mor_fum bijectiv se numesle izomorfism.

De cele mai multe ori gruoporile izomorfe se identifick.

Doaed ¢y =y 4i » =, atunci in lo¢ de homomorfism spunem endo-
morfigm, iar in loc de izomorfism spunem awlemerfism,

Exemplu. Grupul Cayley (grop finit cu sase clemente)
E A I c

—

HREOpE|®
TmmEogwlsm

Wb
MUDE=N
EODTme
R
lELDwA
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eile Eromorl cu gropel permuotiriler & trel abieete (grapil afmelrie S35
12 3 i 323 -2 3
E— o A= P
1 2 3 13 2 3.2 1
} 123 1 23 1 23
£ ==k y i =s . F =
21 3 231 a1 2

B oen grapul armdlsarcior matries

V3 1
E 3 ¥
1 V= 1 3 N
2 2 T T i3 2
C— ' Fi=a " F o=
3 1 ¥E ER.
2 2 o 2 3 ]

(operatia binari este iomuliifea malricedofl, Pe de alid parle exisls un bomamorfism do la
grapul Cayley In grupal {{—1, 1}.-) o anume

E A'B € D F
I
1—1=1=1 1 1

Compunind ocest hamomerfian cu izomariBmul dintre 55 6 gropul Cayley ¢ ob]lne homomor-
Tisgnml core ascclnzg flecirel permm il dpnsturs sa.

LA, Definifie. O mulfime O fmpreund ou dowd aplicefil ale lui I > K
in K, aumile respectin adusare g1 tamilfiee, care solfafac condifiile ;

(1) adunarea delerimind pe K o siructurd de grup contiddaliv,

(2) inmulfirea determing pe IK — [0) o structird de grup,

(3) immwlfirea este distribulivd fojd de odunare, se numegle corp. Un corp
pentro care s inmultivea ecste comutativi se numesle cimp (corp comu-
falit).

Un cimp ¢ noteazd (I : 4, .) sau mai simplu K.

Exemplu. Tripletele (L} =, -L (R . & UL ++ «) slat elmpurt ; aperaflile de gdunare
# Inmul{lre sint cele ohisnuite.

Precizare. In cele ce urmeszd vom folosi in specinl cimpul  numerelor
reale R s cimpul numerelor eomplexe .

& 2. Spajii vectorinle

Spatinl vectorial este una dintre cele mai importante strueturi mate-
matice care serveste gl disciplinelor aplicate.

Aceastd strocturd constd dintr-nn grup aditiv comutativ ¥, un cimp
K si 0 ,inmulfire” definitd pe K % ¥ cu valori in ¥ eare satisface patru
axiorme.

T-e 835 33 17



Notatiile pentru elementele lui ¥, respectiv @, vor i potrivite con-
texiului.

1. Definitie. Mulfimen V se numegle spafin veclorial peste chmpul K
daci admile
(1} o slraclurd de grup comulativ, nolatd adiliv,

(0, 40) == 0 <10

(2) o funcfio [: K2 ¥ - F, fik, v} = ke, asifel incit ¥R, le K, Vo, weV
£ qeen
lo = o,

k{ie) = (kir,
(& =+ Ijp = ke 4 lo,
kit 4= w) = kv == bap,

Un spatiu veetorial se noteazi fie prin tripletul (V, K, f), fie pe seurt
prin ¥F. Elpmentele lui ¥V se numese eedord, elementele bui K 3¢ numese
acalari, inr aplicatia f se mmmeste fnmulfires ou scalari,

Un spatin veclorinl peste cimpul numerelor reale R se numeste spafie
vectorial real. Un spatin vectorial peste cimpu]l numerelor complexe €
se numeste spafin vectorial compler. Acestea sint cele dond situagii intilnite
mai frecvent in disciplinele aplicate, motiv peatrn eare noi ne vom refori
numai In ele. De aceea ori de cite ori seriem simplu spatin veetorial™
subintelegem ob ol poate fi real sau complex. o

&1 prezentim acum citeva consecinte directe ale definitiei spatinlui
vectorial, consecine care constituie punctele de sprijin ale tebnicii calenls-
torii elementare,

22, Teoremil. Dacit ¥ este un spatin vectorial peste eimpul K, atunci
Yoe W si Whe K au loc urmsitoarels proprietdti =

(i) Ov =0,

(i) k0 = 0,

ili} (=1} = =4,

Demonstrafie. (i) Avem o - 00 = ({inem zeama de axiomaz (2),), 16 =
+ 0 = (vezi axioms (2)y), (1 +0)r = (K este un grup aditiv), 1v =
(nxiomn (2);), . Deoaroce ¥ este un grup, elementul nentrn este unic §i
deci relafin ¢ - 00 = ¢ Implicd O = 0.

(i) 21 (ili) ze demonsirenzd analog.

Fornind de 1a conzecinfele antovioare se pot justifies si relagiile :

—{kt) = {—=k)r = k[ —v),

(K — ljo wa ko + (=) = ko 4 (—10) = ko — ¢,

(e — W) = k[0 = (=1)0] = Kt < (=Ko = ko <= { =Ko} = ko — Ko,
"l"i#-', le 5i Yre,we V. Drapt urmare, adunares g sciderea elementelor
din ¥, precum i inmulfires ¢u scalari au formal proprietifile transfor-
mirilor echivalonte de la expresiile algebrice clementars.

Alcituim tabelul 1 pentru s exemplifiea apatii vectoriale mal des intil-
nite. Precizim multimile ¥ gi K, adonarea din ¥ i inmultives eu scalari,
iar verificaren axiomelor o lisim pe seama cititorului.
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Tabelal 1

Mulfimes ¥ Cirmal & Alnarea ok ¥ fmuffires cu sealar
¥ * Adimares dn KoV o T
- 5
£ : inemelfrres dinfee wir
mulfimea muffrimes | Adnares dfn € nodr real 37 on
numerelr Somplezs o numde compie
Lo (T T 0 Ty)
g R N R e
el ) S Toy b Toay;  (fre R by, kT,
o] .Frln'.'-iiﬂ'.d _r-..&. l.ir_r' '-H:'F'r-l"-ﬁ!"-'rﬂ"ﬁj
G={28. - 8 )orignes ki K"
Jenumive : spatin vecforlal aritmefic v n divmengivel
Fai fu_
v o7 |
% B R

Jenurmice - spatiul

Py demtn gu S08000
direcfie, sens, lungime

(0
7
gV

vecforial & veclardor (iberi

“ﬁm xn (]
mulfsmag mairi celor

.Em-:-fﬁrr; seakrs wn

de tigwl man cvele-| K Aderares mafricelor | sogizr o o matrice
mente g cimped K i
Fenwmive : spatur vecforidl #l matricalor oe fipwd mxa
Muifimag
;ﬂ.-"u'll‘.n'ih* LRI .s‘r;él'em Adunareg gin K -
AR afmagtaT i~ F .3 i i |
7 = memdrel kel Ay ke )

ecualii pu n mecumos- e e ] "

evfe. ov coeficienti
gt &

Denumire : spafiel veclorial & solefidor sistenmulvi

FeifIf g —w}
Snmuifime nevicd
W= gpativ vecforial

'p.e.s':"! .r‘rmp.nr.l’ K

Derumire : spativl veclorial de funchi

&

I
| Agunsrea fimcfiior

Mulfimea solefior
my seuafs .-:"i-;"'erm.-".'-
)

proinere, lnisrg &

rogert

L

Agynareq Fucelilr

Funelti cw wr sealar

&


tCj.pl

2L Subspaji veetoriale

Fie ¥ un spatin vectorial peste cimpul K.

D1, Definifie. O submuellime neeidd W oa lui V se numegle subrpafiu
reciorial af fud 17 dacd

(1) Yu,ve W, u v W
(2) YieelK, Yuec W, kue ¥,
Aceste condifii pot fi inloeuwite prin conditia cohivalentd

Yo, ve W, Yi,lelK, bu + lre W.

De asemenen, introcit adunarea gl inmulfiven en scalari sint restrictii
In W ale operatiilor de pe ¥, perechea (W, ) satisface toate axiomele
spatiului vectorial. Prin urmare putem da o definitie ecchivalentd, aceen
ci W oeate nun subspatin vectorial al Ini ¥ dacd s numai daci W este un
spatiu vectorial peste I in raport eu operatiile din V.

Exemple. 13 Fle ¥ un spabin vectorlnl peste clmpul BE. Multimile {0} 5 ¥ slnt subspatil
veetorinle ole lui V. Aceslen se numese subapafll impropeid ; arbeare all subspatio sl lul B e
nmmesbe proprir.

2) Muljimen n-uplurilor de forma (0, 24,..., £.0 esle wn subspalin vectorfal al lui D%

) Mul{imea funeflilor impare st muliineea fToneliller pare slob reapectiiv subspatil ale spa-
flulol weetorisl resl sl funeylilsr reale definbte pe (—ao o)

3.2. Definifie. Fie ¥ un spafiu veclorial peste cimpul I g1 8 0 submuljime
nevidd o ga. Un vector ve 1V de forma

#
L E En, unde 0,6 85, ke X,

=1

#¢ numesle combinalie liniard finitd de elemenle din 8.

3.3, Teoremi. Daci 8 este o submolfime nevidd a lui V, atunci
mulfimes taturer combinatiilor liniste finite de elemente din 5 este un
subspatin vectorial al lui V.

Acest subszpatiu se numeste subspajiul general de submulfimes § aam
acoperirea Hnfard o Iui 8 31 so noteszd cu L4S). Doed 8 este multimea vidi,
atunci prin definifie L{5) == {0},

Demonrstrafie. Suma a doud combinatii liniare finite de elemente din S
eate o combinatie liniark finith de elemente din 8. Prodosal dintre un
sealar ke K 5 o combinatie liniasd finitd de elemente din 8 este o combinn-
fie liniard finitd de olemente din 8.

Evident diferite submulfimi de vestori din ¥ pot i genereze acelasi

F
gubspativ. De exemply multimile {1, 6 &, ..., ), {1, -J-!—1r -;-—ru caey i. p
- 2 m!
{1, (1 — (1 — )% . ... (1 — )"} genereaxd spajiul vectorial ol funetiilor
polinomiale cars an cel mult gradul s, iar moltimile {1,066, ...,1%, ...},
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t 9 -~ )
[l: LT TE A oy ], 1 =0, (L —03%...; (L=1)% ...} gene-
reazd spatiul vectorial al tuturor functilor polinomiale.

3.4. Teoremd. Dacidl W, si IF, sint doud subspatii ale spatinlui vectorial
¥, atuneci

(1) mulfimea W, 4+ W, = {v =1n -} rs|r, € W, r.e W,], numiti suma
dintre W, gi W, este un subspatin vectorial al lni 7 ;

(2) intersectia W, n ¥, este un subspatin vectorial al Ini V'
{3) renninnea W, y W, nn sste un subspatin vectorial al Ini .

Demonstrafie. (1) Fle u, & Wy == W, adich o = ) = by 0= 0 = Iy,
unde v € Wy 8wy 0.6 Wy Deoarece o + 6 e W, &l ¥ e Wy,
rezultd i vectorul w <+ ¢ = (4, + n) + (v, + v, aparfine lni W, + FF':

Fie ke K, Deoarece ki e W, 8 kuye Woreznlti ofi vectorn] k=R, )4 (Fuy)
aparfine lui W; + W,

(2) Fie wy,ve W,nW,. Remaltd w,ee W, gi w,ve W.. Dar W, s W,
sint subspatii 'l.'eutuﬁﬂfe- Deci Y Telk, ku4-loe Wy 81 ku+lee Wy
adick kuw 4 fve W, n W,

(3} Fie v,e W, 5i 0, d Wy, v, ¢ W, 5i v, W, Hezultd n - v, ¢ Wy,
-+ 0y f Wy 5 deei oy 4 vy # W, U W,

Exemple: Fie subapalille W si [T generate pespeelly de vectarh] my = {1,3), my = {—3, —10),
- (E13) & By = =1, =4}, By = [==1,2) my= (30, 51 se constrofascd scbspafiile
W+ L7 sl Wil

Solufie. Subspaiiul sumdé W 4 L esle ncoperifen liniaMi a veclerllor vy, ipg, Wy, By, By ily,
adiel #E IF + L eite de fofma

D By + gy Ry 4 R+ Rty 4 B
Subspnilul W L7 esnillne asil veelofl pentai cafe
ey o+ ey b oy = By £ Pyt + Byl
Fplosdad aperafille e vectar] oblnem slateml
ag— ey 4 Tmy = — 3 — 8+ 35
B, — 10wy + 150y = — 48 + 24,

Intracil rangal matriecl sistemuinl esde one, conform teoremed 1l Bochl, crompatibilitates
eibe aslguraild de anulares determinamtolol camcteristic gy + 75 — 10 §y = 0. Ohginem =

- T IO o= R fy = e A € R Atuned (—Th 4 00 ) gy 4 durg o puny w (B0 — B,
0% — 40 e W li:d, pE R

3.5, Teoremi. Fie W, 5i W, doud subspatii vectorinle s ve W, & W,
Descompunerea t== 1, < #, ¢ste unicd dach g1 numai dacd W, Wes={0].

Demonstrafie. Fiet = ) <= ¢ = ¥ = . Decarse vy, i€ Wyal o, e Wy
vectornl = —r =r;—0, este confinut in W, n Wy De aceea W0 Wo={0
implicd 0, = v}, v, = v}, adici unicitaten deseom punerii.
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Reciproe, unicitaten implich W, 0 W. = [0}, deosters in caz conteae
orice vector nenunl we W, nW, ar avea cel pofin doud  descompuneri
w=10 4 i = 0 4 .,

3.6, Definifie. Fie W, gi W, doud subspafii veclorials ale Jui V. Daod
W,n Wy e [0}, atunei suma W, 4 W, &2 numepte sumd directd pi e
nolteaxd ou W, @& W, Daod in plus W, @ Wy s V, atunci W, 5i Wy e
numese subspatii suplimentare.

Exempla. Subspalin] functillor pare 8 respectly lmpare sint suplimentare In spajiul vee-
ftorial reall sl Manciiilor reale defliniie pe (=, ahintrocll interseciin contflee rumal fone(ls 2ere

1 1
o iz} = = IRiz) &= fi=—z}l+ = IF{eh—fi—=)}. W26 {=u, a), V[ adick arice funcile
it (—ua, o)== m ele suma diptre o fonetie parh 3 una Impard.

Evident notiunile de sumd gi sumd directd se pot extinde Ia cazul unoi
numar finit de subspatii vectoriale.

& 4. Dependentds si independentd liniard

Fie F un spatin vectorial peste cimpul K si § o submulfime de elemente
din F¥.

L1 Ivfinifie. Mulfimea 8 se numeple linier dependentd dasd erisld
o mulfime finitd de elemente disfinete din 8, 88 cieem oy, Ty, ..o O #i Soalarii
f

Eys By o ooy g cel pufin unul diferit de zero, astfel ineil Y, ki = 0.

Mulflmen & se ziee lintar Independentd dacd no esie linder dependentd, aded decd penlfn

*

orice alegere n elementelor pp e 8 5l o scalaribor &, g K, relatia E oy o= O Implich by by
=1

-y, . "'.b a1,

Facem observatia of mulfimes § poate fi o multime finitd san infinitd.
De asemenes snbliniem gi faptol o desi liniar dependenta i liniar inde-
pendenta sint proprietifi specifice unor multimi de vectorl, sdeseori se
vorbegte direct despre cedori linfor dependenft, reapectiv veclor liniar
independenfi.

Exemple.

1) qel estlt; este linkar independenth @ {0} =dte linfar dependenti.

2) Dach 08 5, atuncl § ot lniar dependentd. Dacd In 5 existd un vector care s peate ex-
prima ca un multiplo sealar &l unul st vector, stuncl 5 este linlar dependentd.

3) Fle pyily = ef, wilh = &7, Byifmsahil. Decatece ! — ™ —2 shi = O, muliimea |0, o5 75}
eile Molar depondenid.

42 Teoremii. Fie 8 = {v, 0y ..., o}V o mulfime liniar indepen-

denti sl I{S) acoperirea liniard a lui S. Orice multime de p+41 elemente

din L{S8) este liniar dependentd.

Demonstrafie. Fie i == }E‘_ ayey, i=1,2,...,p 41 vectori arbitrar
=1

care apartin lni L(S). Relatia Bty -+ katoy + . .. Ry 1055y = 0 conduce

LA p Fr
In E (‘}: 1-,;1-,,} vy = 0 8 intrucit o, f = 1,2,...,p sint liniar indepen-
P A=
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'ﬂl!"l‘.'l[i IJ]JI,;]'H'E'-I'T'I klﬂ” -.I" i;'jﬂ:u 'I“ e 'F‘ ll’...lﬂp.l.]_f = “. j = ], 21 = vmp s Acpal
sistem omogen oo g oeonafii i p -+ 1 nesnnosente admite 31 solufii ne-
banale. Prin urmare 1, sint liniar dependenti.

g5 Dawi si dimensinne

Fie V un spatin vectorial peste cimpul I,

a1, Definitie. O mulfirie B de vectori din V se numegle bazd pentru V
dacd B esle liniar independentd gi genereazd pe V.

Utilizimd axiomas alegerii sa poate demonstra o orice spafin  vectorial
diferit do {0} admite o bazd [21].

Spatinl vectorial V¥ se nummeste finil dimsnsional dack are o bazd finitd
& dacsi W o= [0]. In caz contrar ¥ se numeste infinal dimensional,

inZ: Teoremis Fie ¥V un spatin vectorial finit dimensional. Oricare
dondl baze ale Ini ¥ an acelagi nnmdr de elemente.

Demonsirafie. Fie B 5 B dond baze ale lni ¥, Fie » numdrnl elemente-
lor din B & %" nomaral clementelor din B, Daci B este independents si
genereazi spatinl ¥, teorema 4.2 (orice maliime formatd din n + 1 vector
este dependent®) impliel ®' < o, Acelasi mationament  pentra muoltimes
B conduce la # 5 0’ devi 8 = n'.

Teorema 5.2 justifich wrmitonren definifie ;

g s

wumdral dim ¥ = ™ daed V' oporedd o bazd formatd din n elemente
0, dacd V = {0}

#e numegle dimensivnea i V. Un gpatin vectorial en dimensinnes n se

numeste n-dimensional si se noteazd cu V.

Ezemple. Fie IH.' spo el vecharial aritmetie. Vectorl ep = (1,0, 0., .. B &5 = {0, 1.0,,...00
pewen B = (D0 O ) determind o oz B (e, &5, . . 2.} SHarkilm <3 B oste Independents ;
relafla ke + .l'.u* e J.-'t. = 0} egbe echivaleaty en (& L. J."_'r w0, O, o P adicd
by g om ok, e 0 Peode alts parte W 2€ K% avem s (2, S 5,0 = S5y + Syt
.. 28, decl B generenzd pe I

2y Spatiil veclorial [, (%] al taturer policeamelor de grad n are dimensiunea o+ 1.
Intr-adevir abseevim ei I3 {1, X%, XT... . H']-ul: Independentd, k. + kX + J.".I‘ S
een B R KT e Ry e o o, =k w0} g oflce polinom de gmd £ n oeile o comid-
nafic linlard Mgt de elemente din B,

3 Spatlul vectoral . J0Ky al matricelor dreplunghiulare are dimensiunes mo. O
bazd este mulfimea I = [.I:'“. 1 digi 1l £jg nf, E” {ilnd matrices care nre elementul
1 la interseciin lmlel § ew eoloana f. cclelalle elemente fiind mule.

4} Fie ¥V un spatin vectorial compiex. Spatlal vectorial real RY care coinclde cu Ve grup
aditiv 58 In care Inmullirea cu un mimiF feal esto definitd ta in Vs aumesto trecerea (n Feal
a lol F.

In particular. prin trecerea In real a spatiulel n-dimensbonal ﬂ:‘ te oljbne spatiul feal de
dimensiizne 2n, notat BEL* = @B, Baza {2y 8- 1y 8, 18y, iy, -, e, ) din B provine din tre-
ceren 1m real @ bapsl {1.,1'1. -avn i) i t".

5) Fie IK[X] spaiful vectorial a) tuiuror pollnoamslor In medeterminats X. Polingamels
1, X, X% .., X™, .. constiiule o baxmia bui B [X] 6 deci dim K[X] = oo
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G, Teoremii. Pentrn orice spatin vectorial s-dimensional ¥, sint
adeviirate urnsitosrele afirmati

1} O mnl{ime de vectori linfar independenti din ¥, este o snbmultime
o unei baze din V..

2) O mulfime formatd din w vector linkr independenti este o hazd
a lui V.

Demouatratie, 1) I 8 LR .r,E cate o muliime liniar inde-
pendentd din ¥, atunci sau I{8) = V. i deci § este o bazd, san J{S8)
este 0 submultime proprie o lui V,. In al doilea eaz existd ve ¥, — L(8§)
astlel incit 8" = {0 Ogy v vy P 0} 280 independentsi,

Dach Li8') == V,. ntonci 8 este o bazid ce confine pe 8, iar dad L(87)
eate o submultime proprie a lui V,, atuoei se rein mjionamentul fieat
pentmn 8. Repetind rationamentul trebuie s ajungem Ia o basi, dupi un
mundir finit de pasi, infroeit dimensivses spafiolei esie fniik,

In concluzie, muliimes 8 poate fi prelungitd sau completatd pind la o
bazi din V..

2) Fie § o submmltime liniar independentd care conjine s vectori
din ¥, Prima parte a teoremei arati o 8 este o submuliime a unei
baze B a lui ¥, iar teorema 5.2 amatd ed baza B trebuie i aibd n elemente,
Desi 8 = B.

Spatiile vectoriale finit dimensionale an un profit decsebit de pe urma
prezentel bazelor intrucit in acest caz existd posibilitates introducerii
atilizgdrit coordonatelor fird & se fesi din contextul combinagiilor liniare
finite sgpecific algebrel vecloriale, Precizgim ipsl o explicitarea leoriel
ocoordonatelor impune in mod necesar ordonaren elementelor unei baze
§i de aceea, in cele ce urmeazd, printr-o basd intr-un spafiu veclorial finit
dimensional s ra (nfelege o mullime finitd, ordonstd, lnfar indepondentd,
eare gesereasd spafivl respectie,

Fie ¥, un spatin vectorial s-dimensional gi fie B = {#, ¢y ..., &) O
bazil in scest spati.

5.4. Teoremd. OUrice veetor o€ V, admite o exprimare unicd de forma
v Y xe (RUmith descompitserea lui v dupd veetorii bazei).
=1

Denongtrafie. Deoarece ¥V = L{B), orice vector ve V poate fi seris ca
-
o combinatic liniard de veetorii bazel, adied ¢ = ¥, @i
=i

Presupunem i vectorul ¢ oar admite si 0 alld exprimare ¢ = E-:r}f‘..

() |

5

Prin scidere obinem 0= ¥ (&, — zj)e. Intrueit wectorii e sint liniar
=1

independenti, din definifia 4.1 rezulld =~z =0, i=1,2,...,n sau

@y i=1,2, ...,

Numerele r; se numese coordenaiele oecloruius ¢ in raport ou baza M,
iar bijectia f: ¥, —» X* definitd prin o - (2, 24 . . .y &) b2 DumMeste sistem
de coordonale pe V.

Uneori vom prefera identificares © = (2, @y ..., 3, in acest caz
ko s (kay, kagy ooy b)) 8 dach 0= (¥, Yoo ..o ) atunci o 4w =
= [Ty 4 Wi Tg F Yo - o5 B+ ¥a):
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a.0. Teoremn. Dacd Wosi U7 sint doud subspagii ale spatinlui vectorial
V., atunci

ditn W -L dim I7 = dims (W 4- L7} 3~ dimd W n L7

Verifiedm valabdlitaten acestel feoreme pentra subspatile date in
exemplin] teoremel 3.4,
Dimensinnea subspatiniui W -4 7 coincide cu rangul matricei

1 —2 3 —1 —1 2
5 =10 15 —4 2 0

Dhtinem dim (W = L7) = 2,

Un vertor oarecare ddin sobspatiol Wn & s gisit co fiind de Torms
(G} — B 300 — 40}, 2, € R, astlel ineit dim(Wo D) =1. Intracit
dim W = 1, dim U7 = 2, teormna 5.0 se verifici,

Fie ¥V, un spatin vectorial mportat Ia bacza B = j¢, fa ooy ). Thack
) Py - - -y O, € Wy, atunei

L

r mlqulr" Ty = E Mgy suwy Py = E“l_ﬂrll
=1 il i

Aeeztor relagii i se alageazd matrices

Tyg Mg a e dyp

A e | T Tgiaa. OGup

Oai Ouj -+ Tap

nomitd malricea de Irecere de Ta veclorii e, €5 000 00 10 vecloTil o, 05 . ..
« v oy Pp. Bvident, vectorii vy, vy ..., #, pot fi identificajd cu coloanele ma-
fricei 4. De azemenea se §tie o rang 4 = rang'd.

. Teoremdi. Rangul matricei A este egal en numdnml maxim al vee-
torilor coloand liniar independenti.

Demongirafie. Ipoteza rang A = r, adici

j T gy
Iem}, .. ana Wiy

By o W]

implicsi liniar independenta vectorilor coloand oy, ..., v,. Fie coloans o,
unde r 1 < p, 51 determinantii

I
[ B2 == By | Oy

7 B S ] N T
J [y o oo By | 8y [ 1= 1
Wy oa iy, | Gy
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Fiecars dintre acesti determinanti este nul deoarvece pentru i < r, IN.
are doud linii identice, inr pentm i = r, ordinul lui 24 este mai mare decit r,
Dwzvoltind pe 0, dupd ultima linie ghsim

agdy + o0 Fapd, 40D =0,
adici

r __1- .
gy =%, iy A= =1 aaay B
1 j-El i g o' '

Aceste relatii sealare zint echivalente en relain vectoriall o, = E 035

r I o p, adicd cu faptul ¢ fecare coloand ¢, esle o wmhlum;n} ]mmrl
e prime u: r coloane ale matrced A,

5.7. Conseeinfi. Fie B = e, 6, ..., ¢} 0 bazi & Ini ¥V, Mulimea
B trj -, bt .,u} este o altd bazh a lni V. dacd si nomai

dl'l:'.‘fl et [lj'”lj * '.L

Sehimbarea basei. Fio B = (¢, ¢5 ..., 6, 5 B = {¢, &, ..., ¢} douk
baze distinete in spajinl vectorial ¥,. I:-.ﬂl..im eir £ = [oy] matTices  [Ri-
tratich ale cirel coloane sint coordonatels vectorilor bhazei B in raport
cu baza B, adick walrieca de frecere de ls baza B Ia baza B,

Fie & respectiv 2,1=1,2,...;# coordonatele Hu::elum&i vector o
in raport cu baza B respectiv B, Prin urmare ¢ = %, oi¢; respectiv o =

Pl

= E zie,. Preluerim ultima relagie, ¢ = E ;:,(E e;,s;) i(ic.,:}]e.
ju

dml -]

Kezulth z= E Oyxyy i=1,2, ..., n Aceste relatii caracterizeasdd trans-

Jormarea mmimmmhr In o schimbare a bazei ; matriceal se serie X=0X",
unde X, X" sint Jua:l.rm:u.te coloand X = *txl,.a:,, oy Tg )y Tespectiv X' =
= [af, @4y + - oy Fa)

Spatii vecloriale izomorfe. Fie ¥ gi W doud spatii veetoriale peste cimpul
K. O aplieatie & : V - W care eatizfoee conditiile

Tt 4 t) = Fiu) 4 Flo), Yu,veVF
Fiku) = kF(u), YueV, vielK

g nrmeste fransfonnare i,

S8 Definiie. O trangformare liniard bijectivd se numegle izomorfism.

E! pistem e coordonate pe F, este un izomorfizm canonie intre ¥,
L |

3.8 Teoremé. Doud spatii vectoriale ¥ s W peste cimpnl K, de dimen-
sinni finite, sint izomorfe dock i numal dack an aceasi dimensinne,
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ﬂcm&mﬂu{#._l’]‘mpum i V, gi W, sint izomorie, alich existd o
transformare linlath  bijectivd & : V, —+ W.. Evident F(0) = 0. Fie
B={¢ s . .; 6,} 0 bazii a lui ¥V, Multimes F(B) = {F (e}, Fleahy. . . T{ea)} =
=W, este liniar independentd, fapt dovedit de nrmdtorul sir de impli-
catil : By ie) = BT le) 4. .. -l Fe) = 0 = Tl 1+ bty ... Fhata)=
= = kl,'ﬂ" “"'-H.'tfg 'I:' i . J_- A'.f‘. '—ﬂ I!:I'jlfl =r k‘l . ., =4 k‘. = (), Pn {]E I-'I.“.E

parte Y we W, 3o = ¥ e V. oastfel ineit 5(e) = w. Rexolth w =
-1

=%, & (¢;) 8l deci F(B) gencreazi pe Wy, adich a = m.

i 1

Reciproe, fie ¥, gi W, Utilizind sistemele de coordonate f: ¥, - K,
g: W, = K", gisim ¢ § =g lef: ¥, — W, este un izomorfism.

& 6. Spagii vectoriale enclidiens

Addugaim In stroctors de epafin veclorin]l o nond nojiune, aeeen de
produs sealar; en ajutorn] edrela potem deflind longimile, anghinrile, orto-
gonalitatea ete,

6.1, Definifie. Fie V an spafiv veclorial comples. O aplicafie () definild
pe ¥V %V gi eu valori in @ ecars are propriefdfile :

(2, 0) = (10, ¥)

(i, & 4 40) = [u, 0} 4= (4, 10)
k(e aw) = (kv, )

(o, 2] (0. 0) = 0 == o =0,

th, 0,0 € Vy K€ (@, #¢ nemenle produs 2calar pe ¥,
Axiomele precedenie au urmdtoarele conzecinte imediate

(£, keoy = Lir, w),
(b b o, ) = (U, 1) == (5 0).

6.2, Teoremii. Dacit =patinl vectorial complex W oeste dotat en un
produs sealar, atunci este satisflentd inegalitatea Cauchy-Schwarz

(e, 00} 2 o (o, oHer; 40);

cn egalitate dachi 51 pumai dacsh v gi w sint liniar dependent;i.

Demonstrafie. Dacd © = 0 sau & «= 0, demonstrafin este banali. Presu-
punem ofl vectorii ¢ 81 w sint neomli §i notdm & = ke 4 lw, unde & gil
gint numere complexe pe care le vom preciza ulterior. Proprietiatile pro-
dusnlui sealar implich 0z, 2) = (ko + I, kv + I = kk{v, ¥) + Ei{v, w)4
o E(w, v) <= e, @), on cgalitate dacll i nomai dach 2 = 0.
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Fie k = {w, ) = 0; k = k deourece k este real. Prin simplificare cu k,
inegalitatea prm&danti:i. devine

{ac, w0} (e, €) =+ v, 00)=No, w0) <+ 1 = 0.
Fie w —(r,e0) 8i deci ! = —(0,40) = —{ie, v). Tnegalitates devine
(o, toj{r, v) = (0, wi{te, v) = |(v, w0} |%

Daci ¥V este un spatin veetorial real, atunci in definifia precedentd @O
g inlocuieste eu R, axioma (v, 0] = (W, W, 1) 80 inlocuieste cu (e, w) = {10, ),
consecinga (e, kw) = Kr,w) deving (v, kw) = kr,w), iar Lnegulllar{ﬂ
Cauchy-Schwarz se sorie (v e0)* o (o, v}, 0)

6.3. Definipie. Un spafiv vectorial (real sauw compler) pe care s-a definit
wie produs sealar se numegle spafiv vecforial ewclidian (real sau complex).

Exemple de spafii peclosiole cucliditar canonice. 1) Fie 2 = (2, £o. 0.0 20 6 0w {1 B -~ -
cewan B} dod veclor] careeare din spatiul veclofial aFitislic [RY. Fooctis reald deflnlti prin

(5 )= oy + Syt o F T,

eale @ prods scalar pe B
2y Analog LC° este un spalin veclorial euclidian In ropord cu

(S b= 2y + Sy + onn F SR
&) Spatlul weeiordal real al tuturer funeqlilor eu valor reale, conlbnge pe un inberval [a, B],
exte um apatio euclidian real in report cu aplicatin definita pris

| ]
i g Sﬂ:u prpr,
&

6.4, Teoremi. Fie 1 un spatin vectorial enclidian, Functia ||| : F - R.
definitdh prin [|e]| = (s, ¢) este o normi pe V, adicd satisface relatiile

o] =0 pentru ¢ & 0, jO) =0,
kel = (k| [lvh, & = scalar
v =l < foll 4+ [[w] (inegalitatea triunghinlni).

Norma dio aeenstd teoremd se numeste norsa circlidiand.

Demonstrafie. Presupunem el Foeste un spatin  veetorial eomplex.
Inegalitatea (v, #) 2 0 imphed [off = 0, cu Fg“l.l:lt.m- das sl mumad daca v
este vectorul pul. De  asemenea penl'm ke wi reV gisim [[fo] =

= |/ike, ko) = l"r“irr o) = [ 1k[Hp, ) = 1k]f (e, 0) = k] [loll, adied si =

doua proprictate este satisBlentd. Proprielates o trein se demonslreazi
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tinind seama & (r, w) + (0, w0) = 2 Re{o, w) < 2|(r, w)| 5i folosind inegali-
tatea Cauchy-Schwarz (ranscrish in forma (e, w)| < o] [w]]. Intr-ade-
vir, [[e 4wt = (¢ 4wy v 4 1w0) = (0, 0) + (v, 00) + (o, w) (00, wh<] P+
+ el liwll + Fwl® = illell -+ lel)

Primele doufd proprietdfi ale normei asigurd o orice cleoent ¢ din ¥
poate fi seris in forma £ e ol unde Jef = 1. Veeioml ¢ cu proprietates
lell =1 s numeste versor. Evident, versorul ssovint unwi vector nooal

edle & = e 0.
N . - . - ; "
Fie ¥V un spatin vectorial evclidian real. Pe submuoltimea V- (0],
inegalitates Canchy-Schware, [(r, )|  ||vl] [l se transerie

_{oy %0}
lellleel

Aceastd observatic justificd urmdtoares definiiic,

6.5. Definifie. Fie ¥V un spafiv veclorial euclidian rveal gi e, 00 doi cectori
neauli din ¥V, Numdrul O [0, =] definit de egalitaten

(o, w0)
e ]ill el

s¢ wimegle waghiul dintre v gi w.

Denumiri. Un spatin vectorial dotat cu o nonnd se numeste spafin
veclorial normat. Un spatin vectorial normat in care norma provine dintr-un
produs zealar se numeste spofiv prehilbertian. Un spajiu prebilbertinn
complet (in sensul of orice sir Canchy de elemente din spatin este un gir
convergent) se numeste spafin Hilbert.

6.6. Teoremi. Fie V' un spatiu vectorial normat. Funcfia reald definitd
prin diw, r) = |4 — ¢] este o distan{d (metrici) pe V¥, adici satisface
relatiile

diw, v) > 03 diw, 0) = 0 =4 =1,
diu, o) = dir, &)
din, r) = diw, w) = diie, £}, Yo, v, 00e F.

Demonstratia este simpld 8 o Egim drept temd pentm eititori, Daci
norma eate enclidiand, atunei distanta definitd cun ajutorl e 8 numegte
distanfd euolidiand.

In general o muljime ocarecare inzestrati en o funcie distan(i (metriei)
se numeste spafine melfrie, Teorema G.6 aratd o orice spatin vectorial nor-
mat este un spatin metric.

Exempla. Fle Fyapaliul veclorial el ol Muncliilor polinsmiale reale de grod ecl mull dod
Inzestrat cu produsel sealar ) Py Py — [R defiplt prim (p, ghe= oy + 2oy + aghy, piz) =
=y b BT b opxt, Q) e By - bE L b,
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In secst spatin se comsidord vectorll pf) = 2 + 5 4 53%, pyisjm 2 + x— o, pyr) =
=45 b5 PgiE) =3+ Sr 402 @l a0 cere s se gleeascl un vecloT By echidistant
sceslors § &l fe folculeze acexstd distanid.

Solinfie. Fiz pglz) = o & 6y + &% coellclenfll o g, g stabilese din egulititils
15
[y == Pyl Py =P iy — pgl = Ep, — oyl oblinem o =3, &= —, =l
g

Y St L]
Distanfa cerutd sste d=]py—pygl=| (P—pp ﬁ_ﬁ]'y{ib—ﬁf+=[l_1: ] +{G—2F =
3 W‘
-l

& 7. Ortogonalitate

Ortogonalitates este nnn dintre cele mal importante relati dinive vee-
toril unui spatin vectorial cuclidian.

1. Definifie. Fie T un spativ veclorial euclidian. Doi veclori din V
¢ nimese orfogonali daod produsul lor sealar exte nul. O submulfime S = V
s numesle orfogonald dacd veclorii sdi sind orlogonali doi eite doi, edicd
(thyw) =0, ¥o,we S, 0o w. O mulfime orfogenald se numegte orfoncrmald
daod fiecare element al adu are norma egald ou unilates.

7.2 Teoremd. Orice mulfime ortogonali dintr-un spatin  vectorial
enclidisn ¥ formati din elemente nennle este liniar independentd. Dacdd
dim ¥ = n, atunci orice multime ortogonali care confine » elemente
venule este o bazi a lui V.

Demonstragie. Fie 8 = 17 — [0} o multime ortogonald, iar ke, 4- ke, +
Mainisior i s fstesdond, MHIi-h;rna;.ie g e M W
Ipoteza Rty =+ Kty == ... <= k.9, = 0 implicd

Koy 0y) + k:[“'h":j i o k:-tﬂ,ir'pp} =0, j = fixat din {ll 2y s =P.;'-

Punind pe rind j = 1,2, ..., p 4 finind seama de ortogonalitate rezultd
Kl 0, = Oy B0y Bl =0y o0 oy RpPpy u,]- = 0. Pe de altd parte igutm
o %= 0 implich (v, ) >0 §i deci k; =%y = ... =k, =0, adicli 5 este
liniar indepe

Demonstrares ulbimel pirfi o teoremel rezolth imediat din teoremas
5.3,2).

Pentru stodiul spajiilor vectoriale euclidicne este comod 24 se lucreze
¢n baze ortonormate. Conform definigiei 7.1 baza B = {e, 0., ..., 8] = F,
este ortonormati dacd

1 dachk i = j
0 dach i # j
Simbolul & se numeste simbolul lui Kronecker,

Excmple. |a spajiul vectarial %[0, =]} al funcyiilor feale, contloue pe intervalul [0, 2=] I
E

care definlm prodisul scalar pein aplleatis (f, 5 = 5 fix) gizplx, eansiderdm urmitoarea sl

1,311 &) = ‘!l:l ={

L
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mulfime Infinitd de funejll trigomometrics Se ([ il - ) unde f{zd = 1, fo,_j(T}=cos nx,
f' [Z)egin pE. A o= 1, 3, . Intrueit “rn il' Ju= D, m oo R ourmenzd ok 5 este o maoliinee orlogos
nuli! iz bl LA nlrtm-nl:-lll.llll functillor sl fnptululcd 8§ no coniine elementul nal al spatialul
5[0, 22D urmeasd o S esle lodepeadenti. Ienpisiind ficcare functle prin norma ., Afgl=

o m—

Ell: e on e
[ "N, | iy . ¥
- ]Irm._r'.:. - Sd: = |2, Hfyu—gl = S:u e e gl = Sr‘ln nrds ==
i L
1 COS T
=, objinem mullimm arfonormd Ui {9 P G, - -] Unde gy T) = Fi;, P L 0= F —\
: n
sin re
Paal T} = — =

T
Cbserpafle. Muljlmes ortogenalli 5 ne ajuld 8§ consieuim acria Faarler o unel funeill perl-
adies.

(e,

T Definifie. Fie ¥V un spafiv veclorial ewclidian. Veclornl — l! )
W

-, W Rde

e, 06 T, wel, s momegle proiecfia veclorului v pe w, jar unwedrol :,;.1 mi
T

se nuwmegte mdrinea algebriod a projecfied hii v pe oo,

T4 Teoremi. Fie spatinl vectorial encll:li:m Vo Dach Bes{eg 0005 88)
(rs &)

exte o bazi ortogonald o lui ¥ g 0= L:r alunei 2 = -: v
g £y

particular; dack B este o hazd nrtnnnrmﬂ.ﬂ atuno a; = {r, &)
Dreponsirajie. Conform teoremel 5.4, orvlee veelor ¢€ 17, 2¢ seTic unic

e o combinatie liniad de veetorii bazel, adich ¢ = % e, Lnmulfim sealar
i=1

"
en vectorul &, i=1,2,...,8; (0, 6)= Y, ooy e = e 0) ¢ rezalti

2=1
Ty e= EFT’:I y adich coordonata @ este wirimen algebricd a projectied lui
Er} 1]
0 pe .

Daci baza este ortonormadd, (e, ¢) =1 2 reznlld 2; = (g, ). Prin
urmare oricare ar fi vectorul ve V., raportat la o bozd ortonormaid, se

n
Berie unic ¢ = Y (¥, &;}o;. Coordonatele &, = (8¢}, i=1,2,...,n ale
=1

vectornlul ¢ 2o numiese eoordmiade enclidiens.

7.5, Teoremi. Dack ¥, este un spatin vectorial euelidian complex n-
-limensional & B = {g, f0 ..., 0} este 0 bazd orfonormabi, atunci
-

(e, w) =% x4y, unde =, = (e &) ¥ = (0, e). In particular, [loff =
i=1

Demonstrafie. Prin ipotesd (o, o) =a 85 81 0= "l:: B A0 = i ¥, Tinind
d=i g=1

n



geama de proprictitile produsuloi sealar

L o) (E. Tl yy I:E ,’.".H.';,-J i i z Y e, &) = E é 'f.'-.‘llla.l-l': .E 'T'.l'j'r'
de=1 = | f=1

j=1 %=1 f=1Ka1
Fie I” un spatin veetorial enclidian i 8 o submultime & sa.

T4 Definifie. Uw element al Tui Vose zice ortogoenal Jui 8 dacd este orto-
gonal pe fiveare clenient din 8. Mulfimea tuturer vectorilor orlogonali Tui 8
¢ whmeate 8 arfogonal™ g1 se noeleasd on 54,

Be observll ol 84 este nn subspatin vectorial al ui ¥, indiferent dacii 8
exte san no un sabapaetio al lni ¥, In cazol cind 8 este un subspatin veetorial
B4 g nmeste comglementul orfogonal al Tui 5,

Vod. Teoremd. Dacd 17 este on spatin vectorfal eoclidian =i W, este nn
aubspatin galimensional sl lai P, atunel 1= W, @ Wi Mai mnlt, doea
eel, we W,si wte Wi atunel este satizfientd teoreina Ini Pitagora

clft = [l + o |,

Demongirafie. Fie Be (o, fg. .., 0 bazd orfouerowid o Iui W
5" :

si w = % (v, #)e, proieclio lui v eV pe zobspalivl W,. Punind wi=e—w
i=1
reznlih :

thmm-mW”himmﬂ'@ﬁmMEMmﬂ:

=gmw—iﬁmmmmmmh

f=l jmi

- é (e, ¢;F — ﬁ ’ﬁ (e, &; )0, )5, == O

e is=]

=i deei w? g W+, Exprimarea unici v== 1 4+ w* arati ca ¥V = W, @& Wi.
Teorema Iui Pitagora : [|ef2= (¢, #)® = (42 4+ @', 00 4 0') = (w0, 0]
+ 20w, 1wl) + (wt, wt)= [w]? 4 [

2 0. Procedenl de ortogoonlizare Grom=Sehmadi

Fie ¥ un spatin vectorial euclidian, Ne propunem si aritim ci din orice
muljime liniar independentd de vectori din 1 8 poate construi o muljime
ortonormati (muoltime ortogonali ale efirei elemente an norma 1), In
pecat seni—prin demonstrafiile teoremelor care urmeazd—vom pune in
evidentd proceden! de orlogonalizare Gram-Schmidt,

#.1. Teoremi. Daclk Feate oo spatin vectorial cuclidian eu dimensinnea
My IAT Tpy Uapa s« o0 e5te 0 bazd o Iui ¥, stunei existd o bazi ortonormatd
ey, 0gp « oot} Batlel incit multimile {v, v,,. .., 00 51 {ey, 85,.. ., 0] goDe-
renzd acelasi subspagin ;= F pentru ficeare & = 1, 2., .. 1.

iy
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Demoanglrafie. Mai intii conztruim o multime ortogonali #i apol il nor-
mim elementele. Mulfimes ortogonald {w,, ., ...,t%,} 8o constroieste din
{vy ®4y oo0y vy} in felul wrmitor :

1) Se ia ) = £, 2) Be pune w, = ®, 4 kir,. Vectorn] 1w, nu este zero
deoarecs o, &1 v, sint liniar independenti. Se determind k din conditia ea
1wy 8d fie ortogonal Ini ey, adied 0 = (wy, w0,) = (0, <+ ko, 40y} Rezuiti

: (s, ) : (g 18, i
koo — =200, Dol tog =0y — ——— adicllk vectorul w0, se obfine

LT : a (105, 10y i -4 k
sedzind din ey proiectia Ini v, pe w,. 3) Vectorul w, este definit prin w, =
= tty =+ ke 4 kgieg; el este nennl ca urmare a faptulni o e, Ei.’t:a ry Bint
liniar independenti. Sealarii &, &, sint determinati din conditiile ea o,
& fie ortogonal lui w; 5i lni 10y, adick

0 = [ty 1)) = (15, 00y) 4 Kooy, 1)
0 = [1ny, dog) = (v 10} -+ kg1, 10,)

Gisim
Eoee — {Pnt0) o (s 20}
g = p fog W e et
{1y, 10y) (herg, 204}
gi et
e Aogtey) [y 16y ’
{10y, 90, ) (102, 104)

adicd w0, ze obline seizind din vy proieciiile lui vy pe wy 5i pe w,.
Bepetdm schema precedenti pind obfinem o mwmlfime de » vectori
ortogonali {w, w,, ..., w,}. Mulfimes ortonormatd se ghseste definind

w o,
== =18 .
11 |

Pmtﬁu final se poate arita o Uy = L{fr, 0g ooy tal) = L{{ty, 89 ...
R

Exemplin Fio [BY spativ]l suelldlan camonie en trel dimensluel. 50 se glivenscii o bazi oftos
normaifi pentru subspafiol gensmt de vectorll & = (1,1 —1) = (H3=l =1} o=
= [0, —1, 1}

Solujte. Uilizlnd procedeul Gram-Schmibdi, construim o mul{lme ortogonslf [fy, Py P} for-
matd din vectoril nenuall

iy 5 -{]l 1, =1}

3
(Fas Fa} 3
{Zg Wl (T Do) (—d) 2
Py ™ By ey — o gy o (0 =1, 1) == (1, 1, =1} —— (&, =3, 0) =
W)  BeEd 3 8

3= 0,628 &2 a3


Ilw.ll

Tepdiriim flecare vector din baza ortogonald prin nofema sa § obilnem o il orionormati

3G G e (5)

Teorema 8.1 s¢ generalizeard in felul nrmiitor,

8.2. Teoremi. Fie ¥ un spagiu vectorial enclidian, fie {r, vy ...} = ¥
o multime finitd san infinitd g L{v, ..., &) subapatiul generat de primii
k vectori, Atunel existd o mulfime {wy, w0y, ... =¥ en urmitoareles pro-
prietifi; pentra fiecare ke @M,

1) vectorul w, este ortogonal pe Lie, €y ..., Ta_y),

2) Koy vy t0y) == {0y o o0y Ty

3) wy.tr,, ... gint unic determinafi abstracfie ficind de un factor
sealar.

In loe de demonstratie ne mulifumim cu un mic comentarin, Vectorii
By, Wgs - 00 W0 B expresiile
.-h [ﬂr o L) ‘“:'_l:l

H"“ r = lj‘zrfr-p k_:h
=y N TR N

By == Wy, B g s Bpyg ==

care s dovedese bune pentru fiecare te N, Evident acesti veetori sint
constemifi astfel incit 40, ., &8 fie ortogonal cu a6y, 04 .., 0 &dick vectornl
0y 51 B¢ obfine scizind din e, projectiile lni o4, pe vectoril wy, 105 o005 00,
Din muliimea ortogonalit {wy, w,. ...} se obfine mulfimea ortonormatd

{_ﬂ.'-_, oy
ooyl || eegll

Exemspla, Fie P spatinl veetorial al tulorer funetlllor pollnominic reale definite pe [—1, i}
1

imrestrat co produsul scalar {p, &) = 5 e} w{fpli. Baim meeslul spaiiv oiie alefifaltd dim vee-

g
torll o 0f) = " n =0,1,2,... Orlogonalizind acenstd bazl cu procedenl Gram-Schmidt,

A
obiinem polinoamele Legendre, ey} = I, wpl) = #— -;. my{l) = —: fyeoy Ll ==

£ 9. Spatii punetuale euclidiene

8.1. Fie B = {a, b &-..} un spajin vecterlnl enclidian, © midjime [E= {A. B, C,...)5¢
nomeie spatla punctusl euclidian dacl oxisti o funefle [ E=[E == V7 astlfz] Inclt

) fid, B) + (B, C) = {4, C), A, B, CE [E,
(i1} funcilite parifale [, : [E= ¥ defialle prin £(8) = fid, &) sint bifective,
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¥ e numesle spofin disecdor ; elementebe lul V¥ se numese pectord direclor! 1 elementele lul [E
&+ pumese prrcfe r [ ose momeyte fonefle de sirectond afTnd.

Spatial puncteal eoclidian E.ﬂ:- pumedle real (compler) docd I este tin spatio vectofial real
{complex). Dimensiunealul [E se deflneile ca find dimecsiunea hel V. Un spajln  punciual
enclidign de dimensiune o va [ nolat eu [E,.

8.2, Pentra orles punct A€ [F  orfte veslar 58 1 exisld nn singur punct BE [E astfel
tnelt & = fid, M

B3 Exbsta spatll punetuale eocildiene care ng sint spaiil vectoriabe. Orlee spatlu vectorial
euclidian | este un spalia punctusl enclidinn deoarece funcila = ¥ 2 T = ¥ definitl prép fid, §)=
watt — b satisface {§) o (i

34, Fle [E un spafiv punelunl esclidlan, ¥ spajiul vectorial cuclilian asockal gl [ funsila
de structuril aling. O perechic ordonati (A, B} de papcte dia [E se nuimseste peclor fenpent la [F
In punecinl A (segmend orierhn, peclor fegafh. Punetul A se numeste orfgirea mu perctul de
apifmjie al vectorulul tamgent, lar B se numeste extremitzlea == Valaarea [f{A, B) 8¢ nue-
mesle povlea eeclorimdd a lui (A, & Decd O esle originea hil [E, atunci {£, H) s pomeils
peclor de podffée al pupectalui &,

Mulghea tuturor weclorilor tangentl la I_'E I pumckul A se mumeyte spofin fangent o [E
in punclol A g s noleazd eu T 0E. Acensth mulfjime este un spalia weclorial ewclldian 20~
morf eu 1%

Dsd v besrd Rapmgtenfl (20, B 8 (6, 00 st pumese egall decll o ececast parte Yeclorinlll f{A, Bl
ma [, I ol moelosi panet e aplieage, A = G Dol vectord (A, B § {0 Iy eare au aceca$l
parte vecleflaldl, fi1, B = f0, ), dar cate ou puncle de aplieafbe diferite, A & C, 52 nemese
araleft.

Muoltimea tolwrer vestaribor fangenli In [E patralell en un vector tangent dal 58 mwmseshe
peclor fiker 38 se Idenfilich cu un vecker difecior iclement al Tul Kl

2.5, Un vector lepat (A, 1) se moleazd eu .ﬁqn 5] -;l:hr:ii A, By = ';,'. un veetor liber
so neteazi fie prin A D, dacA A1 esle un segment oricatat din mulfimes numith vestor 1ibers
fle prin ¥ dnck [A. F)= 0

BE. Fie [E an spatin punctun] eeclidion. Fonclla 4 : [E:EIE —n m* definlid prin d.l:ﬂ. BJ-
- ;.ui._ﬂu ™ L{{EEE!EE o distantll pe tE.

9.7. Fle X o mal fime lnchisk din [E,: tie A un pamect carceare din [E, 51 B um puncd carecans
din Z. Margloea inferlonri

d = d(4, E) = ind d{A, B)
BgE

se numesto disloio @z I A4 lo Z. Aceasta cste de fapt minlmal funetlel B-+ d{A, By

Fie Iy # Xy doudi mul{lmd Inchise din [E,, i A un panct marecare din 5, #l B un punct
aarecare din E.. Marginea Inferloasd

dedy )= Inf a4, B)
A PL,

= numeste distanfa de la E, la £, Dach E, este compaetd f daed £, o Ty =0, atuncl d=&(E,, T,)
eile minlmul funchiel (A, B)=e d{A, I

B.B. Fia {-‘-'4.""":1.} s bazi ur‘turrumun.li. n Apaflulai director ¥ sl O arigines spa bhulul pome-
taal ewclidian E-. Apsn o] o= {0, T ..-E.'I-: &2 pumedte repér earlerfan bn [Ea

Cotrdotateln (#5000, 5,0 ale vectarulul de Faﬂlltfﬁf - I.F: T l_r:ld.- mllimsede coar
derofels carleclene ale puncliclnd M in rapost e S,
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Flo Aly,..., £} 8 Bip,.. oo B Rezulth ABm(i—2 00+ b oo =T 2, dLA, f) =
= = +...+ [, — 2P

g 10. Probleme

L Fle multheea [BY= RERH[R pe care defialm operaflibe (1) =& g (= 4+,
Tyt e SR, ¥YE FERY (2 k2w (b, 0, B3 ¥ FER. YaERY. (3) k=
= (kzy, kry zh W EE [R. ¥ £ R

Farmeazd m’ un spatin veclorial real faid de cperathile (1) 51 (2)7 Dar fatd de (1) 58 {3}?

2, Sasearate ed muljimen tofuror slrorilor convergente cu elemente din m:[[ - E £501
K = [} formeazl un spaiin vectorial peste “ in mport cu adunscen o Soudl flrurd 8§ Inmul fires
dHnlre un pumlie i un gir

1 54 s siabileascd dael muljime tuturor funefiilor reale de elash C¥pe e [B" este un
spaile vectorial real In mport co adunare fanciillor g Inmuljiren dintre un pumdr § o foncbe

4. [Idem pentro mulihses funcililor iategrabile pe [m B].
5. Fle 1' un spatlu vectorial peal. Po V¥ definlm opernilile
trfl'p]"' {t!ﬂ- ﬂ'l+=¢'p |
(o 4 i8) (&, ¥} = far— bp, bu 4 ack o 4 14

5 ge arate of Vx ¥ oste un spatle vectorlal peste (T (acest spailn se nomeste complesificatul
Tul ¥ gl i1 netdien eu TV

6. 55 se stablleasel dacd muliimibe
A= (p€ R.(X] |30€ R,[X] 0t plx) = qiz + 1) = q(z), ¥ =€ [R]
B = {pE Ru[X]l piz) = pz+ 1), ¥ zE [R]

glnt subdpalil veclarale ale spativinl veclorisl sl polinonmelor en coeficlentl reall, de grad cel
mault

7. 54 % cerceleze dned wvectorul o= (1, —2 0, 3} este o combinafle linlard o vectordlor
By = {3. o, —, _ilr Iy = {:r Ay u-_']l}! ify = ﬂr =1, & ]}'

8. Dimdu-se subspatille Wl U generate respectiv de veetloril oy = (2, 3,11, Bl my = (1,1,
B, 2y = (0,1, 1,10 by om (2, 1,3, 2), 1y o (1, 1, & 4), dig = (S, 2, 0, 2), 82 se arate ¢d aceste
subapaiii sint suplimentane ¥ 54 0 ghiensell descompunenen vectorulel & = (2, 0, 0, &) pe peeste
aubepati-

8. 58 se stabileasch care dintre urmitoarele submual binsd ale Tul C.“I:m:l sind linkar dependente,
respectiv liniar Independenic (1, cos 27, cos® x], (%, e ™%, ¢h 2], {¢", 2e%..., 2" 1"}

Fie f faue- oo € C5(R) Determipantul & = det [fY], 4, j = 1, 2.0 0, 8 numeste
wvenskiomit] func{Bbor s f3- - -0 Fy- 58 80 arate oF {5, S50 00 f) e5te lnior dependentd daci gl
numal dach wrensklanoul esle mul.

10. Fle [ [X] spailul vectorinl ol tuiurer polinoamebor In pedelernsieata X, 54 se amte of
1, X, X%, .., X" ...} ete o mulllme Uelar ndependents,

T



11, 54 8e pleancd o bazd & sumel 5§ o basd m Interseciie] subspailllor vectorlale W § L7 gene-
rale respeeliy de veclardl

wy o= 1,2, 1) myo= (2,8,1), wy = {3, 1,1)
wy = 0, A 1 g = {1, 0 =20 uy = (1, 0, 3)

12. 5§ se stabllenscd dimensfones subspofiubul & c 5 J(R)

0
.u"-[nu-[z F].u-u—&l.:.r.u,héﬂ
u o 0

# aff s @eeascd o baxd.

13. 34 se determine coordonatele vectorulul x = (0, 0, 1, 1) In bozn B = {ﬁ,d:l,-tpl;.}; =
- {ll 1,0, 1) L |:=‘! 1.3,1'. 'E!"'"{l! 1,“,'“]. £y - W-L w] =11,

14. Fle ¥y spaliul vectorial el al polincamelsr In cof 2 eare au cel mull gradil 4. 58 s
serle transformaren de eoordonate care permite trecerea de la baza B = {1, cos x, cos® 7, cos® @,
omd .:‘;1:1 bars B =1, COE T, co8 2x.008 da, cos Az} 8l 88 se glseascd nveria ncestel thansformiir.

15. Fie epatiul vectorial complex n-dimenstonal (T ¢ fle BL® trecerea Inoreala hul % fﬂ-lhﬂ
el ariedrul vector T=(q + By, oy o Dby, .., @ 08 dia (T 1 coreapinds veelorul (o, oy,..

8 Byo 8- oo ) din B, o se stabileased vectorul din BE™ care este asoclat hul i

Eheiﬂ:'ult!nnmtcupmdund walar (& @) = i:,_ﬁ-,+-:.$-.+ -i-n:-ﬂ_. e I

= Ogir e en B), @ = (B, fyeaos B) 8l se slabileancd oo produs l-u::.]lr be Induce in B®

ll %6 %o nrole cd lpl.ir:nuik-{ ) E*|I|H[R [X]—=+ R dd‘lnlt-: prin farmubele () (P, §)=
e iy, (o) (D gl = e e o a g - b7 sint respectiv produse
E ¥ E Ay E‘ J Eﬂ ¥

seakare.

54 4 calcubese singhiol dinlre pollmoanscle @ 5l ¢, Infll de prodossl scalar (s}, Feapectiv
fun), wnde pom o cp XU, o J o= X =2 K3,

17. Fhe spaliul vectorial euclidian real C°([0, 4]) In care produsul scalar este dal de (f, §) =
&

= S fizh plx}d= : 24 se serbe inegalitaten lul Cauchy-Sehware § o we caleulese dff, g, Qo0 unde

ﬂ’]- ||HI}‘{=I TE I|:|.|=]
{—x, EE(I,4]

18 In 1-]:rut.[1.|l cuclldinn canonle [BY fle vectorul @ s (14, =3, =} 5| smhmoliimes 8=
== oy, ), nnde &y = (—3, 0, T, oy = {1, 4, 3}, o = (2, I, —Z} B4 s pllsenscl projecils orfo-
gonali & o il ¢ pe K{(5) § vectarul ol, ’

13, Fie [RY spatiul veetorksl cuelidian eanonle en patra dimenslenl. 58 se glseasch o bazd
ertonofmaid penira subspafiv]l generaf de wveclorll oy s (0, 1, 1,00 & = {0, 4, 0, 1), o=
- (1, —1,1,0), £, = (1,3,0,1)

20, Fie spatlul vectorial puelbdian C([0. 1]) In eare produsul sealar csto definll prin aplicatis
1

i g Sfl:-!: )=, 54 we ortencrme e mullinea {2, 2 + & (2 + &% 2 + 27).



Copliolwl &
TRANSFORMARI LINIARE

& 1. Proprietati generanle

Fie V 5 W dond spadii vectoriale peste cimpul X,

L.1. Definigie. O funclie F: ¥ - W euw propriciifile
Flo +y) = Flz) + F(y), VYryeV,
Fikz) = kF(z), YieK, YeeV¥

ga numeste trangformare lindard (operalor liniar sau homomorfism de spafii
peotoriala).

Precizare ; uneori in loe de 5 {x) so scrie 5@,

Restrictin unei trapsformari liniare la un saobzpagin vectorial al lni ¥
este tot o transformare liniard, dar restrictia unel transformiri liniare la
o snbmultime a Ini I care nn este subspatin vectorial nn mai este o trans-
formare liniark, Orice traosformaroe liniard definitd pe un auhspatilu T
torial &l unui spafin vectorial ¥ poate fi prelungith la o tranzformare
liniari definiti pe V.

0 transformare liniard £: F — K (cimpul K este conziderat o spadia
vectorinl aritmetic en o dimensinne peste ) 2o numeste formd liniang,

1.2. Teoremi. Funcfin 7 :F — W este o transformare liniars dach
8l numsd dach

Fike +1y) = kF(x) +1F(y), VYhileK, nyyelF.

LDemonglrafic, Daefi F o1 = H’ eate linfard, atunci conform definifie
1.1 avem F{kzx 4 Iy} = Fikx) 4 F(ly) = LF{x) 15 (y) §i deci cobdi-
fia din teoremmd este satisficutd.

Beciproe, conditia din teoremd impreund cuo ipofezsa E=[1=1 d3%
Filo +¥) e Fx) 4 Fiy), iar impreuni cn ipoteza [ =0 implicd
Flkx) = kF ().

Exemple. 1) Fie apllcatla 7 : [R*—= [R*® definkli prin
Fiay ) = {5 Tp 57 + 3

Sueeealy avem F(isy o) + (F- 0y = Fimy =g - b= (T 4 e H+ e B+ 0+
=+ 5 += ﬂ.l.:‘- E’]I T By o+ Hyh + ':-E'Ll O Iy = l'l:"-:g-t:r "'1':' "-':r[!'ﬁ- Lﬁh'{!hl Ty ¥y ".i}E ml'
Analag. Tk ey, 5)) = Fikry, by w by, bz, ke 4+ bzg) = By, ¥, 8+ 5) = EF (5, 5k
WkE R ¥z, 5E R

2} Fie I [X] spatinl vectorial ol palivoamelor in nedeterminata X cu cocficlentl din K. Derl-
vata D : D{[X]~ D{[X] este & transformare lnkars.

1.3, Tearemi. Fie 5 : 17 - W o transformare liniars.
1} &(0) = O
2) Dacdk I/ este un subspatiu vectorial al Iui ¥V, atunci F{L) este un
subspatin veatorial al lui IF
3) Dact vectorii 2, @ ..., 2, € F gint liniar dependenti, atunci gi
wvectorii F(m), F(wy)s ooy F(w,) € W sint liniar dependenti,
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Demonsirafie. 1) Relatin F(kz) = kF(x2), Y Ee K, ¥ xe ¥V implicd
F(0) = 0F(0) = 0.

2) Fiew, ve F(U) #i k, 1€ . Existenfa elementelor #, ye V¥ astfel incit
u = F(g), v =F(y), imprennd cu liniaritatea lui F implicd k4 < v =
= kF(x) 4 15F(y) = Flkz +ly)e F(U) De accea F{U) ezle un sob-
spatin vectorial al lui W,

4) Temik,

Fie £V, W) maliimea (uturor transformariler linfare delinile pe ¥V
gi cu valori in W, Egalitatea transformdrilor liviare, aduwares w0 inmulfivea
e sealari g definese co la funetii ; dacd 5, 5 e 2#(F, W), atunci

&= F e F2)= F(z), ¥ ze VT,
(¥ 4 F)x) =5(c) + (&), VazeV,
(k& )x) = k& (x), Viel, veeF.

In raport en sceste operatii multimen (¥, W) este un spatin veetorial
peste cimpul K.

Elementele lni 200, V) se numese endomorfiame ale lui F.

Spatinl vectorial 2V, K) al tuturor formelor liniare definite pe ¥
gi en valori in X se numeste dualul fwi ¥. O parte a dualului lni #(¥, X)
ge ilentificd co ¥, fiind izomorfe.

1.4, Teoreméi. Fie ¥V, si W dound spagii vectoriale peste cimpul [X,
fie {¢), €5 ..., ¢} 0 bazd a lni ¥, iar wy, w0, ..., 10, 8 vectori arbitrari
din W,

1) Existd o transformare liniardi uwniefi 5 :¥,—+ W care satisface
e =t 1=1,2 0003 K

2} Dacd vectorii oy, w0y, ..., w, #iot linier independenti, atunei trans-
formares liniard & determinatd de condigiile F{e,) m o, i = 1,2, ..., 0
este injoctivi.

Demonsirafie. 1) Fie s€ V,, adicd = i z. Regula = Fip) =

Y |

= %, &, definesle o functie 5V, — W, en proprietatea F(e) = w,

pe=1,2 ...,8 Si arditdm & F czte o tronsformare liniacd. Peotm
]
aecasta  observam o dacd vel,, ¥ = Y ¥y, atunei ks 3 Iy =

=¥, the, HWIaE Vo, VETEH §i Tk 1) = ¥, tha, + Iy, =

1=l T ]

= i e, 1 i yar, = k¥ (x) 415 (y).
W=l =T

Unicitatea Ini F se r!mm:mlrfm:ﬁ prin reducere la ahsurd,
2) Fie & = E Fly e E e dodl veetorl oarecare din V. Ipotezele

el

Fle)=w, i=12,...,n Fiz)=y) implici E{Il — gy = 0.
=i

Aceasta impreund cu linlar independenia vectorilor sy, 40y, ...;10, d&

oy = ¥, adick & = .
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Compuneres afdoud transformiri liniare, definitdi ca Ia functii, este
numitd {nmultire (produs) i are ca rezultat tot o transformare liniars.
Evident compuneres nu este comutativi, dar este asociativa.

Compn neres ke fi combinati eu o filo algebrice de adunare gi
inmultire cu stalITﬁ : e . ¥ X

1) dach &\ &, ¥ sint {transformiri liniare pentru care au sens & - &,
o @, 5l FY, atunci ¥ &, Te K,

(kaf L 1B — kol L 1%

2) dacd of, @, ¥ sint transformdri liniare pentra care aun sens of 4 &,
waf si €@, atunci Y &, L€ X,
kst 1B = ke 4199,
Fle # un endomorfiam al lui V. Paterile natarale ale luni 5 s definess

inductiv ¢
NMNad NPy, =, 2,...

unde & este identitaten.

Fie F: U =+ ¥ o transformare liniard bifectivd (imversabild), Inversa
F-1: F = U7 este tot o transformare liniard. In plus dacd 5 : U = ¥ s
F:F = W sint transformiri lindare bijective; atunci FoF ;00— W
este o transformare liniard bijectivid gi (# 0 F)™1 = F-1o5771,

0O transformare liniard bijectivd se numesto izemorfism de spatii vecto-
riale (vezi Cap. 2 §5).

22, Nueleu =i imagine
Fie ¥ gi W doud spagii vectoriale peste cimpul K, iar 7 :¥ - W o
transformare liniard.
2.1. Definigie (fig. 1). Mulfimea
Eer(Ff) = [zzaV, Fiz)= 0} c ¥

go nwmerle nucleul Tui 5,
Mulfimea Im(F) = F(¥) = W s¢ numepte imagines lwi ¥ prin .

2.2, Teoremi. Fie 5 e 2#(V, W).
1) Muelenl Iui 5 ezts un gobspatin veetorial al lui V.
2) Imaginea Ini ¥ prin & este un subspafin vectorial al Ini TF
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Demonsiraic. 1) Fie z, y € Ker#, adic (x) = 0, F{y) = 0. Liniari
taten lui 7 implics F(kz +ly) = 0, Y k, (€ K, si deci kz -+ Iy € Ker(F),
Yk le K.

2) Temd !

Ezemple  Peatrn 5 i [RE¥= [RY Fiz, S =mpsp 54+ 5 glalm - KenF )=
w {{Zs FbE [RE{0 T Ty F Do 0,0, 05 {00, 03] Il )= [{i Py 0IE [RYT (25 220E R

(%0 Tm Ty + B = (P Up ) = {(Fy B F)€ RYps + 8= F). 5S¢ chiervd ol F  eale
injeelivi. dar no este surieetivi.

2.3 Teoremi. Dach F :FV = W este o trapsformare liniard, atunci
urmitoarele afirmagii sint echivalente.

(1) & ‘este injectivi.

(2) F:¥F = F(V) este inversabild.

(3) Ker(F) = [0},

Dgmonstratie, Echivalenta dintre (1) 51 (2) este evidemtd., De aceea
este suficient sd dovedim ¢& (1) este echivalentd cu (3).

Fie Ker(5 ) = {0]. Ipoteza F(r) = F(y) impreund cu liniaritates lui
F implicd' Filzx—y) =0, 2dicd o —ye Eer{F) Astle]l o —y =,
adichh o = ¥ s deci 5 este injectivi,

Presupunem of 5 este injectivil. Aceastd ipotezd Impreundt cu pro-
prietaten generalfi F(0) = 0 implich Ker(5) = {0}.

24, Teoremd. Dacdl F este finit dimensional, atunei gi spatiul vectorial
Imi{F ) este fmit dimensional gi

dim FKer{ F) 4 dim Im(F) = dimV.

Dimensinnes pucleului lui & se pumeste defectul Ini 5, iar dimensinnea
imaginii lui ¥ prin & se numegte rangul lui 5.

Demonstrafie. Fie 8 = dim ¥V g p = dim Eer{F). Caml p = 0 este
lazat pentrn eititor. Dacd p > 1, alegem o bazi {a, ..., Bps €415 - - -3 O}
in ¥ astfel inecit {&, ..., &, &0 fie o bazd in Ber(F). Fentiu nnl:ay e Im(5)

existi un « = Yoo € F astfel incit y = F(x) -F[Eﬂ'ﬂf-l) ;g;,!h}.:
LT | W]

= Lot F (fgur) + ... + 2,5(¢,), decarece Fig)= l:r, iwy
Rezultd i Filepiq)s - .-y F(e.) genereard pe Imi{F ). Bi aritﬂm 0 nreg—ti
vectori sint liniar inﬂppendoutl din ko Flegal4 ... +EFle,) =0
QRSN T (Rparlpey 4 oo o & Kyty) = 0, CHE Kpyspes 4 ... 4 Koty & KeX( )
B Ky ynfpinyt oo = Kota = Ryy -« vt-k..e,, ﬁninr independenta_ bazel
ﬂml-’m:p].mik,-:...:.k, l:"t=...=

In concluzie spatiul vectorial Tmi{S na.te I'um dimensicnal i
dimIm{F) = dim V¥V — dim Eer{F}.

Ezemple. 1) Pentru endomorfismul J @ [R"= [R?* delinbl prin Fiz)e(z & 55 4 5, 5, +
d Iy Iy Xy b B E Hh &= (2, 35 &) avem Ken I} {15 {x) = 0]. Din F{I'_I':'- 0 abfkneen
shstemul 2, 4 24 + e, 2 4 2y b By, 2 x4 gm0 ocore se reduce M ecunpn
Zy ok Xy b 3y = D cota o2 arall el sistemul este cublu pedelerminat 8 oare solupla
Xy, Ty, Ty = — T ==y [ concluzlo oflce veclor £E Ken{d Jare formis X m (£, Ty =5y =i, ] =
w2y, 0 —1) & Tyl 1, —1) Vectoril &) = (1,0, —1} 9 & = (0, 1, —1} sint laolar indepen-
demil §l generenzl pe Ker{F ) afa tncit el formeazi o bazd In Ker{ ), Deel dim Ker{# ) = 2,
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D definkti subipatialul Imi{ 5 ) conchldem ed orice veclor din ImF jare eoardosalcbe chale
asa Inclt oriee dod vectorl din aceastd mulibme sind Linksr dependentl. Decl dim Im{ 5 ) = 1. BEvi-
dent dim I F ) = dim [R? =~ dim Ker{ ) = 3 —2 = 1,

2) Fle ¥ spatiul vectarial ol tuturar fusetiilor reale comtinee pe [ 8] § cadomerTismu

)

T2V = ¥ delinit prin g = ) unde gz) -S:{J]m{:-—nd:. TE [o &) S& determingm

L]
[
Haer( 5 ) Anume eondlbia F(=) ~= 0 implich gz) = 0 adicd Sﬁ:u cih (2 — (il = 0 W EE [, 4]

Orl aceastd copdijle csle cchivalenldi eu {Sr{u cok uu]m: is (Sﬂ:r} sl MH] ain & = 0,
4 . 5
W z€ [0, 8] ceea co [nseammi ed Sf{r}m!d! w [, i{{ﬂllnfl:l.r-- o,

i a
Deecl Hur{.f] conline accle lanelkl F cafe 8ol oflogomiale [uncliilof coi $8 sin.

2.5 Teoremi. Presupunem cd 5 : F - W este o tronsformare liniacd,
iar dim F = ». Atnnei armiitoarele afirmafii sint cchivalente,

(1) & este injectivi,

12) Dach &, ..., V sint vectori limiar independenti, atunci gi
Flay)y ooy Fieg)e F(V) = W osint vectori lindar independenti.

(3} dim F(F) = n.

(4) Dacd {#, ..., 4} este o bazd pentru ¥V, atunci {F(e), ..., F(e,)}
este o bazd pentru F(V)

Demonstrafie. Cea mai simpld justificare este dovedirea implicagiilor
{1} == {2} = () = {4) = (1].

Admitem ¢d & este injectivi, iar &, ..., e, € ¥ sint vectori liniar inde-
pendenti. Helatia i.'! Fley) + .. FEFe,) =0 implich Fke 4 ...
ves Phpr) =0, adied ke, 4 ... ke € Ker(F) = {0}, Deci ke, 4-

e :—.i-,:, =0 gi prin urmare & == ... = &, = 0, Astfel (1) = (2).

Duned (2) este adeviiratd ¥ p g n, dar e, ..., 6] este o bazll In ¥,
atunel vectorii F(e), ..., F(e,) sint liniar independenti. De acees
dim F(¥F) 2 0. Pe de altd parte teorema 24 aratd ed dim F(F) < n.
Rimine cfi dim F(F) = n, adicd (2) = (3).

Fie (3) si {&y ..., 8} 0 baz® in V. Pentmm orice ye F(¥F) existd

z=% ae €V astlel Incit y =5(z)= E . F (&) De aceen [ F(e), ...
N (1]
ey Fleg)) gencreazd pe FiF) Aceasta impreund cn dim F(V) = n
implica faptoled {F(a) ..., Fle.)} esto 0 bazd o Iui F(V). Deci (3) = (4).
Dacd (4) este adevirntd, stuncd Fio) =0 implich 2 =0 g desi
Ker{J) = [0}, adicll (4) = (1).

2.6. Teoremi. O transformare liniard injectivil & : ¥,— W, eate bijectivi.

Demonstrafie. Presupunem of 5 este injectivi, adied Ker(JF) = iﬂ}
Relatiile dim Ker(#) =0, dim ¥V = dim Ker(F) - dim Im(5) implics
dim Imi 5 ) = n. Aceasta imprennd en Im{F ) = W, implich Im{F) = W,
adicd 7 este gl surjectivi.

42



Exemple. 1} Transformaren Unlard 57 : [B?— [R® definftil prin F(2) = [z, 4 33— 2ay, 7
£y — B}, £ oo {2y, 25, £)E Y esto bijectivi, Tutr-adeviie 5 fiind un endomosliom esbe suficlent
& ardtim o esle lnfectlv, THn F(x) = 0 rezeiti slstemul Halar § smogen £y = £y = 21, = 0,
Ty = 0, #; — &y = 0 care admite numal solugia banalll &), = z; = xy = 0 In concluale Ker & =
e= (0. Peniru a determing trandformaren inversd notdm F (=) = g, unde g = (1, § 50 RS
Ohylaem sstenml Nalar 2, 4 2y — 20, =y, £y o= 1, 2= 2y = 5, o0 solun 5 &= gy—n &+
+ Iy Ty = Py Ty = Py — o+ Ty Dol F Y a1) = (13— 5 + B3y, X H—H o+ )

2) Endomorlismal F 1 F=1" cs proprictate o F 2= - o= cstt inversabil. fstradevir
daelt Fix,) = Fir) 2, 18 Vovem @ 5Nz} = FYxg) ol atunel, din FNe )} —F [z )L+ 2=
o T ) — Tz 4 2y O, repulld £y = 25 deel 57 csbe infectiv,

Motind £ p=3(g) rezalti F(x) = F () — F g} Din conditha I — F 4 J = favem
e =g ggn Imelt g ()~ F ok Cele doud epulitiyl Impllcd g= (=) adich F(T)=F,
eeen oe Inteamnd el 5 esle surfectiv, Cum 5 esbe infectiv sl surfectiv rezulld o 5 esbo bijectiv.

&3 Mutricen unei tronsformari linfare

Fie V, g1 W, doni spatii vectoriale finit dimensionale peste cimpul
gl F:V, - W, o transformare liniard.

3.1. Teoremii. Daci (e, £5,. .. .0.] este o bazi alui ¥, iar {wy, w0y, .. 00,}
este o bazd a lui W, atunei l.'-IJ‘.Etﬁ. o matriee 3 numal una. T [t”] do

tipul m ¢ » astfel ineit F(e) = i}:‘, t105 In plus, dach o = ‘}'_', £ are ima-

ginea F(r) = ‘E Yo, atunci y; = ‘E Ty 4= 1,8, .00 ¥
F=t
Holind X = 5_ Fa v Ty ¥ = [0 e .- o5 ¥a] objinem zerieren
matriceali T = .i' f 11.1i x.

Dewmonafragie, Teorema 1.4 aratdl of F este unic determinat® de valorile
Fe) e W,. Pe de altd parte fiecdrud vector 5(g,), j = fixat, i se atageazi
coordonatele sale (fy, fy), ..., fey) In Taport cu baza {wy, w0y, ..., 0.

Deci F(e) = 3 ity 5 = 1,2, ..., n, matricea T = [f,] ale clirei coloane

LI |
au drept elemente coordonatele vectorilor  Fie), Fieg), ..., Fle) In
raport cu bmm {10y Way .00, 10y} flind unic determinatd.

Fie E—E.Tf;!l‘r Rezultd :TII':::}_Emf’ie,}—p.ﬁ,{;hm.)

= =

= E [)E t.,::r;] ;. Tinind seama de F(2) = E Hey, Eisim g, = E tym,

L =i

tem Ll aa ey Ml
T ze numeste maliices aseciald transformirii linlare 5 in raport cu
perechen de baze considerate. Vom scrie T = m{ ),

Exemple. Fic & : Vy=+¥y cndomaorfismol definit prin 5 (0} = pxa, afizxat (vezl Gepmelrix
analitich). Ne propunem s& determinim o bazd In ¥y dntd de care matricen lul 5 ad e de
forma



Penlra accasta consldorim bazs farmatd din vectoril g = q ,,E I F ), e .,,-.-lt =g Penumes
rotind, obfinem baza formati de vectosil r1 - fo= 7w fa= 7 In care Fih)= Fir,) =
- n,_:l{n'-n'}l:u-l:l-':l I'|_+ o- f|+|} f;-: .f_l:ﬂ] fﬁj-qﬁi—mrﬁu}ﬂn = g{dy egll =
= ey, @) = —:u.&}q-—luw.nﬂ r1+1} r.~—|ui'r, decarcce e lm(F)  implic
(@t =0T TE) = pgxam im0, 1-fy40-f, Avind In veders
definitia matricel unul endomorfism intr-o bazd reoulth e baea clutatd este {f, fo FL

Fie £V, W) multimea futuror transformdrilor liniare de la WV, Ia
W, 51 &5 0) multimes tubaror matricelor de fipul m 2a oo elements
din . Functis m : 2(V,, W) — . (D) definitd prin #— T (in raport
cu baze fixate in ¥, respectiv W) este un izomorfiam de spagii vectoriale,
De aceea spafinl vectorial 2(F,, W,) are dimensiunea mn,

Izomaorfismul m are proprietdfile :

1} m{ #F) = m{ Fm{F); dock &5 are gens;

2) & ¥, =+ F,; este inversabild daci gi numai dacd m( &) eate inver-
sabili 5i m(¥1) = (m{ F))" L

Fie ¥, un spafin vectorial s-dimensional peste clmpul 0 51 7 : ¥, = ¥,
o transformare liniard (endomorfism), Fixind baze diferite in Vg, lni &
i so asociazid matrice pitratice diferite.

3.2. Teoremi. Matricele A g B, pitratice de ordinul n, cu clemente
din K, reprezintd aceeasi transformare liniard 5 : ¥V, - V, dacd 3i numai
dach existd o matrtice nesingulard O astel incit B = O-LAC. Matrices ©
este de fapt matrices de trecers de la baza veche la baza mowsd.

Demonsirajie. Fie [e, eq .- o0} 8 {6}, 60 ..oy oa} doud baze in ¥,
iar t’: [ey] matrices de trecere de la prlm.; bazd la o doos, adicd

z 08t = 1,2, ..., n. Fie § : ¥, = ¥V, o transformare liniari. Notim

=l

m..-.'l = [a,] matrices atagatd lni F in raport en prima bazd, adicd F(8) =
=Y oty F=1,2,...,m gi cu B == [b,] matricea atasatid lui. & in

L]
raport ou a dona bazd, adicd F{g)= T‘ bty 1= 1,2, ...,n. Relajifla

i~ g~ g { o) (Fo) o 77§ 10)-

L

=N opFe) = % ¢ iy Bty | & Dplied bugdryy =
Forta = Gl §on) - § (o) i S
-‘Enn-:r, san altfel soris OB = AC, Remultdh B = 0-'AQ. Cu acestea

= B
teorema devine evidentd,

Esemgpla, Fle 5y, 5, [Rt-=+ R doud endamordlsme deflnile prin 7 g)={2;, T5 2, 2,;) res-
pecthy FglEi={z, + 33+ 5 + 7 0 0 0 s={r, oy 7p )€ [BY 54 se determine matricen
sumed 5= 5y F g I raport cu baza determinati de veetorll f= (8, =1, %, 3} fi = (& 1, 1,00,
!'. = (3 =2 0,00 f= (4,000

Decatece J(x) m (5 + TN = (2; + 25 + 25 + 25, T 7y, 25h rezultl o pentre baza
caponlbel ep= (1, O, 0, 0, ey= (0, 1, O, 0), ey= (0, O, 1, 0, eg= (0, 0. 0, 1}a loi [BLavem F e )=
w1 00 ) Tl e (15,0, 0, Fig)= (1,0, 1,0 g Fig)= (50005 Mt lul
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A= ) 5y In opeeastl bard este

L]

o

o

i}

1

o

i

a0

0

| 1

%l avimd fn vedere ed matricea de trecere e ln baza canonicd In Baza formatd de vectorll [,
dow 1,2 % 4 cale

1 2 3 4
=1 ¥ = 0
7
3 1 o 0
3 0 ¢ 0

sesultd cff malrices lal F = _ﬁ"’. e _?'. In Baza formetl de wectoril [ eale

s 2@ 1 4 |
i3 —13 —3 —8p
Be MWE = j
1 =1 =g -3
1@ W oup

La aeclayl roraliat se ajunge dacd serleen mabrieete Ty gl Tyale ul 97 8 F e

Matricele A, Be & . (0K) se numesc asemenca docd existi o matrice
nesingulard O € o (K] astie]l incit B = 140, Aseminaren matricolor
este o relatie de echivalenid pe .#,. (K}, fiecare clasd de echivalenfd
corespunzind la up endomorfism & al lui ¥,

1) Dwoareca © este nesingmlard, matricele B si A an ascelagi rang;
acest numdr este de fapt rangul endomorfismulud 5

2) Deoarece  det B = det (0~3A0) = (det C-Y)(det A)det 0) = det A,
toate matricele dintro elasd de echivalentdd an acelasi determinamnt.
Aceastd obsarvatie permite s definim determinaniul woni endomorfism sl lui
¥, ca fiind determinantul matricei asociate in raport cu o bazd fixatd.

£ 4. Endomorfisme partienlure

Fie ¥ un apatin vectorial peste cimpul 51 28V, ¥) maliimes tuturor
andomorfismelor Ini V. Mulfimes 5(F, ¥) oste (1) un spatin  vectorial
peste cimpul K in raport co adonsres endomorfismelor st en inmulfives
dintre un scalar 51 un endomaorfiam, (2) un inel in raport on adunares endo-
morfismelor 8 en produsel (compunersa) endomorfismelor.

4.1, Definifie. Fie V un spativ veclorial peste cimpul K. Endomorfismul
F ¥V =V se nairnesle
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1) ottemorfism docd este bijectie:

2) proicciie dacd F? e F;

3) involufie san structurd produs dacd F* = J, unde J este iransformarea
identilale ;

47 stricfurd complexd daod F2 = —J;

a) endomarfizm nilpotent de fndice p dacd FP =@, wnde p == 2,3, .. .,
tar & eale Jmusfﬂnﬂarm sero. Un endonvorfism wilpetead de ondiee 2 20 de
rang wmarive posibil ¢ mai pumeste sieteiurd fangenld.

Submulfimes Ini 2V, ¥} ale eirel elemente sinl automoerfizmele Ini
F eate notatd oo (V) Aceastd submnliime o este nn subspain vee-
torial al spatinlui vectorial (¥, ¥) deoarece suma o dond automorfisie
poate si nu fie un antomorfism. In schimb #(F) esle un grup in raport
i produzul jcompuneren) sutomorfismelor, Gropul #2(F) se nuneste
gripul Haiar general.

Esempin. Dacy 7 - V =T, ore propeletntea o #%= F—2 atunei F eite un sulomorfism,
Intr-adevir fle A = [o, ] malrice asoclatiul 5 o raport o0 o bazh din V. Belajls 75 %

+ & = @ esle echivalentd cu egalliates eatriceald —A% f A = [ = @ zan A{l — 4] =
o= — A = F eeen oo aratd ol F— A eate Inversn luf A af decl 5 cite un nutomarfism.

22, Teoremdi. Dacd F : V=V esle o projectie, atunei
¥ = Ker{F) & Im{F).

Demonsiratic. Fie ve ¥V, Firje Im{F)} 5i w=v¢ — F(e)a V. Rozulli
Fiw) = Flvo — Fir)) = F(t) — Fiv)= 0, adich @ Ker{F) Doct
¥ = Ker{ #) + Imi #F).

8 aritim i Ker(F)nIm{#) = {0}: fie ue Ker{#)nIm(F).
Apartencnta u € Im{#) implicd existenia lui € ¥ astfel incit w = F(r);
apartenenta u € Ker(#F) implich 0 = Fiu) = F[(F(v)) = Fr) =n.

Depumires de profectic provine din interpretarea geometricd a relatied
V = Ker{ #) @& Im(F); fiind dat v e ¥V, existd un singur vector w € Ker( #)
gi un singur veetor we Im{#F) astfel incit ¢ = & 4w, unde Flw) =0
5l F{u) = u, Geometric, # proiecteazd (fig. 2) vectorul v& ¥ pe subapa-
tiul Im{ #) de-a langul subspatielul Ker{ #).

Dacd # este o proiectie, atunct §i & — F este o profectie. in plus se poate
arita ch
V=Ker{Jd—F)@Im(Jd—F), Ker(d—F)=1Im|F}), Im(J — F) = EKer{F).
Din acesten se observii el restrictia Jui # la Im(#) este identitates pe
Im{ #), iar restrictia Ini & — # la Ker(#) este identitatea pe Ker(#).

Espmphe Fla F: V= ¥ on endomorllsm pe V. 84
ardtém ci endomorflsmol )y = 2F = T este o Involulle
dacil H pumal dacd F este o prolectie. Daed F osle o pralec-

tle, atunel F1 = F. Remplly FJ = 4F¥—4F + J=’J
ceca o8 Inseamnd of 5 este o Invelajle. Reelproe, retatla

Flm J implici F4= :-.F?+%.;F1+E-:;? --:T{.F.{-;n-i"

3i decl 5 este o profecile.
Teorgima 4.2 s0 gencralizenzd In Ielul ormdtor.




&3 Teoremd. Dacdk F:¥V =V, i=1,2,...,p sint prolectll en
r ) 3 . .
proprietifile F,.F, = @ pentrn i # § &l E F, = J, atunci

d=l
V=In(#F)d...®In#F,).
4.4 Teoremi. Un spagin vectorial finit dimensional ¥ admite o stroc-
turi complexd dac §i mumai daclk dimensiunea sa este pard.

Demonslrafie. Presupunem dimV =n =2m. Fie [&,85, ...y €as

ugn o ooy fam) 0 bazd o lui V. Definim o transformare liniard # prin
f[lﬂl = Pupdy F | lmii] = =8 1 =1,2,. g W,

Avem Flp )= —8,;, 2=1,2,...,8 8 deci F* = —J, adici F ezte o

gtrocturd complexi,

Reciproe, fie & o strueturd complexd pe V. Dacii eim un vector
nenul xy din V, atunci se poate ardta o vectorii =, #(z,) sint liniar inde-
pendenti. De agemends, nind din ¥ an alt veetor #, ¢u proprietates od
oy, ¥y, Fxy) sint liniar independenti, deduweom ngor of vectorii my, o,
F (&), Flx,) sint liniar independenti. Continuind acest proceden oblinem
0 baszd a lui F eare contine un nwmdr par de vector, adie dim ¥V = # =
= 2,

Obaerpafie, Matricen ninsatd struclurli complexe 3 : 'I"’_“—lr'l-"'l_l In raport ¢o bam [;..-- e
Fizhe . Flz,)) eate

0 =,
)

4.5, Teoremd. Dacl e #(F, V) este un endomorfism nilpotent de
indice p si x,€ ¥V, o, # 0 asa incit F/'(x,) o 0, atunci veectorii =,
Flazgly o ooy FPHay) sint liniar independenti,

ol
Demonstrafie. Fie combinatia lininrd Y i) =0,keK,i=0;1,...
1=l

«aey o — 1 8i fie J primul indice pentru care & ar fi nenul. Atunci impfr.
=% -1
tind prin &, oblinem () FYx,) = ?.:, L5 (x,) = .eriﬂ( PE :*5"-1-1{#“}]=.
i

Ao i ] =]

=l .
= Fy) unde am notat y = F, LF Y wy) ior |, = :—'. i=f 41y u.
el :
i P — L 'I
Luind j=p—1, avem F?Yx,) = FrYFlg,)) = Fe-i-4{Fi4y)) =
= F¥y) = 0, deodrece prin ipotezd & este un endomorfizm mlpotent de
indice p. Ori F#=Yg,)=0 contrazice alegerea ni o, Reeultd kb, =k =. ..
am 2 'I;'.I-'—I f— D.
Odsereafif, 1) O altd demsonstraibe pentre teorema 4.5 este dotd In [48) Cap- 1, § 3, pro-
blema 8,
) &e peate aritn ol dacd L{S)ste acoperirea linlard & muliimll S (25, F(gL. .. F 7Yz,
atuncl exivh un subapatin U = V, invorlant fafd de 57, ax incll ¥ = 7 B LiS).
A6, Teorema. Doed 5 ¥V, == ¥, este un endomorfism, atunci exiati
doudi subspatii vectoriale U, WV, invariante fatd de #, asa ineit
1] F- = U 3 W,
2 restrictin 507 exle nilpolentd,
3} restrictia /W este inversabild, dach W # 35'2
Demonsirafie. Fie Ny = Ker(#') 8i Ry= Im({F%), ke M. 8¢ poate ardita
ol N si R. sint subapngii invariante fagd de F §i of existdh un ps N,
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minim, asa ineit _i".. Ny .. e Ng=Nypy=... i B, >
o, = Ry, = Inn' =adevir doch x€ R siye r,mmeu:!fm_

atunci ..';'"{s} d"":.‘-"'-[y}JE By wdich F(R)) = Re. Analog F(N:

‘-‘rl'-]. = t

in continuare s aritim cff dacd Nym N, ,,, rezultd N,=N,,,, ¥V ge N
Intr-adeviir, dach xe N, rezultd F7*%z) = 0 san T '{5’-—’@}} = 0 gi
ipotesa h,ui‘h’,ﬂ implich (5% 2))=0 s F**9=Y 3| 0, Continuind
procedeul obfinem F%(x) = 0, ceea ce inseanii ci xe N, ; deci Ny, =N,
Aceasta impreunid cu N, N, implich N, =N, .. énn:lug &8 dﬂ'ﬁ"ﬂ']eﬂﬁ
pentru R,. Rezultd Uﬂ:"i’ i W=R

24 mﬁt-ﬁm el F.—Hl@ll-’ lhmrm: dim Fye= dim Ny+dim R, ri-
mine &4 dovedim ¢ Un W = [0}, Intr-adevir, daed seln W, reultis
gelU sl weW, adicd FHa)=0 gi r=F7y); deci FPy)=0 sl cum
Nyy=Ny =N, rezultdh FMy)= ceen ce implick #=0,

54 dovedim in continuare o 5 (U7 este nilpotent de indice p, iar
W este inversabil. Decarece F’[N =‘]§}} rﬂau{m ch (U7 este nilpo-
tent de indice p, Apartencnfa rg arem TRy} dmma WM,
EBelatia F{z)=0 implich F(F%y))=0 sau FP Y y) =0, ndicik F?*(y)=0 gi
deci z=0. Hegultd Ker (5 W)={0}, adicid F /W este inversabil.

Exemple. 1) Endomerfismul D: [R1X] = [R.X] definit prin Dip) = g, unde p* esle derke
vata lul p, este un endomoriiam nilpetent de indice n 4 1. Intr-adeviir, p fiind un pollnom

de grad cel mult n, deebvata de ordlpul o 4+ 1 este Bentbe nuld,
2} Erdomorflsmul § : [R* — [R# delinit prip matrice

1 1 -1

Am)] =8 =3 3

=2 =3 2
cale un cpdomorfism pillpotent de indice 2. Intr-ndevir se copstald o AY w0,

$3. Transforméri liniare pe spafii cuelidiene

Fie ¥V i W doud spatii vectoriale complexe gi cuclidiene al cirmor
produs gcalar il notdm In fel, Fie : V=W o transformare liniari.
5.1 Definifia, Transformarea liniard J7* WV definitd prin {z, Ty} =
=(F*ny), Y xeW, ¥ ye V & numeste adjuncta lus 5.
TUn endumnrﬂsm F e & (F, F) se numeste
1) hermvigian dacd 5 = F*,

2) anlihermiltan docd 5 == —F%,

5.2 Teoremi. Endomorfismul & e #(V, ¥) este hermitian dacd si
mumai dacd produsul scalar (2. Fa) esle real Yze V.

Demonstrafie. Daeld F = 5%, atunci (@, F2) = (Fx, 2) = {:n,_:;l'_
(bara insesmnd conineatnl mmpln']n Deci (x, Fx) este real ¥V xe
Reciproc, dacd {z, &) este real, atuncl (5, F3) = (z, &) = (F "0, &) =
= (@, F*x).

Agadar, (o, (F — T*)a) =0, Voe ¥ §i deci 5 = &+,

Ezempla. Fie 5 0 (L= dedlplt prin F(z) = (3; + |55 —Iz; 4 35), & = (35 Tk Avem
(Fm )= (2 4 I5dn + (— 18y + Say = (5 F + a5 — sy + (o0 = 5 4 15T +
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+{izzy) 4 | 25 care ate real (decarece 3 -+ 2€ [R, dacd 1€ ). Astfel 5 este un endomerlsm
hermiting.

dab. Teoremii. Fie 5, & e 2V, V) hermitieni si ke R. Atunei

1} kF -4 & este hermitian

2} daed 5 este inversabil, atunci &i 51 eate hermitian

3} F & eato hermitian == FF = 7.

Lremonstrafie, 1) este evidentd avind in vedere ¢ (F -+ F)* = F* 4
9% gf (EF)* we R, 2) rezulti din (FY)* = (F)"l g1, 3) F
hermitian implicd (5 #)* = F 7. Dar (F &) = F*T* = T deoarece
F gi & gint hermitieni. Deel 5 5 = 5 5. Reciproea eate evidentd.

b4 Definifie. O {ransformare liniard & :V = W s¢ numegle unifard
daed pastréazd produsul scalar, adicd (Fg, Fy) = (o, ¥). Yo, ye F.

B Teoremd. Transformarea lindard & : V == W este unitard dacd s
numasi dacd || Fz|| = |lzl, ¥ 2e F.

Demongtragie. Daclh F este unitard, atuned (F e, Fy)=(r, ¥, ¥ 2, ve ¥V
in particular pentru y=g avem (F o, F2) =z, x), sdicd |Fx|* =
= ||| §i deci |F x| = ||z]. Reciproc dacd [|[Fz] = ||zl ¥ € ¥, atunci

folosind  egalitaten (z, y) = —i—[llr +yfF—lle — yI* + il + igl* —

— iz —iyl’] avem (Fz, Fy)m= —1-[“-‘-‘-"’{& + 5l — [[Fl=z — 9)* +
+ 1 F (2 + i)B — iz — i)[?) = (7, ¥). Decl  este unitars.

Obserpafie, Conditla (F =z, Fy) = (z, pheste echivalentd en FF* =F°F =7 ; decl patem
spinie e J este unitar dack 9l nomal dach FF Y = FOT =

5.6. Teoremit. Orice transformare unitard & : ¥V — W este injectivi.

Demonstrafie. Dacl  este unitard atunel [Fz] = [z]. Deci (F2, Fx) =
= {z, 2} & dacdk Fx e O rezultd (Fzo, Fa) = 0 adich (2, 9) =0 care
implicd ¢ = 0. Rezolth Ker & = [0} gi deci & este injoctivi.

Presupunem i ¥V §i W sint n-dimensionale g ¢ in ficcare s-a fixat o
bazii ortonormati. Transformérii liniare & : ¥V = Wi se atageazd matricea
T. Matricea T* ='T atagatd lni 5* se numeste odjuncla matricai T.

Dacd T = 'T, atunci matrices pitratich T se numegte hermilicd
iar dacd T = —*F, atunci matrices pdtraticd T ge numeste antihermilic,
0 matrice patraticR I eu proprietaten TT* = I, unde [ este matrices
unitate;, 2¢ numeste matrice wmilard,

5.7. Teoremi. Un endomorfism 5 : ¥, =V, este hermitian dacd gi
numai dacd matrices lui intr-o bazi ortonormatdl este hermitied.

Demonstrafie. Fie {¢, ..., ¢} = ¥V, baza ortonormati fald de care
matricea Ini & este T = [t,]. Fie & hermitian. Din 5¢; = ¥, e prin
L

inmulfire scalar® eu ¢, objinem (Fe, &) = i fugles, &) = By §i analog
A=l

I:f*eh E'-lj = -hj- Ilﬂ.l‘ I:F'E_“ f:] = {-ﬂ'j:. F‘ﬂ'ﬂ = ":.'?-E'I" Ejj =z Eil' nﬁﬂl l"' = I-|

gi cum F* = F rezultdl f; = f; ndich T = *T, Reciproe dacd '.‘!"I i“

avem (&, 5 )= {ri,‘lmﬂn i 3#"-'-1] =‘\;! EAR T 5'51}=‘§:;1 |2y |’(¢.-- L:imt)=

=i ]
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= i i 12 [Hedey, €:) = E.: i; [y Ml ty 22} = Ji]. |2y [%y = (%, Tax) adicit

f=1 ki f=1 k=1
{x,Fx)e R s deci F esle hermitian.

Condifin ea baza si fie ortonormatd este esentiald g vom ilustra acest
lnera prin exemplul urmitor.

—1
Exempla. Fle 5 : [RB*-+ [R* delinit prin matrice al-[

bl g 1
23] za fp = (1,0,

Fag = {1, 1) Deoarece i = [_1 =]qii.ﬂ. matricea A nua esbe hermliled o torust 5 eile
o 3
hermitian. 54 gisim matricea lul 3 0 baza canonled o lal [R% &= (1, 0), &5 = (0, 1} care ele

1
o bazl ortooormald, Avem [y =6, =& + 6 Doel C= e l] eile matrlcea de
I

trecere aga Inelt mambrbesn lul 5 in bars canonbod, pe care o notim prin 3, exte 0 o CT9AC =
_[1. ::| -
£ 1

Obserpafie, Un endomoriiem F ¢ 'I'---r 'I'. eale unbtar dach o pumal daed matrices 1ul In
raport cu o bazd ortomornmti o spalloful este unitnni.

Evemplu. Esndamarfismul 5 : =+ L¥ definit prin F(z)=(%; cod 5—3Fy sin &, T, sin a +
+ Fgema ) Fm (& I GE [ Z=] edte un endomorlism  wnitor demarccs lmairicea lul
F In lmz canonlcd  ortenermatd ey = (1, 0) gy = (0,1} ecate onltard.  Inte-adevie
r-[ﬂﬂc -:qu]. i o0 llrln] al dicl TT"-—[l u]_;_

wlm & COoE o —iin @ cosx o 1

In continuare prezupunem ol ¥ gi W sint doud spatii vectoriale
reale i enclidiens al cfiror produs scalar il notdm la fel. Fie 7 :F-W
o transformare linjard,

5.8. Definigie.  Transformarea liniard 5* W =V definitd  prin
(o, Fy) e ( Ty, 2), YzeW, YyeV z¢ numeple ifranspusa fui F.

Endomorfizmul & e ZV, V) 2e numegts:

1) simedrie docgd F = &

2) antizimalric dasd F = —F*®,

5.9. Definigie. Tranaformarea liniard F 17 —» W a8 numegle orfogonald
dacd pdstreazd produsul sealar, adied (Fx, Fy) = (=, ¥), ¥ 2,y e F achiva-
lentd cie condifia ca |5 2] = ||z, Yo V.

Dacdi admitem ¥ si W finit dimensionale 8] off in ficcare s-a fixat o bazi
ortonormatd atunei transformirii F :F - W i se ataseazd matricea T
inr lul #* matricea * T, Unui endomorfism simetrie i corezpunde o mantries
simetricd, iar nomi endomorfism antisimetric i corespunde o matrice antisi-
metricd, Unui endomorfism ortogonal §i corespunde o matrice ortogonali.

Obgereafie. Tmnsformarile simetriee respectly antisimetrice ou proprictatl analeage propricti-
tilor iranalormirilor hermitiene respectiv antibermiticns. Transformirle orfogonale au proprie-
L analeage proprietiiilor transformdrilor unitare.

g b [rometrii
Fie ¥ un zpafin vectorial emclidian real. Translormdarile ortogonale {Ju
¥ an proprictafile : pistreazfi distanfa euclidiand §i an drept punct fix

origines.
54 introducem acum o alld funclie pe ¥ care plstreazli distanta encli-

diani.
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6.1. Definifie. Functia  :V =V definild prin Fig) = L a, aelV,
a = fixat, se numegte translafia de vector a.

S obzervd of translajis prin O este identitatea pe V.

6.2, Teoremii. 1) Dach & este translatia de vector ay §i &, este trans-
latia de vector ag, atunci F)« = F -5, este translapia de veclor ay -+ a,.

2} Dacd F este translatia de veclor a, atunci 5 -1 existd gi ezte translafin
de vector —a.

Demonsirafie, 1) Fie 57 iranslatia de vector o, §1 &7, translagia de vector
dy. Produsul &, %, este translatia de vector ap-b-a, Analog 5405,
este translatia prin ay <= oy 8 deei F e 5y = Fo0 ),

2) FeF l=-idpaV.

Hezulth ofi produsul defineste pe multimea tuturor translagiilor Ini ¥V
o structurfi de grop comufiativ (grepul translafiilor). Acest grop este izo-
morf en propul aditiv commtativ V.

Gt Teoremd. Tranzlatia pistreazd distanta enclidiand adicd 3(F [z},
Fig)) = iz, y), Yo,y V. _

Demonsiragie. A(T(2), Fly))= g +a) — (z L a)| = |y — 2 =
= diz, ¥}, Yo, yeV.

6.4. Definifie. O funclie surfeclivd F:V =V care pistreard dislania
ettelidiand, adicd d{ F(z), Fly)) = diz, ¥}, Y,y e ¥V, 20 numegle izomelrie.

Transformirile ortogonale si translagiile sint izometrii. De asemenes
se dovedeste nsor off produsul a doudl izometrii este o izometrie.

6.5. Teoremil, 0 izometrie # : 17 —= 1" cu proprietatea F(0) = 0 este
o transformare ortogonali.
Demonsliafie. 534 aritdm ¢d F pistreazd normels :
izl = [lr — 0] = d{0, 2) = 4[F(0), F(z)) = d(0, F(x)) = [[F(z) — 0f =
= [F (=), YreF,
Utilizind acest rezultat putem dovedi ol # piistreazd produsul sealar :

d{ F(x)y, Fiy)) = diz, y) = || F(y) — Fz)| = |y — zj =
= (Fily) — Fir), Fly) — Fiz))=(y — 5, ¥ — x) = (F(z), Fly)) =
= (T, ¥); .
Ramine zi dovedim i orice izometrvie care pistreazd  produsul scalar
este o trapsformare liniard:
(F(x)y Fiy)) = (2, y) = (Fiks), F(y)) = (kr, ¥) = Kz, §) =
= k[ F(z), Fiy)) = (kF(z), Fly)) = (Flkz) — kF(z), Fly)) = 0,
¥ Fy), ¥ ke R. Facem F(y)=F(ke)—kF(x) i rezulti Fke)—LF(x)=0,
adicd #F este omogend.
(Flz 4 y), Flz)) =z + ¥,2) = (2, 2) + (4,2) = (F(x), F(2)) +
4 {Fly), F=)) = (Flz) + Fly), Fi2) = (Fiz +y) — Flz) —
— Fly), Flz)) = 0, ¥YFiz). Dei Flz 4 g) — Fiz) — Fily) = 0,
adied # este aditivi.
6.6, Teoremi. Dacd # este o izometrie, atunei existd o translafie 5
gl 0 transformare ortogonali & astfel incit & = 5 o F,
Dremonstrafie. Fie 7 translatia prin #(0) g1 5! franzlajia prin — #(0).
Functia &1 F este o izometrie care pdstreazd pe 0. Conform teoremed 6.5,
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izometria F e F eate o translurmare ortogonnli &, Deci F~ e F = &
M F o= F o R
p Compuneren defineste pe mulfimes tutaror izometriilor Ini ¥ o structurd
& Zrup.
Presupupem (im ¥ = o, Dacik (e ..., 8 este o bazd ortonormatd
8l & este o transformare ortogonali pe V, atuncl si {@e), ..., #a,)}
At o bazh ortonormat®. Reciproe, dacd in F siot date dood baze orto-

normate, atonci exiztd o singurd transformare ortogonnli eare ne duce
de Ia una Lo alta.

Fig F =5 . & o izometrie pe spatiil s-dimensional ¥. Dacd det & =
= <41, stunci F so numeste comerie posilied, iar docd det® = —1
atuneci # se numeste zomalrie negatiod.

Expmpin. Pascicle Afr. g, £) raporiate In triedrul tridreplunghic Oeyr verllled eciualls
dnmo=st 3P g —0r 4 Mp a1l =0

Ne propunem &4 Psim ecoafin verliieatd de coordonatele (5% ' &) ale xoeslor pancte fald
de triedrul O°xg's” obfinut Ein cel indfial printr-o translafie in punciul I?.'-"ﬁ-.. —1; =&k

Decarece formulele care dan tramslafia sint T = '+ 8, p = ' —1; § = 2 — 2, Inlocuind
In ecuatis datd gisim o & ¥ + dy's"—0 = 0, Ecaailn datd In eount este ecuatk gencrali
@ tinel cusdrice en centru ; puncial @ represiotd contral do slmetrie al caadricsd, Ezuailn cus-
dirigel raporiatd Ia sivtemu] translatat 0 x'p'r s-3 simplifleat decarece aw dispirol termenkiliniarl,
lar termenul liber & ehphtat valoarea gd, —1,—2,) = —f.

& 7. Probleme

1. 54 o corcolese care din foncliile 5 : [R% =+ [R* definlie prin
5 (x) = g, a€ [RY, lxat
Flgimz+a
Fiz) =iz, 3G R
Fix) = (&), Ty 1), T = |3y Tp B
E(%) = (24 T 25)
Tz} = [Ty Ty, Iy + k) &6 B kel
Fix) = (% + B2y — 35y, In, — 7y + 3x, 43, + Txy + 82

tint transformirl liniare.
2. Fio [RglX] spaiivl vectorlal real pl polincamelor de grad & n. 50 s arsle ci foncjia

F:R.1X]— R, [X] definitd prin Fp(z) = piz + 2 — pizh ¥ 2€ [R eile o transformare
lnlard.

3. Fiespafiul vectorial Ve {F: (o B]—[R | P2 L% [ #[hp 38 searate ol primitiva Pi =V

definith prin g = Ffl, cu giz) = S_ﬁ:!}lﬂ' pentre @ & & & b este lindard.

4. Pio spaiille vectosiale Wesif: (o, gh= [ | [ derivabild], W={g: (s, ¥ = [R]} 55 3¢ arals
il derivaia DV — P deflnfti prin g = D{f} = " este o transformare linlard. 54 se determine
Her (I,

&. Pe spatlal wectortal real al fumeiiibor palinomiale de grad oel mult n, notat P, 38 defls

1
mefte Tincth p(g)— S (p(z))= a.'sr.u{t} df, W £ [R. 54 se arate ci F este o transformare
Nalard 5t 4 s0 delermine Her () 8l Im (5)
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£ In R s considerd vecloril = = (2,2, =1}, g = (0, =2 1), = (1,0, 3} 1) 34 = amale
«f exlsid o singurii formb lolard ¢ - m’—r B astlel inclt £z) = — 8, ﬁh‘] s (1, ﬁ!} - i,
2) 54 ee defermine o bazd o sabapafulai Hes ()

7. Flg & : Vy—+ ¥y lumctia definitd prin cgalilaten 5(0) = 2w, @ fizat, 1) Si e ofabe ol
5 eate o trantlormare Tindorf.
2} 54 8o gliseased Ker () 8 Im {5 ) 9 8l 5o arale o Ber () ) I (57 ) = Wy

i, 55 se determine mateloes aszoclald tmansfaremirli lnlare, {n raport cu bam canonked o
epathilial, In cazarile

1} F - [R*— L% Fix) = {ix;. lry lag)

BT My Ky M I T4 = A
i

NI :C— M AT Fiz= [ * #jl

9. In spajiol vectosinl real ol tuturos funcillosr reale flecare dimlee mullimlle (sla = cod =),
{o™ sin 326" coa 32) {1, 1 — 2,1 — x — ¢¥} esle liniarindependents 5l generenzh un subspatin
¥ findt dimepsbonal.

Utlligind mullimile date cu bage pentra T, s fe gleeadicd matticea atajath eperatoralul
de derivare D F = I,

10, 55 g determine matricele translormirilor linfare 57 [R "= [R* In rapart cu bara formats
odin wvectordl fy == (1, & 3y fi= (2, 0 8 5= (1 1;1) cunmcind cd
3 3 0 =1 2 =3 1 =1 3

hm| 3 00 B Hh=|—a 2 | ITa=|3 —3 &

0 oo =3 A = a —1 4
alnt matricele transformiriior respactive In raport cu baza casonled o lul B2
i1. Fie V' um spaliv vectarial real, e eomplexificatul sfu $l 7 : ¥V = ¥ un endomerfism.
Funciia €5 : TV = CF definith prin TH(u, p) = (5w, F o), san alilel scris T35 (0 4 o) =
= JFur < 15w, se numedto camplesilicatad lul 57,
1) B se arate ol TF este o transformare linkard care are proprictiyile

LT = kTF, LE R

TP e F)ym TF 4 T

ST =typty

(T m T =Y, daed 5 este Inversabiii,

I Fie fepeanr,) o bazd a il ¥, st {{e, 0. .. (e, 0] bz corespunzateare din TV, 52
%6 verilice e matlcea T ntagatd lal d"ﬂi" este egnld cu matricea T atasatd lai 5.

12. Fie F: L% ™o transtormare Hnlard. S= numeste represeniares realifa transbormgedl 57,
transformarcs realy B Bps o Bas caee colnelde punctual cu F, unde RS, Bs gt
trecerile in real ake spatilor (" o (L™ Stlind e 57 ([ (L? este tranaformarea lislard definitd
prin F ()=, 15, 2 + 35 §5,), &= (5, 55 &E LY &8 se determine matricea reprezens
tarll reale o luil 5 ls Bazs LI‘., I'p fa} wide fy = (0, §, 1), fi= |:I'.!|, O, i 5= |:|r-u-2. 2.

13. 55 se amate ci tronpsforendrils linksre asecinte matricelor
a7 15 27 1 00

=g —14 21| & Te=|0 1 0

=12 — & =12 LU
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sint prodeciil.
14: Fie V'3 spatiul veclarinl al segmentelor orieniate co ofigines O identificat cu mulfbines
puncielor din plan 30 fie 5 :17y—1"y trantdlermarex lmlard definiti psin IG]-;.. .ﬁ"{“-E

erde Afa) 5 .ﬂ'[;} alnt dowd puncte fixe necollmiare cu N0), FBr CEr vn punet dip plan. 5&
# determine ©F) nstlel Inebl

17 & s fie o profeciic,

2 F sa fie o involutle,
f

1 a
15, 5& s arale ¢4 moldoen A = | g g g | e#¥lo o malrice nilpotentd de ofdingl el

0 0

1& Fle F ([R*—+[R? endomerfismn) ¢are transformd vectorii py — (0,8, 1) p; = (0, 1, 1}
oy e (1,1, 1) In vectori oy = (1, 2, 1], wy = (& U, 2), w0y = (7. —1, 4} 54 se determine matrizen
lal 5%, trapspiian lul 9. in bars erfonarmatll ¢ = (1,0, 0} &5 == (0, 1, 0), &5 = {0, 0, 1)

1—1i 344
eamorlcl o byl (LY Sd searate 8 F = 5 + UF gounde F, F gsint endomorlisme Lermiticar,
=gl O sln B

343 2—H
17. Fle 5 f*=+L*® endomorfismul definit prin malricea T -[ ¥ :I in bazn

I8, Fie & :[R"=+ R* endonsorfisnul definit prin matricen T = 0 1 0 |In

—sinf O cosh
baza canénbed & lul [R¥. 54 se grate cf endemorlismul & este griogonal.

Capitalul £
VALGIR El VECTORI PROFIRLI

g 1. Valori zi vectori proprii

Fie ¥V un spatin vectorial peste eimpnl i (R san €) si o' : F= 1" un
endomorfism pe 1.

1.1. Definifie. Un veclor x € ¥V — [0}, #¢ numeple vector propriv al endo-
morfismului of 1V =V dacd existd he K asa incil o'z = xr. Scalarul
h ge numegle valoaren proprié a lui of corespunsdtoare lui x. Mulfimea
tuturor valorilor proprii ale endomorfigmuluei of poarld aumele de speetrul
fui o,

Ecuatia &2 = kx de definifie a vectorolul proprin  este echivalentsd
e v€ Ker (o — 3J), # #£ 0, unde J este endomorfismul identitate.
Da asemencd 5o observd i dack & este un vector proprinal Ini &, atunei
pentru fiecare & e [ — {0}, vectorul kz este propriu.

L2, Teoremds 1) La un vector proprin al luisf i corespunde o singuri
valoare proprie.
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2) Vectorii proprii coreapunzdtori la valori proprii distinete int liniar
independenti,

3) Mulfimea S(3) = {kzlafe = iz, b valoare proprie, ke K] este un
subapatin vectorial in ¥ durvariant fatd de o, adickd o(8) € 8. Acest
subspatin poate fi finit saan infinit dimensional & se nomeste swbspafind
propriv atasat lni i

Demonsfrafie. 11 ¥ie x un veclor proprin corespunzitor valoidi proprii
Ay ofr = do. Dacd ar exista Ve, 2'#2% astfel inecit &= A1,
atunel dr = A'a. De aicl gisim (ki — Ve = 0 g deci £ = 0, ceea oo cste
absurd.

2) Fie 1, ..., o, vectorii proprii ai lni o corespunzitori la valorile
proprii distinete 3,..., A Procedim prin inductie dupd pe IN. Pentin
p = 1 proprietatea este ovidentd decarece vectorul propriu este diferit
de veetorul nul. Presupunem of proprietates este adeviratd pentrup — 1
vectori. Din ecuafin Ryay - RyFg 4 ... b koo Tpey =+ dpr, = 0 on k€ K,
i=1,13,...,prezultdaf (ke 4. .. kpxy) =0 g1 decl & hye 4. . kphyx, = 0.
Acestea  implicd B3, — 30w 4 o0 4 ko Ry — Al = 0, care,
imprenndt cu ipoteza de inductie, di by = by = ... =k = 0. Rezultd
Ry, = 0, adick i k, = 0.

) Pentru orice x, y€ 8(k), s L, 16 i avem of(ks - ly) = bof(x) -
o laf(y) = kdz + lay = MEkx + ly); dei kx - Iye S(3). Rezulti
A(E(0) = 8.

Exempla. Fig 1¥ = [f: [~ 1]— R f€ =} spativ]l lunclilor de clnsd L™ pe [—1.1].
Endomarflsmul 5 1 =V, S = [[#2 — 102, ¥ £ [—1, 1} 42 anmesle opermiornl
Styprm-Tiseioi[le. S8 ardtim el .'-'.'-lrhl.n < 1), m€ [N zint valerile propril Bar veclorii = I*.{:} =

- SR [(x*—1)"]. ne [N sint vectorl propril. Aname docl notim L lmi=(E—1)" nvem

nl2% 4z
egalitates evidentd (z? —1}]‘;{” L] Irlr.l;l:t;. Deriviad de n 4+ 1 arl aenbil membri, wtiliziad
Tarmsils Leilmis, ﬂﬂm{l"—j}.l"_"*“[:}+iﬂn e I}E""i'[:} + nfa 4+ 1A z) - lru.',lj""' W) +
+ Ze(n - NNz sau [(=F = 1P = nin + 1P, {z). Decl (P, (=)} = m{n + )P {z)
eeeh o0 nrall o }.. = nfn -+ 1) sint valarile propril bar F_{:}:Iul weckoril corespuaeibari.

1.3. Propozijie. Subspatiile proprii corespunzitoare la valori proprii
distinete, sint disjuncte,

Denonslrafie. Fie valorile proprii distinete 3, si 2, Iar S(L), 8(i,)
smbapagiile proprii corespunzitoare. Dack ar exista <€ 8(3,)n S(),
nennl, ar rezulta &'y = e §i &1 = Ly gi de ajed (A — )2 = 0, adick
@ = [ ceen oo este absurd. Deci 8(5,) n 8{i) = {0].

£2. Polinom earaeteristic

Fie A = [a;] o matrice patraticd de ordinul » 81 X = [1,] o matrice
nenuli de tipul # x 1 cu elemente din cimpul K (R sau €). Dacil existd
ae B astfel ineit AX = 3.X, stunci X se numeste vector proprin, iar A
e numeste valoare proprie pentre matrices .
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_ Ecuatia matriceald (A4 — AI)X = 0 este echivalentd cu sistemul liniar
Eul umngen,

(A — R}y + @p2y + .00 Gty =0
gty = (g — A)3s 4 .00 g, =0

H.le "E- ﬂ'.ft’- "'l- " on 4— [ﬂ.. — 1:'3. = 0

care are solutil pebanale dacd si numai dack

fBgg = Bggavaarcen s
P{l_] = ﬂcl‘fﬁ—m= ﬂ'ﬂ ﬂﬂ"‘}l.--- L =|-n-
gy Oug ova Bgy— &

2.1. Defimigie. Polinomul P(3) = det(d — 3I) s¢ numegte polinomul
earacleristic al madricei A, iar eciafic P(3) = det (4 — M) =0, Le b,
B¢ ntimegte couafia caraderisiiog o madricer A.

Valorile proprii ale matricel A zint solufiile ecuafici caracteristies,
Fie A o matrice pitraticd realdl de ordinul » i P(3) = det (4 — 3I) =D
ecuafis ei caracteristicd. Deoarcce nn orice ecuatie algebried admite
solufil in R, dar admite in €, noeori valorile propril ale lui A 3¢ defineso
ca fiind elemente din €. In acest caz vectorii proprii corespunzitorn aparfin
complexificatului Ini R® notat SE®.

2.2, Teoremii. 1) Polinomul earacteristic are expresia
PR) wm (1% — 33870 432070 — 5.0 &b 8))

unde &;f = 1,..., n, reprezintdé suma minorilor principali de ordinul
i ai matriesi 4 — i1,
2} Doudi matrice asemenea au acelasi polinom caracteristic.
Demonstrafie. 1) Descompunem  FP{3) = det{d — 2I) in 2* determi-
nantl. Mai Intii

TR — Rk Hygeecrerasa
?‘.-q-ﬁh +D ﬂi"-—i'“..u-.. =ﬁ]+ﬁj-

S a4 rdian

.P'[:I'-];_ﬂ_u Tag =

| sy ﬂ-:“‘ﬂ'u_?'- lﬂ gz - . - as — A

Apol descompunem A, 51 A, in 2% determinanti fixind prima coloand.
Anume
=X Oy e By | =—x ﬂ.,.u,.4

Ayl Gyger- G| |0 —h... G|t

(1] g v = = gy 1] 0... 0

Analog pentru A, Deoarece (—3)* poate apirea pe diagonala principald
in # moduri, coeficientul lui { — ) este format din suma minorilor principali

o



de ordin m — 1 din A — &I, in num&r de Cf = 037, adied

|ﬂﬂ--~ﬂb= LF ] ﬂuw-ﬂ'hi l?Fur--““-*f"!.-—Li
f_iJl. ,,_.,..[...]..- By ﬂlﬂﬂ"'“ﬂ-l-l_!-""."" -----r-ar-aa-ar-i
'ﬂ'.j- .o ﬂ..l i'”“_ lgga = ﬂ“i dl‘!.l . ﬂ-l—lpl'-l.l

Tot din dezvoltarea lni A; §i Ay, e vede cd pereches (— X, — ) apare po
diagonalil principald in CS moduori i dect eogficientud lui (— 2)* va fi format
din suma fwduror minorilor principali de ordin ,n — 2" din matricea
A — I, in numiir de I = (3~% Deci

|ll:|j‘a-. LLETS {ﬁu--r---q-rﬂlr..,.:!
ey 3§ SRR T oF SRS o RS R IF
My oo Oam Fa—ny +n = Bneza-al

Analog, coeficientn] Ini { —2) va fi format din snma toturor minorilor
principali de ordinul ,,m—i" din matricea 4 — AT in numéar de Cf = CJ™,
Coeficientul Ini (—2)° =1 este evident 3, = det 4, deoarece P(0) =
= det (A — 0I) = det 4 = §,. Coeficientul Iui {—2)""? este urma lui A,
adich ¥, = tr A.

2) Fie 4 s B dond matrice asemenea, adicd B = 07040 unde O esta
o matrice nesingulari. Atunei det (B — LI} = det (07'AQ — W) =
= det [("44 — A)C] = det (C~1)det (4 — AT} det (= dat (4 — AI).

&4 presupunem cf A este o matrice reald (4 coincide cu conjugata ei Ay
&l gimetricd (A coincide cu transpusa *4).

2.3. Teoremi. Valorile proprii ale unel matrice reale si simetrice sint
veale,

Demonstrafie. Pornim de la (1} AX = »X gi prin conjugnore complexd
gfgim (2) AX = 2X. In (1) inmultim la stinga ea *2, jar in {2) inmualgim
la stinge en "X, Kelafin A ='4 implicd ‘i‘..iit em PYAX gi deci
{hn— 3XXE = 0. Deoarece XX # 0, tAmine cff & = A, adick % € R.

Exemple. 1) Matricea

(2 —1 -1 2

are polimomu] earneteristis P{L) = det (A= 0) = (A—11 3 valarile propeil by iged, wig=1,
Dig AN = 1X, X = !z, 2, & ;] oblinem slstemul 35, — 5, = 0,35, — 5 — 5, + 5, =0
cu solaiia nun‘uli:l—zri_-j-:" x, = ke, HNothnd Iy @ §i Ty o= b solutla s scrie: Iy
= 2g4 & I;wmIbh Ferully XN =g 2o kb 20 = o[1,30,0] 4+ M0, 1,1, 2). D
valoril proprii & = 1 i§ corespundd dol vectosi propril : o, = V1, 2,0, 0] 5§ &y = 7[0, 1, 1. 2].
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Iy Pentru matiricen
4 [

Awm] 4 5 0

—3 —f 1

s abifine ¢ PR} o= (k= 1k 4 20 @ valarile propell : 3, = by = 1, 4y = — 2 Veclarfl peopril
Oy == F[1, =3, 0], 2y = H[0,0, 1] 0y = F[L, =1, =1}

Fie ¥V, un spafin vectorial finit diimensional peste cimpul K si o7 : ¥V, -+ F,
un endomorfism. Fie & un vector proprin al lui & i » valoarea proprie
azocintdi. Acesten satisfac relpjin ofx = Ra

Fixiim o bazd in F,. Notdm en A4 matrices atasald emlomorfizmului =
gi cu X matricen coleand atasald vectorulod o. Belatin &fr = hr este
echivalentd cu eeantia matriceali AX = AL X,

Fieg P} e dot (A — AT} polinomul caracteristic al mairicei 4. Consi-
deratiile precedente aratd o dacd exiztd, valorile propril ale endomorfizimn-
lui & sint riddcinile lui P(3) in K, iar vectorii proprii ai lni o sint soln-
tiile ecunfiel matriceale {4 — W)Y = 0. Pe de altd parte teotema 2.2
aratii of polinomul P{3) = det {4 — L) este invariant @8 de o sehimbare
o Daeel din F,, adicd cocficienti lal %) depind de = si nn de reprezen-
tarea matricealdl particulard A, Desigur numdml det A se nuneste deter-
minantul lui &, vumdul tr A se numeste urma ol o efe, Acesiea justi-
fied urmdtoare

2.4. Definifie. Fie of : V=V, vn endomorfism gi A maolricea asociald
in raport ou o basd fivatd in V. Polivomul P(3) = det (A — I} #e nmneate
polinamul caracteristic al endoimorfismului o,

Endomorfismul & : ¥, = ¥, are col mult » valori proprii  distinete,
Daecdk of are exact n valori proprii distincte, atunei vectorii proprii cores-
punzdfori determind o bazd o lud W, < ootrieea A alasatd i &0 in rapord
cu aceastd bazd este o matrice dingonala ovindl drept elemente pe disgonali
valorile propri ale Ini o,

Fie ¥V, un gpatin veetorial real & dimensional 51 & ¢ Vo = Fo un endo-
morfism. Notim en OV, complexificatul Ini ¥, 5i en S complexifieatul
lui &, Deoarece o 51 %o s acecasi reprezentare matricealii, valorile proprii
ale Ini S gint valoribe proprii in @€ ale matricei reale asocistd lui o
Avind in vedere acest lucra, goeori o e identifici en o, ciutindu-se
virlorile proprii ale unni endomorfism real direct in @ si bineinfeles voctorii
proprii in complexificatul spatinlai veetorial real.

Exemplu. Pentro endometfisnmul & i R¥— [R% care In roport cu baza caponied & lud
[R® are eatrieen
4 [}
A=l o 1]

o —1 2

obilizem polimomal cammcteristic P{L) = (& — WL — 4 valorile propril &, = 4, :il., -y o= i
8l vectoril propril corespunzifor o = (1,0, 0}, & = (0, 1, 1)
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& & Forma diagonald

Deoaress matricea oricirul endomaorfism & : ¥V, = ¥, depinde de ale-
oered bazel in F,, prezintd inferes cazanl cind se poate gisi o bazi in Fy
fatd de care motricens endomorfismulnd 8 aibid o formd cit mai simpli.

R1. Definifie. Un endomorfism of : ¥y - V, 8¢ numegle diagonalizabil
dacd rxistd o bazd {e, ..., 2y} asifel ineit matrieca lui in aceastd bazd sd fie
diagqonald.

Matricele din ¢lasa de aseminare care il corespunde endomorfismului
& e numese malrice diagonalizabile,

1.2, Tearemi. Un endomorlism o : ¥V, =V, cste dizgonalizabil daci
& numai dacd existd o bazd o spafiniul ¥, formatd din vector] propri
ai emlomorfizmelui,

Demponstralie, Dacd & este  diagonalizabil, stunmel exizti o bazd
1615 -+ -y £af 8 spatinlui fald de care matricea lui este diagonali :

g 0 ... 0

Teci ofe; em gots Fe= 1,25 L5000 ceea oo Inseamnid e vectoril e
§oe= 1. ., .0 eind veetorii proprii 4 endomorfismnlyi o,

Reciproe, dach {v, vy, ..., 8.} este o bazd in V,, formati din veetorii
proprii ai lui o, wdich ofey e e 4 1, . o5y atunel matricea lui o
In aceastd bazd eate

% B

D= |0 hyg...0
0 0...3%
Evident nnele dintre numerele 3, pot fi egale,

3.3, Teoremi. Dimensinnea noni subspatin proprin al endomorfismu-

Ini & : ¥, -+ P, este col mult egald en ordinul de multiplicitate al valorii
proprii corespunedtoare snlspafiniui.

Demonstrafie. Fie 3y o valoare proprie multipld de ordinul m, 5i S(3,)
snbapatinl  proprin  sorespunzitor. Notdm  dim 8(3,) = p < 6. Fie
{f1s f2e oo o8yl = S(3) 0 bazdt in subspatinl proprin. Completim aceasti
bazd pind 1a o bazi in ¥, de forma fe,, ...y €5 foiqre « oo fuf. Intrucit vectorii
€0 2 1, .. p BInT veetori proprii corespunzdtori Ia valoarea proprie

P
i'-.;-. HR R 1] .f{f,] = :"..:.F'h F = 1.. P F ﬁi ..fl:jrl.]' = E ET”ﬁ;\- -:— E Eh’.rl‘!
d=1 b=t
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J=op+1,...,n Matricea lui o in sceastd bazd este
h ... 0 ﬂ-ijlri wa s gy
i :.'ﬂ"'ﬂ #b.‘.:r1r#ﬂ

ﬂ ﬂ.-.l‘ ﬁ,'.‘.l-r'!dn

[' ﬂ-r- ﬂ Tygipy e v o ygm |

asa incit polinomnl earacteristic al Inis’ are forma (%) = det (4 — A1) =
= (ks = AJPA[R), unde A{X) esle nu determinant de ordinnl w — p.

In concluzie, A(3,) = 0 implicsi p < m, iar Al2) # 0 implicl p — m.
Deci p g m,

3.4, Teoremd. Un endomorfism of : V, = ¥V, oate dingonalizabil daecl
gi ommai dacd polinommn] cameteristic are toate Mdicinile in cimpul
peste care este lunt ¥, #i dimenziunea fisciirni subspatin proprie este egalid
cn ordinul de multiplicitate al valorii proprii corespunziitoare,

Denponstrafie, Admitem of & 1 F, = F, este diagonalizabil,
Remltd ci existd o bazdl e, ....8) in ¥, formatd din veetori proprii
pentu &F Infdde care matrices lui oF ezte diagonald. Fie PYA) == (A — 3™

sk — Ag™ ... (B o= 2,077, adied A, 1 =1, ..., p sint valorile proprii ale
lui & de multiplicitdfi m, cu i my; = #, Fiird a afecia generalitates, putem

b=l
admite ¢ primii my vectori din baza {g, ..., e,} corespund lui 3, urmi-
torii my lui 2, ete. In concluzie, vectorii {a,,.--,e.;} < 8()) apartin
subspatinlui proprin corezpunsitor valorii proprii %, eces ce insesmnd of
numdrul lor sy este mai mic epun eel muld egal cu dim S(3):my <
e dim S(3,). Pede altd parte, eonforn teoremnei 3.3, avem dim §{3,) < w;.
In coneluzie m, = dimS(,). Anslog rezultd dim S(3) =m;, i =2, ... .Ee
Reciprog, admitem cd dim S{) e my 6 =18 ..., p. Afunei [0

B =— {lﬂ]:d - r’f-l’ f-l.|.|1-| - 'I'FII'I" w s j-l.'r]h . .jfﬂjl‘. E =N & l““.u-il.“l:" dﬂ'
el

vectori din W, aga inclt primii sy veetori sd constituie o bazd in S{%),
urmditorii sy 54 constitnie o bazd in 8(3,) i: asa mal departe, Ttilizind
induetia asupra Ini p ge dovedeste ol B este 0 bazd a lni ¥,. Fatd de aceastd
bazd, matricea lni & : F, = ¥, cste

[y 0... 0 :
0 et |
au----an..aug |
.|'|. - i::::ﬁ:'-_-.—.:j:?g-_..-_.E-.—.-.-.-:-.--- —r——
e 0 ... 0
o (N P
0o 0 y

adicd o matrice diagonali.
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Conseeinfi. Daci o : ¥, - ¥, este dingonalizabil atunci ¥, = S(3,) &
@ S(hg) B ... B S(kp).

FPractie, pentru diagonalizarea nnwi endomorflizm o : ¥, = ¥, procedim
in felnl urmdtor :

1) Fixiim o bazd in ¥, g determiniim matricea 4 = [a,] 8 lni & in
aceastt bazd,

2) Aflim valarile proprii care sint solutiile in K ale ecuatied P{L) == 0.

3) Dachi existd p (p < ») valori proprii distinete ay,. .., &, cu ordinele
de multiplicitate my, ..., #y, caleullim rangul fieclrel matrice A — 3,1,
§=1, » p. Dacd J:'ull.p,r{..-‘i — 3l =n—m,J=1, » Py dim S{3)=
= -:I:m I{ar (& =38 ) eate numdirn] de solafii uu]n:-pem]eun ale giztemulni
omogen (A — ,IX = O atunci (conform teoremei 3.4) & cste diago-
nalizahil.

4} Be rezolvd cele p eisteme omogene (A — 200X = 0. Un sistem
Tumdamental de zelufii pentrm un nacmenes sistem reprezintd coordonatele
vectorilor proprii corespunziitori valorii proprii &y,

5) Matricen lui o, in raport en bazs formats din veetoril proprii ai
lui o, are pe disgonald elementels Dy, ooy B b hpr ooor B adicd
valorile proprii.

6) Notfim prin D e ., (K) matricea diagonali atagatd lnl of In raport
cu baza formatd din veectorii proprif ai lui of. Dacli €€ #,, (K] cste
matricen ale edirei coloane sint vectorii proprii eare aleftniese nons bazi
a lui ¥, adicdl matricea de trecere de la bazo inffinld din ¥, (baza eanonicd
in B la baza formati din veetoril proprii, atunci

D= C1AC.
Exemple. 1) Penten endomatlismul gf = [RY=+ [ delinit prin matrices
=3 =7 =i

avem : pollnomul cafmeterlstle, PR} = (L — 1)%: valorlle propril, A = 3y = 3, = 1, {Lripli,
—4 —7 —5&

fry = )i fang{A — 10} = rang & 5 G| mIg A—rmym §—3=0.

i 2 H
Dwecl endomorfidmul of ou este dizgonallzabil.
2} Fle o ¢ [RY == [RY, &) = (2, + 2, Sp 55— 25, 5, =35 & B2, == (2, 5p 55 5k
In mpart cu bazs comonled s lol ml. mairices 1ol of este

o o 1 —2

1 0 —2 B

Pi3) = dat{d — 30) = W1 — WJf{h —8). Fegultd valorile propril 3y =0, Jy =3, =1 §
dgm G Decl prdinele de prultipliciiate sint my = 1, ry = 3, my o= 1,
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Deoareco Fang (A —gf)= 3= n—naf = 4 —1 = 3, prin rezolvares sistemolel omogen
(A — 00X, = O, abllsem veeloral progeii by = 1[—1,0, 2, 1].

Analog rang(d —igf) = 3= p—umy = 4 —32 ata Inelt dim S5(A) = 2. Vecloril propril
cofespuncdtord sint pp e Y0, 10,00 pp = H3,0,1,0) BRang{d — )= 3= n—m; aja
Lipeit werlorul propriy cofespunzilor valoril propril Ay = & csle g, = V[1,0, —3, 5] I concluzie
endomoriisenul & este diagonallzshll ey matricea disgorslizalare © = |0, 5. By By =

-] 0 Z i o o o o
o1 0 o 1 0 0

— . S5& ablie I} e C7LLE =
2 40 1 & 0 0 1 0
i 0 0 ] L‘I.'l n o &

£4. Forma Jordan

Fie v, un spatin veotorial peste cimpul 0 (R san €) si & : 1, > T,
uy endomorfism. Matricea A 8 endomorfismuolui o depinde de alegeres
bazei in V.. Uneori aceastd malrice poate 1 disgonalizatd, alteori nn.
Conditiile in care matrices A se poate diagonaliza au fost date in teoremele
4.2 si 3.4. Una dintre formele relativ simple si utile, care se poate ohtino
in unele dintre cazurile cind nu este posibili dingonalizoven, este forma
Jordan.

Fie » & K. Matricele de tipul

Ll. ]
A % 9 ¢ x 1 0
(), [;‘ ;] 0 % 1., :
L 1 1
LR |
L1 | A

go numese celnle Jordan atngate sealarului .
4.1, Definifie. Spunem of endomorfismeel o :V, =V, eile adus la
forma Jordan dacd eriztd o baxd in V, fald de core mairicea
dy 0...0
J om0 J5...0
0 0...4,
ad reprevinte pe of, unde J, sint celule Jordan otagale valorilor proprii A
i=1,3, ..., 8 ol endomorfizeulul o,
0 celuld Jordan de ordipul p stazatd unel valori propril & multipll de
ordinul & = p corespunde vectorilor liniar independenti e, £5 ..., 8,

asn incit afe, = My, &0 = & + My ... 800, = 8,y + M. Vectorul e
exte propriv, e veetoril g ..., fp 22 numese eeclori principali,
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Exiztd endomorfisme ale spatiilor vectoriale reale care nu pot fi aduse
la forma Jordan si anume acelea pentru care ecuafia caracteristich nu
are toate ridicinile in R. Discufis wmitoare pune in evidentd ci endo-
motrfismele spajiilor vectoriale complexe pot fi adose totdeauna la forma
Jordan.

Odseroafil. 1) Forna diagenali & unel endomorfism disgorallzabill esle un caz particalar
de forml eanonich Jordon 51 aneme cafal cdnd teate celulele Josidan sinf de erdinul am,

2y Forma camonlcd Jordan nu esto anked, dar oumaral celulelor Jordan (vgal co numarul
total de vectorl propril finiar independenid af hul .ﬁ‘} cn 8l sl ol celubelor Josdan slnl unise
penfru un endemorfism a, aat.

&) Ordines eelulelor Jordan pe diagonaln formel canonbee Jordan depinde de oedinen vee-
torilof din bazd.

A2 Teoremid. Fie ¥, un spafiu vectorial s-dimensional peste cimpul
iR sau @€} Dacd & : Vo =V, cste un endomorfism g by ooy By Sink
valorile proprii distinete ale lui & ou mualtiplicitifile w, Mgy o0, 1y,

iim, = n, atunci existii p subspatil vectoriale V, =V, j=1,...,p,
=1

invarinnte fald de &, de dimensiuni my j =1, ..., pase incit Fo=¥F, ®
aVy®...a¥FV, lar #.I‘T', m Ny + My J=1,...,p unde .4, sint
endomorfisme nilpofents de diferite ordine.

Demonstrafie. Pentra je {1,2, ..., p} flixat considerim endomorfismele
A= aof — 3,3 #i aplicind teorema 4.6, cap. &, sc ablin subspatiila I,
gi R, nga incit ¥, este nn endomoaorfism nilpotent, far Ay, e5te nesingular.
Deoarecs 1y este invariant fatd de 2 el este invariant g1 fafd de endomor-
fismul &+ 200 = of. Fie o v, §i o im, restrictiile lui &F la sulspatiile V,
gi B3 deti unica valoare proprie o Ini ofp, esle &, care nu este valoare
proprie i pentr #',unj (deonroee of — 115 esite nesingunlar pe R, iar
det (4 — 33 )= det "’f-"".u = hyty) i]l'.‘{-hif;ij — Myetal) Rezultd dim ¥Fy=my
gl ¥Vyn¥V,= {0}, pentrn J o B, asa incit Fo=V,@a¥VF, &8 ... @ ¥,
[l!h':lu prin ipotezd of i my = H].

A=

In plus, din of = ;43,7 resultd o5, = Fyr, + 370 47 + 2,70,

en A nilpotent decarece A v, este nilpotent prin constructie.

4}, Teorema Jordan. Fie ¥, un spajiu vectorial n-dimensional peste
cimpul K (R san @C). Dacd endomorfismul & : ¥y — ¥, are valori proprii
fin B sl doed suma multiplicitdtilor acestor valori proprii este w, atunci
existli o bazd in V, faid de core matrices Ini & are formae Jordan,

Demonstrafie. Fie by, 3 =1, ..., p, valorile proprii ale Ini & (in i) de

F ; : L . s
mmltiplicitdgi my, 3 =1, ..., 1 ‘E my = u. Construim subspatiile ¥ =
=1
= Rer (o — L,3)7% f =1, ..., p. Conform teoremei 4.2 avem ¥V, =¥, @
@¥Vydd... a1,
Notdm A7 =#';rj - '-'-;E"-J endomorfismele nilpotente 47, de indice &,
Admitem &y = my, J=1,...,p (cazul b <= m, se trateazi analog).
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Construim muljimes de vectori #°7 = [ f1,.. .:,_il"’_J} din ¥, asa ineit
R=H#])"(0) =N 2) .., fom =4 z), fa, = & unde ze ¥, Din
definitin loi 4% 5i 4 multimii F avem

(1) AR =0 HfD = fly oyl =

deoarece 47 este prin constroctie un endomorfizm nilpotent de indice
by = my. Avind in vedere definifia Iui 47 egalitdtile (1) devin

{2] 'ﬂin'F,l:H} - '-'".I'.ﬁl'l dfl’:{,ﬁ! . }-,Iﬁ +ﬁl aa ey H.Ii"riﬂi} = }-:.il?;j_ +_Jr:

=1

Dovedim in continuare cii vectorii mulfimii ™ sint liniar independenti.
]
Pentru aceasta fie ecuafin ﬁ kfl =0, ke 0 s aplichm endomorfizmul

demi

A%, snecesiv de my; — 1 ori. Obtinem, .+ Ek,ﬁ):iﬁ k.47 f1)=0 zau,

dacd finem cont de egalitdtila (1), &y f] + Eyfi4- .. +~l=-.,..f',{',1_1 ), Aplicind
din non 47 §i folosind egalitifile (1) gisim ks ff %00 4. - -E-k_mf‘_]_!=u.
Prin aplicaros snecesivi a lui 47, de m;—2 ori obtinem F:,J_|ﬂ =} i'.'.!j': =i,
J&_l:l-lilli]:l.ﬂ A7y din non (deei in total de my; — 1 ori) avem LJ_,I"{ = (1. Deoarece
fi # 0, deducem k.j = 0. Aceasta implick I"'J"-ﬁ = 0 i decl kw1 = 0.
Analog, din celelalte egalitifi, obfinem k"":"’ = k‘.l—*=' T
=k, = 0. In concluzie vectorii mulfimii #™ sint liniar independenti.
Intrucit dim ¥, = m, rezultd ¢ #™ cste bazd in ¥,; aceasta este o bazd

Jordan in ¥, datoriti egalitifilor (2). In raport cu aceastdi bazd matrices
restrictied Iui o la V), este

ol D ®
J:= ﬂ ?'.]l 1 =% ﬂ Evl'-j"-_’:m}.
0 0 0...MN

Datoritd egalititii Vo=V, @V, & ... &V, mulfimea 1:1 F™! eate

=t
baza ciutatd in V., numitd bazd Jordan fatd de eare matricea lui o
este de tip Jordan.

Coneluzii. Numiral de submulfimi # din baza Jordan este egal cu
numirul veetorilor proprii independenti ai lui &f. Numirml de vectori
principali care corespund unel valori proprii A, este egal eu mj; — Ky,

Presupunem by < my, unde by este indicele de nilpotent al endomorfis-
mului A4 = al',.rj — 1,51.’. Pentru a gisi baza Jordan este necesar sié
g8 urmireascd problemele urmitoare

1) Fixares unel baze in ¥, g explicitarea matricei 4 atasatd endomor-
fismului af : ¥V, == V,.
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=} Determinarea valorilor proprii distincte 3, fml, sy W respectiv
multiple de ordinul my, j = 1, ..., p prin rezolvaren ecualici enrocteristics ;
I

pentra continuare este suficient ¢a E Wiy s R,

F=l )

1) Gasirea vectorilor proprii liniar independenti corespunziitori ficefred
valori proprii,

45 Calenlares numsdrnlei de celule Jordan,

dim 8(%,) = dim 1V, — rang(4d — Il =n —r,
i) Hezolvaren sistemuluni
(A =3 =0
pentru fiecare j = 1, ..., p. Pentrn j = fixat, solufiile nenule gencreazd
subespatinl V. )

In cazul matricelor de ordin relativ mic putem ocoli unele dintre etapele
precedente {inind seama de observafia od I o celulid Jordan corespunde
un simgur vector propriv, Pentru gisirea vectorilor din bazl corespunzitori
eelulei de ordinul p, atasatd valoni proprii &y, se determind solufia generald
pentry e, = i, apoi s¢ impun conditii de compatibilitate gi ze deter-
ming solufdl pentrin afe, == @ == Aey, ...y ey = B4y + Ay

Daecd notiim prin € matricea care are pe coloane coordonatele vectorilor
din haza Jordan., atone
o = O-EAQ.

Exemphu. 54 so reduch bs fornm canonicd Jerdan & @ [R'—= R &(2) = (35 + 5y —da—ap
Ry xy  Iag b mp —ATE ORI & o (X Ep S B
Solufic 1. In bars cancoled & lul [RY, endemortismul &F are matricea

3 1 o o]

—t =i 00

7 1 a 1

[~17 —6 =1 @]

Ecualks caraclerislicd (I — L@ = 0 are salufia 'J.III_'_*- 1= 4 decl my= 4 Decafcie
pang(l = wdp = 2, numirg]l celulebor Jordam cste cgal en n—rang{d — W) = ding (L) =
e |—3 =3, Elo af pulen 11 nmindoed de tipal 2% 2 son unn de Gipul 11 5l cealalis de tipal
Sx 3 Pentre a Mmerd sitzatla folesim lndiecle de nllpotentd al resirictiel 4= of jp —A5y
kar peniru nceasta brebule s34 delermindm pe 1) = Ker (of — 230

Dheosifeds
3 1 0 o]* [0 0 0 B
—4 —2 0 0 000 0
A — AP - =
i S R 00 0 0
<17 —8 —1 —1] |0 0 0 o
oblinem,

S(3) = Ker{al — 237) < Ko — 3JF = Kerfal — AT} = Kerfaf—3.F =V =P [R 4,

b=, 84
il
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Berultd restriciln A%= of p —i7J o Incit indicele de nilpotentd i ol restricyicl A7 este
egal cu 2. Deoarece dim Ker{af =30V =d gl dim Ker{gf=—33)=dim S{k} = 2 rezultd o3
namiril celalelor Jardan de tip fyx &y cu by = 2 este egnl oo dipn| o' —0 0 P—diml g —A ) =
- =2 L

7
In concluzle forma Jordan va 01 datd de matricen J—[ A ﬁ]. unde J, = [; ']
o e

s
X
" J.-[ ‘].
o &

Solfie 11 Deosrece ramgld — )= 2, 1a 3 = 1 eorcspund dal vector] prapeil ps care-d
determindm resolvind stfemal omogen (A — ANX; =0, unde X, = f[1;, 75 o 54] =dicd

2y ay ==

— g —25, =D

TEy -+ r.+:.+.r.-lﬂ

—=1in =y —r—r =0,

i + &
care este dublu nedeterminat. Notlnd 2; = 4, £, = b objinem 2 = —': ,:,-%-

’ "-"-"]: apd, b0, adied existd mumsl dol vector

at+d ot B
b &
propeli linlar Independenti,
Fie Xy = '[uy, uy, iy, 1] matrices corespunsdloars vectornlyl primcipal. Obfinem skstemual
negmogen (A — WXy = X, (cofedpunzitor Iy sfea) = & + k&), niicd

+ b
zu1+u.-—3—5—

[
IH-HA',_— [

a-+ b

—-il.n,—"..'.l.r,-uz

'.I'UI+H.|.+I:£'|{-H‘H|;|

—lill.—ﬂup--ﬂ,--n'*u b,

Molind iry = &, by = J obfineen
l[ Ba + & — S — 54 ] Vil = T & 10 -+ 104 ]
Xy | — — — —/ v d | .

d 2B

Deaaress silemul neomogen e3te campatibll arfeare 2r £ gl &, rezultd 3 ficcirala dinire vee-
toril propell lnkard independenti | s ofageazd un vector primcipal. Luind o= 7, b —17
deducem vectorul proprin & = (2, —4, T, =17}, far pealry g= 7, b= — 17, ¢ = d = b 30
abiine vectorul principal g = (1, @, 0, 0} atngat lul ey, Pentn g = 1, b = = & 3o gliseyte vectorul
propriu &y = {1, —3, 1, —6}; pentriz =1, b= —§, ¢ = g =0, gislm vectorul principal
o= (0, 1, 0, 0) care se atageazd lui ry. In baza Jordam {ey. ey, &y, ¢} matrbcea ful o este

1 1 0 07

g 1 0 0

0o 1 1

GiE
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Matrieea de Irecere

o= verilled C7VAL =,
7 0 1 0

[—17 0 —¢ o]

& 5. Speetrul endomorfismelor pe spatii euelidiene

Fie ¥V un spatin euclidian peste cimpul i (R sau C), o : ¥ -V un
endomorfism, » o valoare proprie a lui o §i r un vector propriu atagat

lui 2. In aceste conditii 3.=-"{'?ﬂ-
(2, &)

5.1. Teoremi. Fie ¥ un spatin eaclidian complex gi fie &/ : V=V
un egdomorfism hermitian.

1) Valorile proprii sint reale. )

2) La wvalori proprii distincte corespund veetori proprii ortogonali.

3} Daed dim 1" == n, atunei endomorfismnl hermitian o : V.= T,
admite exact » vectori ii ortogonali doi eite doi.

Dremonstrafie. 1) Se observi i

(o, #Iq_ (=, ax) o (afx, =) -
{Il I} {7'5"1 .I'_:I {'Ii f:l

o=

2) Fie » # h, valori proprii ale Ioi .-.'l" gl 0y, 1€ ¥ vectorii proprii cores-
pimzﬁwl Atunc ( afy, 0,) = t:-.,m,., Ml 7.) 5 respectiv {afty, £y) =

= [y S0) = [y, Aa¥a) = Aalty, t) ﬁf’ﬂmf‘ (3 — AHpy, ta) = 0, adicd
[Fy By) = 0, infrueit &, & 2

3) Dacdi dim ¥ = n, atunel polinomuol earacteristic Pl3)y milmite cel
putin o ridicing » (eventual multipli de ordinul s}, iar acestel valori
proprii ii corespunde cel putin un vector propriu r,. Fie 8, = S(x)* sub-
spatinl ortogonal suplimentar in ¥ al subspatinlui propriu 8(3,).

Atunct Ve 503 & 8, 81 dim 8, = dim F — dim S{%) =% — 1. Fie
de asemenea &5, restrictin lui o la 8, 6 fie y,c o 5(8,). ..!u.tunrl existd
a2 & astlel i]‘.l':.l[ ¥o =am(xy) = &z, Degi [0, 3) = (0, ofm) =
= {0y, &) hy Eg) = 11[1',, #y) = 0, de unde resultd w, L v, sdied
fip € 5, gan #’;.-:J-ﬂ’ | = 8,. Vectorii proprii ai endomorfismmlui of s, satisfac
egalititile (») of s o = o 0 = Mo coea co ingeamnd o sint in acelagi timp
viectorl proprii ad Iui o,

Tot din egalitaten (+) rexultd i wvalorile proprii ale endomorfismului
& ym, sint g1 valori proprii ale endomorfismului o, deei polinmul earacte-
ristic F4 (%) al endmmnorfismului of s, divide polinomunl caracteristic F(a)
al Ini of, Fie 3, o riidieind a lui Py(a) (3 poate fi egal cu A, san o) § v,
vectorul propriu corespunzitor : of s 0, oo o0, = A0, In calitate de vector
proprin &l endomorfismuolui o g, : 8, = §;, putem lua v, € 8, 3i deci v, Le;.
Dar v. cs3te vector proprinn g1 pentm & astfel incit am determinat doi
vectori proprii al Iui & care sint ortogonali,
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Procedura continuil pind Ia constructia restricfiel ofs In subspatiol
(#a) 8., =8.;=...2 §; = B,endim§,_, = 1. Polinomul caracteristic
al lui ofg,  are gradul intii gi deci singurei valori propril a lui o« i
corespunde un vector proprin ¥, € 8, care datoritd incluzinnilor («s) este
ortogonal pe toti vectorii proprii construiti anterior. In coneluzie am obgi-
nnt exact s-veetori proprii ai lnl o ortogonall dol cite doi.

Conseeinii. Datoritid proprietiitii 3), orvice endomorfism hermitian este
diagonalizahil.

Obgerpafil. 1) Penlre un endomorfism antihermitian valerile proprii sinl par imaginare
sau mule ; veclorll prapril eomespunzileri au aceleas proprictifl ca sk im eazul Bermitinn.

2} Pe spatlile cuclldiene reale. valorile propril ale anul endomoerfism simetrle sink reabe; lar
valorile proprii ale unui endomoeslism antisimetric sint nule, Dacd 17, esle un spatiu cuclidian
Feal m dimenslonal, e o 0 1 = 17, este simolele, atuiel 5F posedd B vecterl propril care eosi
stitnie o bard orlogenald a ol 'I".. Acrasth proprictate na este ndevilrold pentro un endoowor-
Tism antisinved ric,

Exempls. Fie spaliul cuclidian complex L0 5 o 2 L= " endoemorfismal dal prin malrica

4 —1I 0

S arfitdm e of eale hermitkap 88 53 determindm o bazd In {7 fald de care matricoen endomortis-
mulul s aibd forma diagennld. Valorile proprii sint peale &y = I, &y = iy = 4, faT vecloril proprii
corespunzdtor! &g = {1, 1, 0} &5 = (0, 0, 1) penire L = 4, 81 ey = [l 1, U pentre & =12, sini ofto-
gonali dal cite dok, Decl & egte hermition. MNormind vectorll propell obinem baza orlonormalid

1 1 | |
iy = -j-- et ot , bigmm -:"--- mpg b e, ] Wyt Malricen de trecerels necasth buxh
TYRVERES ARV ER'E
esle
[ 1 i ]
EH E
LM i i afa Enell
- ==
¥z Y2
i) L.
4 0 0

D= AC= g 3 gf-
o o 4

B2, Teoremi. Fie ¥V un spafin euclidian complex (real) 81 & ; V= F
un endomorfism unitar {orfogoual).

1} Dach existd, valorile proprii ale Iui & su modolal egal en unitetea,

2) La valori proprii diztincte corespund wvectori proprii ortogonali.

3) Dacti ¥ este complex g s-dimensional, atunci posedd o vectori
proprii ortogonali doi cite doi.
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Demenstrafie. 1) Fie d e @€ valoare proprie pentm endomor{ismul nnitar
#:V =V g g€V — [0} veetornl propriu corespunzitor lni’ i Avem

(ofz, Fx) = (hx, 32) = & Az zh
(ofx, afz) = [z, 2)

unde 7. este conjugatul complex allui % Prin scidere rezultd (3—1)(=, x)=0.
Deoarees (o, i 0, Teznltd 3k — 1 = 0 san (A|* =1, adicd || = 1.

2) Fie &, # )y valori proprii §i x,. x. wectorii proprii u::rus;&m:‘.ﬁturi.
Atunci {&fx), a'r,) = [.‘I‘_" Tal g1 (&fmy, Sy = (W, hely] = Aydhaldy, Tae
Frin sciidere rezultd (3,5, — 1)ixzy, 2.} = 0. Deoarece kyhy =— 1 % 0 dedu-
eetm By L) = 0; adicd r; 51 @ sint ortogonalf. :

3) Se demonstreazd analog en 3) din teorema 5.1 ¢u deosebire ¢ egali-
tatea (o, ¥,) = [0y, o) = (&fry, o) = X(v, 7y} ¢ inlocuiegte prin
{0y, o) == [0y, Ax,) = (—:: oy, .,nfx,,]:-_- (#y, Ty} = 0, decarece ,€8,.

qy .

4.3, Principivl minmax. Fie o : V| - V', un eéndomorfism  hermitian
ik 2 2> ... 3 bk, valorile proprii ale lui o, Daci V, este un a.ulbapat.iu
vectorinl al Iuf ¥, iar w(V,)= szlnlz li-nfr,:r} i we=min{p(¥F)fdim V=

e E| -
=N o=k <1}, atunci uy = 3y [ L3y cans M

Demonstrafie. Fie o bazfi ortonormatd {e, ..., ¢} & lul ¥, pentru care
aey m bty 1me 1,2, .00 80 fie ¥y = ¥, subspatiul generat de vectorii
By By ooy By kosg W Prin constructic Fen ¥, = {0}, deoarece am
adinis ¢ dimFyo=n=F 1. Fie re¥VFen¥F; cu [z =1; aven

'] 1 L] L
=% F §i &z, x)= Yoisn =% e, =% hx(y, T) =
i=l

¥
== E :l'-q -i-'|_=r
LES]

E

Ipotexa 3y 2 bo 3 oo 2l 2 ... 2 b, implicd (&2, 205 04 Y 15%=
A

s ag ®F o kg Drevl w(Vp) = 3y adicd gy = % Fie Uy = ¥ subspatiul

genernt de Veetordl i frags v 0y 30 fle 26 L7, 0 5 Aluned £ = ;;.a:,-rc,
he!=1 3 (s e)=% Mo *gh ¥ &l = b Bezulld p(Vo)=iy,

A & =11

adicd ;o Ay INn cele doud inegalit@pi obtinem u; = &y & o= 1,. . .0,

Evempla. Pespafiul euclhlian cononle E*.!It eribemeoribspisl o Ei—p R4 dat prin matrien
[ L 0 —1 [1]
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Lpsarece AT = I rezultd el mairicea A este ortogonald ; decl gl endomarfimul o eals
ortogonal. 54 verificim 4 valorile propri! ale lul Tof : €E*— TR ao modulul egal co
uailaten § o weclorll propril corespunziiorl slnt ertegoaali, '

Valorile proprélale lui Taf vint solutlile ecuntiel det{A — LMY = 0, adied By = =1, by = i,

1 ¥ 1 ET
:L,-..-g-i._.l_!'_., }_l...__—ii-
4 L] 4 4

k]
Evident (gl mm gl e L 36 I?‘|—|:,I|-V.EE+I—E—], Viecboril  proprif coras-
1 1

pantitor] sint respectiv & = (—}'% 8, =% 1) 4 =~ 1.0, =3, 4 = (—114, 154,
LV a + ulf a5, (1571, 0,0) 1 e = 7. Vectarllor ¢ 31 ¢, i 5= atajeazd vectorii reall
o (—1% 14, 1, 32) 51 0 o (1500, [(15M. 0, 0) astlel Incit e = i + i5, ¢ = 5 —lip So
werified imedial el (e, &) = 0, [, &) = 0, (g, 0) = O, (£ 0) =0, (o, &) = &, (i, £} =0,

§6. Polinoame de matriee, Funefii de matrice

Fie V. un spatin w-dimensional peste cimpul K i & : V.- 1", un
endomorfizm edruis, in raport cu o bazd a lui V, i ge ataseazd matrices
A = I:“I!]E Hf-a-{m]'-

Oricdirni polinom Pit) = a4+ a, "' ... 4 af % a, cu cooficienti
din cimapul O i s& poate atass polipomul Paf) = aeaf™ 4 G ga ™ o
+ oo Faal 4 apd zau polinomul Md) = agd® $aga A% - ia
4+ 4 A + H..f.

6.1. Definifie. Palinoamele Plaf) se aumese polinoame de sndomorfizme,
1ar polinogmele P{A} xe numese polinogme de mairice.

Evident, cercetares polinoamelor de endomorfisme se reduce la cenva-
tarea polinoamelor de matrice, In ceea ce priveste caleulul matricei P{4)
cind se 43 A eate recomandabil 55 se foloseased obaservatiile urmitoars

1) dacd A se reduce 13 o malrise dlagosall D, stune] A = CHOS™, A% = R0, ., AN -
= CORE

¥ doed A me reduce In o maltice Jobdan J, stomel A = CFO™, A% m CFIC7Y, A® -
e L S

6.2. Tearema Cayleyv-Hamilton, Duck P{L) este polinomul caracteristio
al matricei A, ofunei PlA) == O,

Demonstrafie. Dacd Ce #,, . 0K) atunel («) 0-0* == {det O, unde
C* este reciproca Ini O, Fie Ae . JK) & Pl =det(d — il)
polinomnl siu earacteristic. Avind in veders cgalitaten () avem (ss)
{d — WA — A" = P(3M.

Prin constractie (4 — wI)* este 0 matrice de polinoame de grad « - 1,
Adicl (A = AT = B, A" 1 4 B, 20" 34 ... & B, unde B &K

i=0,...,8—1 Fie P(ij=9 azit, ay h € K. Egalitatea (s«) devine
b=l

(A= DB, b7 By 07 e B b 4o By) (4,0 5, W1 . pay)]
ot ]

(=B, )0 L(AB,; — By )2*t L ... 4{48, — B)) 4+
F+ AB, = (0 0)0" % ... + (a0 & a,l.
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Prin identificare, dupdt puterile lui A rezultd — H,_ a0, AB,_;— B, ;=
o gy dy ... AB — B w= g I, AB, = a,l. Amplificind, la stinga, respectiv
cn A" A", . +,J,Ip adunind part.a en parte objinem Pid) = a,4"* 1-
Fomd* . 4ty d G0 = —A'B,, + 4B, — AV1B,; +.

R —A.E., +JBI-':I-

Conseeinjii. Dacl & : ¥V, == F, este un em:lnmurf‘qm iar F(1) este puh—
pomul siu caracteristie, atunci Plof) =

Exesnple. 1) Ducs

[0 2 0 =—1]
1 0 0 a

A = ¥
g 1 0 0
0o a1 @

s caleulim matrdcen Pd) = At — 240 4 . Pollnemul casacteslstiz al matrlee]l A esle
Pk = deh (A — hljoem (30— [ = 38— 23% + 1 g dech po bazs tecremel Cayley-Hamillon
averm F{A] =

) 55 enlculdm AT penima matrices pesingulscd

=i =3 1

folosind teorerna Cayley-Hamilton. Gisim P{L) = (1 — 3J* §i deci B{A) = 0, adicl (A — Jjt = 0
A" = 3AY 4 34 — [ e 0, De aicl reaultd A(GA* — 34 & 25) == (A% =34 + 34 = Tasa
tnelt

i a0

AV B34+ M= |2 1 0]

—ie 2 1

B.ab. Teoremd. Orice polinom in 1 de grad =, unde « ezte ordioul
matiicei 4, poate fi exprimat printr-un polinom de gradul » — 1.

Demonstrafie. Fie P{h) e= (= 153" — §3*t 4 .. & §,) polinomual
cargcteriztio atasat matricei 4. Teorema Cayley-Hamilton implick

A% e J A - L T AT

Frin recurents rezultd cd puterile A™*%, pe I, s¢ exprimi eu ajutorul
puterilor A% ... A, I
Fie acum o serie do puteri f{i) = Y}, a 0" cu coeficienti din . So stie

=]

cih aceste soril au sens pe acele spagii vectoriale pe care patem defing
puterea (* (pumere reale, numere complexs, matrice pitratice, endomaor-
fisme i), Teoria convergentei periilor de puteri o presupunein ennosculi
de Ia curszl de Anpalizd matematicd.
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6.4. Definifie. Fie of : V, =V, un endomorfism g1 A malricea pitra-
ticd de ordinul v alagald lui & in roport ev o basd div V. Seria ¥ a, 8™

[}
st mumeste gerie de endomorfizm, iar suma o 8¢ numeple funefie de endomor-
Sfiem. Seria N a,A™ se numegte sevie de matrice, far suma so & wtmeste

Juncfic de mairice.

Evident stndinl seriilor de endomorfisme se reduce la studiul seriilor
de matrice. P'e de alld parte teorema 6.3 (consecintd & teoremel Cayley-
Hamilton) szigurd ed 1) = En..-i' ge reduce la un palinom de gradul

n—1in A, unde § cste ordinul matriced A, Doncd Y, o, 4™ este convergentd,

atunci coeficientii acestui polinom sint serii conv E-rge-n't(-
in cazul cind A admite valori proprii distinete, Py ooy by polinomul
de gradul » — 1 se poate scrie in forma Lagrange

f{l’i} o i {.:!. Her 1!1:' e fd = }-.,_Lilll'j-l —_— ?‘J*I'Fj i u}
for (R — ) oo by — yoylng — Ryggd oo |: =g

Jiagh.

Egalitatea precedenti se poate serie i sub forma
-
A} = % Z 5,0
=1

unde 8.8, K] nw depind de funcfia 7 s dect pot T determingte prin
particnlarizares Ini §.
In cazul valorilor proprii multiple se aratd od

S =% Zuf),

] Feii

unde 9. ) sint valorile derivatei deordinal j o lui f, jar 2, e, (0} sint
mm‘m independente de f.
n particular se admit urmdtoarele definitii

m qm F __“‘__.a‘!.:-l . _mm 'T-:i
E_ — bl:u_l—_%][ L} {—?JH =1 ::us.-l—:;_,:,“i qu‘am'_l!

serifle avind maza de convergenjd co. Dintre acestea un rol deozehit il
joack malricea exponenfiald ¢t Deseord, in loe de ¢! 56 atilizeazh oY, e R
(vesi capitolnl de zisteme diferentiale liniare eu coeficienti constanti).

Exemphe 54 calouldm e pentrs malrices

1 3 &
d=lgp 2 —
00 3

Livoapees by = 1. dg= 2 Gy =3 sint valori prepril distinete sle Tul 4, seoultd
(o) (A} = Z,f(1) + Z2) + (3.

Fi)



Matricele 2, j= 1,2, 3 nu depind de [ 3l de aceen peniru & le defermina particularizinm
pe [, suecesiv, pein : [ e 2 — 4, {2 = 2 £ 1, {2 = =3 Alunch, J{A) = A— 1, fiA) = A + I,
fiA) = A% 38 din ()

FiAy o= A+ Ey & 2 E5, JIA) == 22 4 B, & 4F, fiA) = 3 4 42, 4 0T,
adn Ineft oblimem sislemul nsaificeal

L, m A—T
2, 4 3T, 4+ AT = A ]

)+ Ady + 88, = AT
cu solulia

Zyoem JHAR 4 54 4 B Hpe —AT 244 — 3], By 134T —34 4 20
Pentru fld) = 1!, objines
ol w 12AT F BA o BT o =AY o A — 3 e (AT =3 - 20,

87 Probeme

L Fie ¥ spatiul veetorlal ol lunciillor reale de closd C* pe {1} 5§ se giscanch valorile

propril § veclorli proprii ol cadomertismuliel of : V=1 definit prin g = 277, p(2) = 2f(sh
¥ z¢ (0, 1}

2. Fie ¥, un spativ vectorial real. Endomorfisenul 5 : V=¥, cu proprictatca Fo4-F =
se pumeste F-structord pe V. 58 we determine valorile proprii ale lul T tl-".-i ‘1’._.

s .53 s determine vaborile proprii $i vectorl] propril pentro endomorfismul o ¢ H'qm'
dxt prim matricea

4. 5i #¢ determilse pollnomul caracteristic al matricel Frobeniuos
M P Py, M
Femi1 o .,..0 L1

R | R | L]

B Fle "'E 'Elll{m L'e ‘ﬁln |tm Ve -#-gt[E? H
[ A —A ¥

B - ]
| —U4  UAV

PFresuponind det A = 0 88 se arate ofi polinomal carnetesistie al 1od B s divide oo 3R
€ 55 s0 diagonaligere matrlecs

4 6 0

A=)—3 —5 0

|—8 — 1



o Fie o : [R*=R* endomorfismul definit prin af{z) = (5, + 2rg=—dry, Ir, — Sr—3s,,
—dm — 23+ Rh == {7y Ty Db 56 50 delermine o bazd ertonormatd In [RYfatd de cars
matricea endoumorfismuelui sf fle dingonsid.

#i. 5§ se corecteme dacd matricca

1 & —3 5

poate fl diagonalimtd. In caz afirmativ 53 s¢ determine matrices disgonalimtoare (L
8 Flo of (R~ [R* endomorfismsl definit prin matrices

L] v} z 3

In raport cu baza canonicd o lul [R*. 54 se determine matricea Sordan pentra)®of I-Em"'ﬂ‘ln'
§i #f se gorle matrices corespuntdtoare pentru g : [R'— [R%

19, 53 'll::-thlﬂrnluu bars fajd de eare matrieen

G610

afe forma cancnicd Jofdai,

1. Fie of: [Bi— [R* endomorfismal definlt prin mabrices

in raport cu bazs canenbcd s Jui m'-. 54 so determine matricens Fordam p:u.h"ﬂ:"ﬂ'—-tm'
gl 6 se serle matricea corespunziioare penira of ¢ [R4— R

V4



12, Flr nairleea
5435 —1+1 —0—dl
Ao 2= 6 ==l
2B =1 —3=XN

eu elemente din (- 58 s delermine o matrtee wnitord T astfel &0 talrhtea TOAT sl Tle
iHumghiulard,

13. 5§ se deter mine veloribe propril gi vectoril proprid gl apaol =3 se dingomsilzeze matrices
artngonalkh

cenfl O wn @
s = 6 1 0 ]
—ain @ 0 coafh

1%, 558 = delermine valorile propril b veclorll propreli gk matricel antislmetrice

=1 =l L1

15, 54 pe delermine valeatea polinomulul de mabrice PLA) = AV — 447 & 047 — 44 £ I,
pentru matrices

[ 3 =] 4
i — 5 =2 7

=3 J =2 &

|—2 2 -2 3
16, Folosind teore ma lul Ca¥ley-Hamllten s8 se caboubeze A7 48 A", pentru maltieea
2 0 @
A=190 1 0]-
o 1 1

7. Fie ¥ un spatiu enclidian complex ¥ & 1 F= ¥ un endomoriism hermitiag, 53 sc arale
el ¢laf reprezinta up endo morflsm unliar.

1. Si e calcabeze maotiricen e, wndn
1 0 —32

A=| 0 0 oy
-3 0 i
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Capltolal 5
FORME BILINTARE 51 PATRATICE

1. Forme hiliniare

o dhgfinigie. Fie ¥V un spafin vectorial peste cimpul . O funcfie
.nF I-"".!{ V= K w2 numegte formd biliniard saow fensor covariant de
ordinul dod pe T docd

Bk 41y, 2) = kaf(x, 2) <= L3y, 2)
af(e, by 4 Iz) = kaf(x, ¥) -+ lof(z,2), &, 9,5€¥, &, le K.

Aceastdi deflinitie spune cf o formd biliniard este o fonctie de doud
variabile vectoriale, liniard in raport eu flecare variabild,

Enemplu, Frodusul scalar definlt pe on spajin vectorial real este o formall bilinkerd.
Conlfrorremply. Produosal salar definit pe vn Fpltl.u weclorial complex, ni csle o Tofmd
biliniars deoarece (£, ky 4 {2} = (3 kyj & (= 1) = Bix, 9) + §(5 ) o Bx, @) + K, 2

Fie @V, ) multimea tuturor formelor biliniare ps ¥, Adunarea for-
melpr bilinjare i inmulfivea co scalori se definese ea I fonefii ; daed
&y, of g AV, [K), atanci

[ "r:} i:r!.:l _— #:{'IJ'!I'.:' + 'il'fx'ry:lr
{jr' "’:] LTy il']' = .f.'d.l{.r,!r}, "f',l,' E l.'l(- ‘.r{mt!'} E FHF!
In raport ¢u aceste operatii mulfimea &V, K) este un spatin vectorial
peate cimpal K,

1.2, Definigie. Forma biliniard of :V 2 V = K ¢ uumesle  pimetriod

dacd of(z, y) = oy, x), Yo, yeV;dawd oz, y) = —ofy, z), o 20y

meste forma biliniard antisimstriod,
Fie V, un spatin vectorial s-dimensipnal peste iﬁmpu.l K =i fie {e,,

« vy £af 0 bazd in acest spagin. Pentru z, ye ¥, 2 = E By § = L ¥etn

tml F=1

gl a1V, x ¥V, =K o formd biliniari pe V,, avem af(z, y) = o (():l Ty
=l

Y, y,«-;) =% ¥ oo, &) coen co aratd ol forma biliniard o pe V¥, esta
Sl =1 =l
unie determinati dacdh se cunose cele #* valori ale o af{e, &), ,j =1, ...
c.o.s My pentrn wveotorii  bazei {e, ..., 8}, Notind a,= af{e, ) K,
egalitaten de mai sus devine

&z, ) = E E. Tl
i1 jmi
care ge numeste expresis analibicd o formel biliniare fatd de baza consi-

deratd.
Matricea A e [0,] Haxd{D) de elomente ay = of(e, &) s numesto
matricea formei bilinigre of in raport cu baza {e), ..., 6,}. Dacd introducem
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madricele coloand X e [r)] e Maaill), ¥ = [1] € Maxi(l), ntagate vec-
torilor & 3i ¥, atanei expresia analitich a formei bilinisre poate fi scrisd
gub forma matriceald

A,y =AY

Aplicatin care asocinzd fiecirel forme biliniare &V, XV, -+ K
metrices of in raport cu o bazd datd s spatinlnd ¥, este un izomorfism
intre spaginl vectorial #(V,, i) 5i spatinl vectorial &), In consecingd
dim #V,, K) = dim & K) = 0%

Dacii matricen A este nesingnlard (singulard), atunei o se numeste
nedegeneratd (degeneratd). In general, rangul matricei A4 se numeste rangul
formei bilininre =f.

1.3, Teoremf. O formd bilintard & 3 F, % Vo, = K este zimetried (anti-
simetricd) dacdl 8 numai doced matricea formed intr-o bazd o spainiuieste
gimetricd (antisimetricd).

Demonatrafie. Admitem cif o este o formd simetrici; atuoci dacd
A = [ay] este matrices formei intr-o bazd {¢, ..., ¢,} & spatinlui, avemn
= &F [y &) = e, &) = a; deci 4 = "4, ]!mipm1 pdmitem  oh
eXistid 0 bazd {&, ..., e.} aspativlui astfel incit matricea formei A = [a,)
este simetrich. Atunci Yo, eV oavem &y o) = 'TAY) ='1'UT =
=JAT = #f(x, ).

1.4. Teoremab, Dacd @ = [o,] € -#s([K) cale matricen de trecere de la
baza {'f"]r + --r'f'-} la baza {'-'-';.r vosytal din¥,, iar A = ["11;!,]: B = [bu]
sint matricele formei biliniare o : F, x ¥V, - K fafi de cele dond baze,
atumed

B =*CAQ.

Demonstrafie. In baza ¢}, ....,el} avem z = ﬁ xeel, § t ¥ £
Vol =i
oy y€Vy Dacd X'= (@], T'=[w) far B=[b,], b;= ofe, )
7= 1; . sot My este matrices Jul oF fatd de pcenstsd bazd, atunel &z, 9) =
= "I BY.

Po de altd parte matricele coloand X, ¥ 8 X, ¥ ale Ini = si v in cele
dowd baze sint legate prin egalitiifile X=0X"; Y=0F" againecit of (x, y)=
= IXYAT ={0X")A(CY") = ‘X'({CAC) T, Rerultd ' X' BY ='X'0A0)Y";
deef B = '"0AC.

1.5 Dhefinifie. Fie & :FV XV =K o formd Wlintard simelreed. Wul-
fimea Ker & = [zeV/af(z, §) = 0, ¥ ye V] se numeple nuclewl formei.
L6. Propozijie. Ker of = ¥ este un subspatin vectorial al lui W,

Iremonstrafie. Fie w, ve Kera!. Atunci ofu,w) =0, afv,w) =0
Yok Vel doch &, le i, avem kafin, w0) 4 Lafit, 10)=0 san o ku-Io, ) =
s= 0, Deci ku 4-Tre Ker &,

1.7, Teorema rangulul, Dack & : ¥, % ¥V, — K este o formd biliniard
simetricd pe spajiul vectorial u-dimensional ¥, atuneci

rang & = n — dim|{Keraf).

0



Lremonsirafie. Fie {¢, ..., e,} 0 bazik a Ini ¥, 5i A = [a,], o, I ma-
tricea formei hiliniare in raport co aceastd bazd. Atanci ¥Yx, ye ¥,, o=

s L] " mn ™ -
= E. &gy y - Ey]f.ﬂ '#l{!:r .H -= E E ﬂu:;ﬂ, = E ( ﬂlf_l"*rl'} .yj ore -:'"'-“t'ﬁ
o=

Jomsl ] el F=i -
el re Ker o dacit si numai dacih & este o solutie a sistemuolui liniar =i
Y
omogen ¥, dgx, = 0 j=1, ..., 5. Deel Ker o coincide cn mulfimea solufii-
o

lor acestui sistem. e de alld parte rang o = rang [a,], adicd rangul
Ini & eate egal on diferentas dintre numdml neeuncscutelor sistemului si
dimensinnea spafinini solutiilor sistemului.

& 2, Forme pitratice

Fie ¥V un spalin vectorial peste eimpul i ¢l &V 2V <K o formd
biliniari simetricd.

2.1. Definipie. Funcfia @ : ¥V — K definitd prin egalilatea {x) = of(x, »),
a0 numegle forma patrafiod asociald formei biliniare simetrice o ; o g0 zice
forma polard gan forma dedublatd a fui O

De exemplu forma pitraticd corespunziitoare prodosnlui scalar real

este phtratul normei euclidiene : o) = (&, x) = |25, 2 V.

Intrucit pentru a,ye¥, Qs -+y) = af(x 4§, & + ¥} = af(z, x) +
-+ @, w)+ Sy, 2} Ay, ¥) = fx, w)--20(n, gh-+y, y) 5 S, y)=
=afly, z}, rezultd,

af{x, i) = 1/2[Q(x + ¥) — Q) — QAy)].

Aceastd egalitate arald cd dacd se cononste forms pitraticd O, atunci
forma biliniard simetrich & cate perfect determinatd.
Presupunem dim ¥ e o, Dacit {e, £ ..., 8} este o bazd in spajiul

vectorinl ¥, atunel pentru orice e Fy, & m ‘2_, Tty AVELD
=

Q) = (5 9) = 3} 3, aueer; = XAL,
B ] Jum]
unde a,; = of{e, &)y 1F =1, ..., X = '[x, T4 .. -3 . ). Do aici deducem
i matrices gl rangul formel pitratice @ coincid respectiv cu matrices si
rangul formei biliniare simetrice o asociate lui Q.

2.2, Definifie, Fie o :V X V=R o formd biliniard simetriod g O
forma piatraficd asoviald, Vectorii o, ye V s¢ numese orlogonali in raport
e o (sau Q) dacd oz, ) = 0,

2.3, Definifie. Fie U = V un subspapiu eectorial al Ini V. Mulfimen
Uk o {peVFlafc,y) =0, Yrees] & numeste complemeniul ortogonal
al lui U in V fﬂl-ﬁ de =,

24 Teoremf. Fie & : F x V= R o formi biliniard simetricd.

1) UL eate subspatin vectorial al lui V;
2) dach {u, vy ..., 1, eite o bazd in U, apartenenta y € UL cste echi-

valenid eu sistemul
athy, ¥) = 2ty )= ... = Sf(u,y)=10;

Ta



3) dacd dim F = s avem dim U - dim U+ 2 dim ¥V ; egalitatea are
boe dack o este nedegenerati ;

4) doedh o (U, of U~ gint restrictiile lni »f la L7 81 respectiv UL, dim F=n
rezulis

U@ Ut =F « o U este nedegencrati.

Demonstratie, 1) Fie g, 9.6 U4, Atunci  &fa, 5n) = 0, oo, ¥y) -
0, Pentru & le R avem Eafiz, v} = lafla; ys) = 0 sau  afx, Ly, -
+- lys) = 0. Devi by, - Iy, € UL,

2y ye U implicd #r,9) =0, ¥Yoel; in particular offu,, ¥) =0,
f=1y. 0y decarecew; € U, Beciproc, &z, y)=0 pentru orice re L decarece

# #
daciz e U avem o= Y, xan, 2 € R 8 ineit o (2, ) = ‘E @yt 4) = 0,
=]

Le=f

3) & se veden problema 4.§3, din [48].

4) Admitem i restrictin &0 este nedegeneratd,. Aceasta inzeamnid
e singurul veetor din U7 ortogonal pe tofi vectorii din [7 este wvectorul
nnl, asa ineit £ n U+ = {0}, Com & este nedegeneratd avem dim L5 4
4 dimIt = dimF; deci U@ UL =V, Reciproe, dack U@ Ut =F,
rezultd I n '+ = {0} aga incit &f (U este nedegenerati.

Qbserrafle, Chiar dacd o formil bilintard of (sau () este nedegenernid pe spatiul T, se poate
Intimipla ca resteictiile ¢l la snomite subspafll Yoctoriake ale Ind ¥V & [le degenerate. De eXern-
plu, formn pAtrticd (Nz) = 55 + 21 — 2§ esle nedegencratd In (R dar restrictia ef la sub
spatiul £ = {x& m'::.-— Iy = DJ. este degenerati avind ramgul egal cwo unitates. Intradevir
dacll facem schimbarea de coardomte 2, = o, T3 = Fp T3 — 05 = § locma pEtraticd devine
(Ng) = o} + 2y — 43, Prin schimbarea mentlonald, mullimes 17se serie I = (pe Ry, = 0}
st atuned (2 /L7 {y) = §{ care evident are rangul unu. Pentra o obiine complementul ortogonal
L%, Me o bzl In U7 formati din vectorid u, = (i, 1, 1}, my=(1, 1, 1}. Vectoril g& {74 trebuie
ul verifice ecuatile offmy, p) = O, of{uy, p)=0, adicd gy — gy = 0 g + gy — P =0 cu solufia
gencrald py= 0, ¥y = o=@ Deel §= a8 108,

2.5. Definific. Un veelsr x€ V' se mumegle izolrop in raport cu o formd
bilinigrd simetricd of :V 2 V< @€ (sou relatic la forma pétraticd asociald
&) dacd Qiz) = of(x, )} = 0. '

Exemplu. Pentru forma bllintard oF 1 @ = = (L &f(x 00 = 24y + 204 forma pltratles
nspeiatd este definitd prin (J(z) = &} + 5L Din Qx) = 0 rezultsi Ty = 4 Ir, a5 Incit veetosii
Izotropl ai farmel siat (2, 02,) § (2— 12} 0 7€ . Deflndiin 2.5 spune of un vector xg@ ¥
este lzotrop daell 3l numal docd el este ortogennl ul tnsugl ; evident vectorul nul al spafiuluol
eite loldeatona izolrop decarece (N0} =0,

26 Definifie. Fie oF ; V., X ¥Fo— R o formd Wlimiard simelricd, O bazd
&a,, €3 -+ oy fuf = Vo 22 mumegte bazd ortogomald in report cu forma of

ped afen ) =0 pendru 1 ¢ 3, ,]=1,...,n, adicd veclorii i #inf
ortogenalt doi oite doi fold de forma o,

In raport cu o bazd ortogonald matrices formei este dingonali,

dy 0 0 ... O
daw|? 0 0 ... @

o 0 0 ... 8,



dack notdm ay= ay, | = 1, ..., n, atunel expresiile analitiee ale formme
fliniare & g1 formel pitratice asociate Q, devin,

AT, ) = ‘|i-ll- o, Qix) = ‘il BTy

Aceste expresil Se mMunese erprestl conented corespunzatoare  formed
biliniare simetrice o si respecliv formei pitratice @ In acest cax se spune
e forma pitratied @ : V, — R (reapectiv forma bilininrd o) o fost redusi
Ia expresin conomicd.

3. Reduceren formelor patratiee In expresin cononied

3.1. Teoremit. Dack Q: ¥V, —+ R este o formil piiraticd pe spatiul V,,
atunci existdl in ¥, 0 bazi ortogonalfl in raport cu @, adicd o bazd fald de
care z) 54 aibd expresia canonicd.

Demongtrafie. Admitem cazil eind forma palratics O este nedegenerats.
Aceasta insepmnd of s polars el & eate nedegeneratd. Vom folosi inductia
duph ». Pentru » =1, bazn este formatd dintr-un veetor nemul. Fie
# = 1. Deoarece & este nedegeneratd, Ker & = {0}, coea co insesmnd of
exisld veetoril x, ¢ € P, n3a ineit of(, ) o 0. Atnnei cel potin noual dintre
gcalarii &f(x -y, & -+ y), Az, o), oy, v) este nenul. Deci existd un
vector ¢ € ¥, aga incit offe, &) # 0. Fie atunci U = V, sabspatinl vee-
torial generat de veetornl ¢ 2§ I74 complementnl] Ini ortogonal fatd de o
Deoarece vectorii din U7 sint de forma ke, ke R 51 of(e, ke)= Eaf(e, &) #£0
pentru k+ 0 rezultd edl gi restrictia .nr,l'i.’ este nedegeneratd.

Conform teoremel 2.4 avem V.= U@ [+ gl restrictin &[0+ este de
asemenes nedegeneratd. Aceasta aratdh o dim U+ = n - 1, decarete prin
eonstructie dim L' =1; prin ipotezn de indoctie, in UL existd o bazi
notatd {£s, &y . - ., &) ortogonald fatd de restricfia o (U2, deci §i fatd de o,

in felul cum an feet construitl; veetorii e & ..., &, 8int ortogonali
doi cite doi fatd de o i deci liniar independenti. fu adevar, ecimlin
Kyt eee Fhta =0, KR, i=1 c0nyn, Implicd 0= &fey; ey -+
ks Fooas ke . R m Rafle )y te=1, ...;n8 Helafin
affey, ¢) # 0 conduce laky =0, i=1,...,n In conclozie {e,...,e}
constituie baza cfiutati.

83 considerim cazul ecind o este degenerstd, adicd Ker of o {0].
Notim U = Ker of i fie W = ¥V, subapatiul suplimentar cu I, adick
UOn W= {0} il Vy=UgW. Conform tleoremei 1.7 avem dim I =
= n—rang & sistunci dim W = dim ¥, — dim U e= 0 — n - rang o =
= rang & ceeld ¢o inseamnd off restrictia & W este nedegeneratd, Notdm
o im W = rang &, Conform primului caz existd o bazd {f, .. .0 Ss)
in W ortogonall fatd de restrictin & W i deci & fagdl de &, Completdim
peeasti bazh en baza {fo.q, .. oo for 8 lni U7 ggn incil obtinem baza {f, ...
cospfun ooy S @ i ¥,y ortogonals fafd de of (vectoril fouy, - .., fo aparti-
pind lui F= EKer o satisfac ithtile &AL R =0, k= § Li=
=P 41 ..., 8). Azadar, in ambele cazuri, s-0 putut ghsi o bazdi o lul V..

3.2, Teoremdl. Dacd rang of = p << o stunei orieara ar fi baza {e, ...
vony By @ Ini ¥, ortogonaléi fafji de forma biliniard simetriclh & (san Q)
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exact p dintre scalarii of{e, &) = ey}, . . .. S, 2,) = Qle,) sint nenuli;
adicd; oricare ar fi expresia cononied a lni & (san Q), numdnl coeficient ibor
nenuli este acelasi i anume egal cn rang & = rang (.
Demonsiragie. Fie [e, ..., 6) o bazd o lui ¥, ortogonali faid de of
aga incit Weye) # 0, imly .o § @lepe) =0, jmg-+1, ...,
L]
Atunci @ = ¥ ne e Ker of = ooy, x)ml, kel .o neal ooy, &) 0
k=i
cocs o implich o) = 2pm . .. =oe=0 deoarece e ) #0, k=1, ... .
Asadar dim Ker of = n — g §i cum dim Ker & = o — p (decarece rang
& = p) rezultd g = p.
Un proceden practic de a constral o bazd ortogonali fatd de o formsd
phtraticsd O datd, adicd bazs fatd de carediz) ze rednee by expresia canonicl,
il constituie metodns lui Ganss.

3.3, Teoarema (metoda Gauss), Fie @:V, = € o formi pitratici pe
spatiul vectorial complex ¥,. Atunci se poate construi o bazd {e), £g0 000y raf
in V,, ortogonald in raport en O, fatl de care Q) s se reduch In expresia
canonie.

Demonstratie. Fie {fy, . . ., f.} 0 bazi a spatiului ¥, 5i Qa)= 3, ¥, ayeir
=l ju=i

expresia snalitich a formei In aceastd bazk, Dacl ay=0, i = 1,2, ..., n

gl @ nu este identic nuld, existd cel putin un element o, # 0 pentru § # J.

Prin transformarea de coordonste &, == 2] + 2, ;= o] — £, & = I

k% 4, § expresia formel pdtratice devine Q) = i dppr; in eare oel
LT
putin unul din elementele diagonale af, ¢ = 1, ..., # este nenul (deoarece
oo = g — 8.
Notiim ou {e, . .., ez} baza lui F, fatii de care coordonatele lui x sint af,
i =1, «..y f Matrices de trecere eate

(1 @ ...0 O...0
0 1 ...0

=0 0...1 1...0

Fardi & micsorn generalitatea, putem admite od ay, # 0 agn incit putem

sorie ((z) = mye® 4 2 .E mpriry 4 Y, ey Adfugim gi selidem terme-
= feful
nil potriviti pentru a obfine pitratnl formei liniare 'afyz) + a2l + ...

. = af, &5, ndick

l 1] r r L = [ r
Qix) = === (ayyxy 4 ajaxi + ... a1 4 b2 A

(1l ip =3

6 = & B3E Bl



ande % ayea; nn contine pe 2y Fiele's &1y . .. ex | baza din V fatl de

LPE]

care mnﬂ]unnte]o vmuurului o 88 eatiefacd egalitijile x)" = aga] 4 agrs 4

SRR O A AR TR S W m[:u:urtr.:u noeastid bazd, cXpresim
formel pitratice devine Q{z) = ITE* = E alyz'ey’. Suma hz) =
Ty 1e f=2

= E agay o cste o formd pltratich in » — 1 variabile aza inclt poate

i, famd
4i tratatd asemianditor.
Matricea de trecere 1a nous bazd este

_1 s o]
i £ " ¥
iy iy iy
Oy = 0 s NP |
i O i 1

1n conlugie, dupd cel mult # — 1 pasi obtinem o bazdk {e, ...y g In Fyy
ortogonali fald de @, forma pitraticd reducindu-se la expresin canonieds
ware reprezintd o sumfi de pitrate de p < o forme liniare independente
4p == Tang Q).

Exemple. 1) Pentri forma pitraticd (] : [RY— [R definitd prin (42} = 55y — 35+ 55
in haza canonbel a laf R avem ay=0, {= 1,3, %

Prin schimburca de coordonale £y == 2y 4 i, 3y = 2] — 1), £y = 23 obtloem () = 5'—
e T8 e g} e Broxy. Folosind matrices de trecere

i 1 @
= |1 — 0
o o i

'ﬂ.]m bara mowd E[—E:_"""l_. E;—E*-l-l-, l.;:-tl'
In Qush = (=] — 122)F — 2% — Jazlet — 1M2{2 noldim z{' = 2} — 1125, ' =

gy @ x3ogl eblimem [Hs) = s'3 — 2T 3ol il I.r:n careapunzilaane ﬂ-tl
-t["-r.:r"—r, CARR "'I-nrnuirIMMImrrrm

10 12
G=lo 1 o |-
0o 1

Ascmiinfitor, (Nr) e 5% — (5F + 3220 P+ 220" asa Incdl, prin_ schimbarea de coor-
domnate .l-‘ PP lt i"'" - .r" 4+ 352 .'r"' ;'f - .f‘_ . SN ﬂ[r} ] .:I"'i — gfrrl +!1-;”:
e rlrprlr.l:l.n.l:!. expreslo mnnnlt'l a l'url:ul]. Bara, ertagonall fafd de ﬂ fagd e care am abfinod
ateastd expresic exle Pormald din vwedordl o '=es45; r';"-un, =gy ity = oy Dy oy

G2



{rge r3 e sind veeloril bapel comomdes). S-o foloxit matriees de irecere

to o
o=lo 1 a2 |-
o0 1

Alntrieea, 'If;", gy eyT] e G AC, NG ey, e a)
2) Pentru forma pdtraticd : [R'=+ R, (z) = 927+ 0234 1200 =105, 5, —
= 2ryry, In baga camonich o lui [R?, ohiinem succesiv

(=) = 119 0ty by =5,/ =306,00F — 25,92 + 62§ -+ 623 = 2ryr, o 1908, 4 br, = S, +
+ 2] -2x,x, $29/903=19 (0r, L Gr, =32 4 12022, — 2, =172 4 209 35 1/0(02, + G5, —
= Sx' ¢ 12{2xy —xy)? + 49108 5 = 10T + 1/2] + 49018 3, unde, y, = 9x, & Axy = buy,
Uy =25~ Yy 33 jsint coordonalele lui ©in boza artegenali fafd de 0, Toramabd din vectoss
f =10, fy==3e 412 £y =380k 102 & 4,

3.4, Teoremdi (metoda Jacobi), Fie @:V,— R o formd pdtraticd st
A = [a,] matricea ei in baza {&, ..., 4} & lni V.. Daci determinangii

Apem gy, Ag= || A —detd sint penuli, existi o bazd

Ty Fap
{I:_r- ...,f,} in I". mﬂ- de o EIPI"E'E“ f‘mﬂ Pﬁmtim E d“iﬂ.ﬂ' ﬂ'{:l'] =

= E-'?'-'izii, unde xf, i =1,...,#n, gint coordonatele lui o in aceastd

LT L
bazi; A = 1.

Demonstragie. Cutdim vectorii fy, ..., fo de forma fy = opey, fi = oyey -
£ Cogfiys o v vy fu = Cagly 4 Cagfy .o 4 Cunfs 85 IDCIL 5 avemn ([, &) = O,
1a)<ign,ior o(f,e) =1, unde & este polara formei pdtratice .
Scrise dezvoltat, aceste conditi devin

A (for ) == Cyityy < Cgl g -+ o o Gy =10

& (fir 5) = €ty + Cigllag -+ oo o - Colty = 0
-"'Lf:rfﬂr—l:' =r‘-'u¢-r—1,: + Coptliy g o oo Gy = 0
A{fy &) = ey + el + ...+ opiy = 1.

Aceat gistem are solutie unicl, deoarece prin ipotezdi determinantul
gistemmiui este chiar A; # 0. Regula lni Crammer d3i

o IR LB 0

LU Oy i-y O

Ty T | 1 - By
fu A, S v



asa incit baza [f,, ..., fu} este perfect determinatd. 8 gheim acum expre-
sin formei pltratice in aceastd bazi. Matricea loi @ in baza [f, ..., [}
este matrices £ de elemente b= &(f,. fil = & (fo, 008, 4+ ... o) =
w Ol (o o)) 4l fey 8g) 4 00 ey fy, £) ; cum 2(fi, e) = 0 pentru
J =i (prin construetie) deducem of b= 0 peutm j < i. Din pro-
prietaten de simelrie a formei biliniare & resnltd i by =0 g pentm
J =4, In concluzie by= 0 pentrn o j. In plus, dacd j = i, stunei b, =
= "nr{.rll .ri}q: Fﬂ_ﬁ- iy o R, o ":ﬂﬂ} -—'F.l-ﬁﬁ.fr.- IE'|.]"|' e ﬂ!.l-—r"f.ﬂl 51-1] =i

F. v
+ il (o &) = 0y = '-Aqi; f=1,...,0 In baza {f, fo ..., L.} svem
- " .Ii
Q) = F bowia) = 3, 2t gt
: F.:L:: it ng a
Exemplu. Pentru forma pitmabicl = (U5) = 81f + 2] + 4z} —dnyry —dnyzy, s =
= [Ty T 2g)8 [RY matricea atamtd In baza camonicd o lui [RB* este

5 == =—1
Ami_2 8 0]
-2 0 4

b =12
Minorll pripelpall 4; sint b;-un-ﬁ.-l!l.zl 3 ‘I-H. Ay =it A = 8. Cum

1
&, = 1, rezulld expresia cancnbed

1 ] 13
P PR Ry}
=) 5'+,-u.:;+m!;

In baza formatd din vectoril fy = 1 [Sey, fy = 1130, + 5206, [ = 3/20e, + 1/20e, 4 1340%;,

4.5, Teoremd. FieV, unspatin vectorial real euelidian, Daci @ :FV, =+ R
este o formd pitraticd {mﬁﬁ atunci exizt® o bazk {fi for < - -, fo) & Iui ¥,

fagd de care expresis canonicd o formeld este Q(r) = E Reriy unde dg, Agy o v -
1

..y by sint walorile proprii ale matricei formei, fiscare valoare proprie
fiind serisd de atites ori eit este multiplicitates sa, iar o), § =1, ..., %,
sint coordonatele lui # in aceastd bazd.

Demonstrafie. Deoarece matticen formel @ este o matrice simetricl reals,
ea admile numai valori proprii reale gi se poate diagonaliza. Atunei baza
cntatd {fi, . .., fu} este formatd din vectorii propril ortonormati al matriced
formei. In aceastd bazfi obiinem expresia canonicd a formei. Anume daci
notim prin € matricea vectorilor prii ortonormati, prin schimbarea
X = O0X, X ="z, ..., 2], X' =[xy, ..., 2] 3¢ obfine imediat expresia
Canomnicd.

Eemple, Fle forma pitralicd 2= (2 = 2] & 725 ok 55 == Bayry == 161, %,; — Bnydp
=€ [R% in baza canenicd a lul [R* In acvasta bazd, matrices formel este
i —i —8
A=l g 77—

—8 =4 1




care afe valorfle propril By = — 0, 3y = 3 = 0. Veotoril propril arfensrmall corespanzitor]

um’.-(%. . ':) r=-[u. _-vl: FL] r,-[;r:. 3;;. a;fu']’*‘

imclt matrlces de trecere la acenstd Dbazd edle

53 il —si3fs
C=lim —u)s 2i3f’s
33 uys 173)8

Prin tRnsfofmafea X = CX' gbllaom {Ea.':l - ﬂ'r;" + ‘h:;’ -+ il.!:'.'.

&4 Sigoatura unei forme patratice  reale

4.1, Definitic. O formd pateatiovi @V == R ¢ numeste pozitiv semide-
Sinitd (negativ semvidefinitd) dosd Q=) 2 0 (respectiv Qixz) < 0) pentrn
orice v V. Forma pitraticd O se numegte poziliv definitd (negotio definild)
dacd x) =0 (respectiv Q{x) < 0) pentrit orice © & 0 din F. O formd
biliniard simotricd o : V = V= R s¢ numegte positiv definitd (negativ
definitd, pozitiv semidefinitd, negativ semidefinitd) dacd forma patraticd
agociald O are acenstd proprietale.

Exemple. Produsul sealar definil pe un spafia vectorinl real esle o formd billnias simeteled
W pozithy definlts,

Obsereafie. Dacd existd &8 V oas lucit £4a) = 0 8 5€ ¥ oom dnclt Q{2 < 0 spunem
el forma pdiratted (] cste asdefiniid,

Metods lul Facobl we pormite si obiinem o condijie necesaed 8l sufichenid pentra ca o
formd pitraticl (F:V, — [ sa fle podiiv definitd (respectiv negativ dellnlth).

4.2, Teoremd (criteriul lui Sylvester). Dack sint indeplinite condifiile
teoremei Jacobi, atunci forma pAtraticd @ : ¥, - R este pozitiv definitd
dacdt =i nuwmai daci A, >0, i=1,2, ..., # 3i cste negativ definitd dacd =1
oumpi daek (=L1)*3, >0, k=1, ..., %

Dymonstrajie. Fie ¢ pozitiv definitd. Admitem prin absard cf existd
un A, =0, 1 o p < n; azeasts inzeamod cd uns din linkile Jui &, cste
o combinatie liniard de celelalte, adied existd numerele k. ..., k, no
loate mule, astfel en Fogp by + -0 +hay=0, i=1,....p
adiedl &y of (e, &) 4 Loaflleg, ) 4 .. 4 kpafie, &) =0. De aici reznltd
Aty + ... + kgm0 i=1,...,p, deonrece o este o formi bili-
niard simetrici. Amplificind prin k&, § = 1, ..., p 5i sdunind relagiile obgi-

#
nute, glsim ,{-L.u'( ke & ) o+ kgt (‘f; ki e,]+... + J:,.u'[; Kotar e,):ﬂ'
] = =
# #
sau o [E | ‘E': k,pr] = 0. Rezultd Y, ke =0, deoarece of este admisd
1 =l
pozitiv definitd. Com k, § =1, ..., p mu sint toli nuli, rezultdi ci wvec-
torii @, ...,#, sint lininr dependenti, eeea ce contrazice ipoteza cd
{81 B2 ..., .} este bazd in V. Deci A, 9 0, p = 1, ..., n. Mai mult, conform

B3



teoremei 3.4, existd o bazd o lui T, fad de care Q(x) = E -T."‘;‘-"-- 2% si cum
=1 [

Ay
@ ezteadmisd pozitiv definitd, reznii i — J——"« =0, adied 4, 0,01 =1,
i

Heciproe, daci &; =0, i=1,...,n reultd ':" o | PR

i
gi ddin Q)= i Jl - ayf deducem (z) 2 05 Nx) = 0 2] o xf = ...

(e} i
cor = xh = 0, deci £ =0, In coneluzie Qiz) >0, ¥ # 0. Dacik @ este
negativ definitd, rezultit il forma — este pozitiv definitd &i totul se repetd
ca mal sus avind in veders ¢ matricea Ini —@Q este —A = [—a,;].

fud Definifie. Fie expresic canonicd Qz) = i & a wael forme peilva-
L]
l'.-t'.a &: V= R in care p coeficienfi sint strict pozitii, g sint strict negalioi,
tard =n — (p -+ q) eint wuli. Tripletal (p, g, d) se numegte atyuﬂl'umﬁ;rrmm
péitratice Q. :

44 Teorema (legea de fnerffe). Signatura unei forme pdivaties este
invariantd s schimbares Dazel fafd de care are o expresie canonicd.

Demonstragie. Fie {8, ..., &) {ef, ..., 6L} = ¥, douit baze in ¥, ﬁi{.-
de care forma pdtraticd @ : V, — R are expresiile canonice

Q) = E o, x= ilz.n s respectiv Qa) = ¥, bt
i =

#=1

& o :Z rje;. Putem considera cele doull baze astfel incit g, sily i,j=1, ...

ot 8l fie 1, —1 san 0.In plez putem presupune (eventual printr-o
rmnmmtnre] [ﬁ. primii p—:opjininn[i sint +1, urmdtorii ¢ sint —1 &i
reatul nuli, adicd ¥ x € ¥, & aven

# Bt
(a) E{#}=Ea§- Y o in baza (e, ... 60,
] Bt 1

gl gnalog
B Frag”

(as) A} To'— 3 o 10 b {6y ns tods
Fam st

H.Jg;luLunIe mrm;ﬂmr_ﬁnmm fiind  {py s ) gl [p,q,d‘j S8 aril.nm [
p=3" sl g=¢g" 853 presupunem ci p # p' &l anume ¢i p =p' Fie U
subapatinl gencrat de vecfolii &, éy ..., 6 5 U’ subspatinl generat de
VOCTOTHL nigps o« -y B dect dim U = pi dim ' = n — p". Ipoteza p = p°
implich dim U7 4 dimll* = p -6 —p' =5, Br aceasta arati cd subape-
tinl U + UF nu eate semil directi de subspatii s deci &7 n U" & [0},
Fie e ln U, 2 &= 0. Atunei 2= 28, -+ ... + 28 = Tpl +

e Bty BB S =y ...+ R0 ... 2=0-2, in bazm

86



Ker veeg fap Bl din egalitates () avem

Qix)=af+ ...+ 205 o=00)+ ...+ 0ep + 2ty + .o« + Tofn
in baza {¢f, .. .. 2} aza locit din egalitaten { ,4) vezultd Qix)= -3~ ...
e — S w0,

Din cele dowid inegalitifi deducemn Gix) o 0, ceen ce implich &y = 7 =
= ... =8 =08Tpy=... =2, =0 #i deci ¥ =0, care conirazice
faptuled x # 0. Rimine p o« p* 51 analeg se aratd c¢i p' < p, 058 ineclt
se objine p = p°. Analog rezultd g=gq° ; deci §i d =", in eoncluzic (p, g, d)=
= (p" ¢, d').

Forma pitraticd @ : V, = R este pozitiv definitd dacd si pomai dach
ana din nrmitoarele conditii eate indeplinita

(i) are signatura (u, O 0},

(ii) determinantii 4, ¢ = 1, ..., n sint strict pozitivi,

(iii} valorile proprii ale matricei A sint strict pozitive.

5. I'robleme

1. Fig Py spatiul vectorial ai lupethlor pollnomials reale care au cel mull gradul teed 3
11

fle & : Py Py=— [R funciis defielld prin of(s g) = ig.ﬂm'{l:rdhh.

U
1) 54 k= ornte ed o edle o formi INlinkard.

) 5% se defermbng matricea ¢l In bara canonbed o spatiulul 3§ apol matflcea o In baza
(B —1, P, & =¥},

2. S i fonctis o @ RO [RY— [R delinits prin S(F ) = Ty — Tl b Tl — T -
=+ Eylfy = Tglly <k Tyl — Talfy - Tally — Yalfy -+ Zally — Dl

1) 58 8= grate el o oste o fonmd bilindars.

2) 3 e delermilne matrieea corespanziteace fermel In raport en o ﬁ r-{l,l,ﬂ,lﬂl},
fgom {0, 0,0, 00, f = (0, 1,0,1) f={1,0,0 1)

& Fie ¥ un spatiu ewclidian complex 51 50 ¥ = ¥ un emlomorlism,  Ikfinim  forma
pltratich = — (}i2) = (F(zh, =), ze V.

1) 58 se peate of dacd 5 este hermitban, sbuncl (M=) & B, Y5 & ¥, far dach 5 esle
antibermbtian, atuncl (Y= este pur Imaginng, ¥ x & V.

2) 58 e verifice relatlile Jifz) = LN, WiE L (M= + ¢ = (N=) + Qph + (Fizup) +
+ {(Fiok =i W, pe 1%, 4i sd se scrie formula corespunziloare peatrn Nz + ip).

) 88 se verlliee implicalia (W=} =0, 2€V = Fiz) =0, 2€ V.

4) S se prate of daed (Jx) este real, WrE ¥, atened F° este hermitian.

4. Fle formy pitratics 3 [R*= [R: (4=} = 32] & 2r.0, o br, 5480 determine valoarea
parametrulul e m:lﬂ.fﬂ“ weclarfl &= (1. ) ¢l g = (i —1) 8 fle artogonall In Fopeort
cu forma

B. 5 df forma phtratich = — (=) = 523 + 6d + 42 — 427, — 4zy5,. 1) Utitizind metoda
Nlul Gauss, metoda lal Jacobl g respeetly motoda valorilor propril, a5 se aducd (N} la expresly
capomled. 2) 53 s¢ wverlllee teorema de Imerile.

a7



€. Se di malricen

-
ﬂ-:‘i":l
S oo e
& a0 -

1} 5% ¢ scrie forma pilraticd corespunziloare $ 8d e glscatcll cXprosia caponicd.
2y EE se werilice teofema de inerliv.

7. Si se arate of forma pitrtics 2= Q= %, ¥ et O, R ete

=i =
pozitiv definifd.
L1
B. 53 se reduch forma pilratiel == ()(1) = ‘E F+ % 5z, 26 R In cxpreda .
= P ]

eanled.

B8
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GEOMETRIE ANALITICA IN E,

Capliolal 1
VECTORI LIDBEI

§1. Veetori liberi

_ Fie [Ey spatinl punectual tridimensional al geometriei elementare si
A8 un segment orientat (fig. 1). A se numegte originea, iar B se numeste
exbremitaten segmentulni. Tn cazul cind originen 8i extremitaten coincid se
obfine segurentul orienfal wil, Dreapta determinatd de punctele 4 si B
s nneste dreapta suport a lui AR si se notenzd cn AB. Aceastd dreapti
cale unie determinnid numai daed A < B dreapls suport & segmentului
orientat nul este nedeterminatd. Dok segmente orientate se nmmese (1)
mfr'.lr{cr:i*r.ﬂ] paralele dacdh drepteles suport sint {1) egale respectiv (2)
porilele,

L1, Ixfinifie. Dowd dreple din [E, a% aceeasi diregiie dacd sind paralels
M i,

1.2, Teoremdi. Belatin binard ,aceeasi directie™ cate o relatie de ochi-
valentd pe mulfimen dreptelor din spatio.

Demonstragie. Relatin oceeasi direcic™ este reflexivi, simotried si
tranzitivi, Reflexivitaten este totuna eu egalitatea, Simetria reznltd din
reflexivitate 5i din simetrin paralelismnlui intre drepte: DRIY = D' D,
Tranzitivitatea decurge «din faptul o doud drepte paralele e o a treis
sinb sau egale san paralele,

Pentrn relafin .aceeasi direefie™ clasa de echivalentd determinatd de
o dreaptd se numeste direcfie dreptel respective, Altfel spus o direofie
este o Tunilie de drepte paralele (fig. 2), fiecare dreaptdl din aceastd familie
fiindl un reprezentant al directici din cave face parte,

Un segiment orientat nennl determind unic dreapta suport. De aceen
direetia droplei suport se poate atasa direct segmentului orientat eare
dletermingd dreapia,

; il
pd >

A
Fig- 1 . =

2]
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1.3, Definifie. Dond segmente orientote neunle aw aceeasi direcjie dacd
dreptele lor suport gind paralele saw coineid.

1.4 Teoremd. Eelafin binard ,acecasi direcfie" pentre segmente orien-
tate nenule este o relagie de cchivalend pe mulijimes segmentelor orientate
nennle.

Demonstrapie, Temd.

Pentre segmentele oricntate nenube, divecfiile sint clazele de echivalents
ale dreptelor suport relativ I relatin aceeast divecfic”. Admitem cb
directiz unui segment orientat nul este nedetenninats,

Pe o dreaptd se pot stabili doud 3 numai doudd sensuri de parcurs (ordini
ale punctelor drepled, conzecinte ale axiomelor de ordine) pe care le notim
prin sigeti (fig. 3). O dreapti impreund en o alegere s unni sens de parcurs
a0 nnmeste dreaptd oriendatd.

Indicares unui sens de parcurs pe una dintre dreptele paralele, ce defi-
nese o direetie, defineste un zens pe toate drepteles fosiliel respective--O
direciie pentru care este dat wn sens de parcurs pe dreptele famitice care o
defineste se numeste direcfie orienfald,

Con segiment orientat nenul AF determind unic dreapta AB i un sens
de parenrs pe aceastd dreapid @ sensul de 1a A citre B.

1.5, IMfinifie. Dowd segniente oricuatafe nenuls coliniore auw aoelagi  gens
dacd senssrile dederminale pe dreapio siporl comund coincal, Dowd  segmeiie
prientate wewitle paralele au aeclagi sens dacd exfremitifile lor se afld in
acelagi scitiplan determinat de dreapla care wnesic  originile  seqmentelor
(fig. 4) im planul dreplelor suport paralele,

1.6. Teoremit. Helagia binard .acelagi sens, pentrn segmente  orien-
tate nennle de aceeasi directie, este o relatie de cchivalenii.

Ihemponstratie. Temd,

Ruolatin ,acelazi gens™ implicd relnjia accesti directia™. De aoeea exiafid
numai dond clase de echivalenti relative I relagia ..ocelagi sens™. Conve-
nim =& numim aceste clase senswri: eensul inifiel impus de nn segment
pricntat nenul fHxat s opuswl ghn. e asemenes admitem ed sensul nmmi
segment ovieptat nul este nedeterminat. O directie impreund en woul
dintre cele dowd sensuri posibile este o dircefie orientald.

Lungimen (norma soe wodulul) unti segment orientat 1B se defineste
e fitnd Inpgimes segmentubn neorientat [AB], adicd diztania da Lo punctul
A la punetul £ Un segment orientat are lnngimen zero dacd i numad dack
el egte zegmenti] nul. Doud segmente moorienlale core an aceeasi g «
2@ Mumese soeererla congruente,

L7, Ihfinifie. Drowd segmenls orienfale g aoerags Tugime oaed sogoieniole
negrientale corespuradioare sirl congrieente,

a0



8. Teoremi. Liclatia binard ,acceasi lungime™, .
pentr segmente orientate, este o relajie de echiva- B
lent .

Denonsiratic. Relajia de congruentd este o relagie
de schivalenti.

Relagiile ,seceasi direclie', pacelasi sens”, ace- X
easl lungime” pentru segmente orientale genereazd
o nowd relatie pentm segmente orientate mtilizatd
penity definirea nofiunii de vector liber. Ky &

bk S,

1A, Definitie. Deowd segmente orientate weanle ze mimese  echipolents
dacd auw aceeani directie, acelagi sens gi aceeagi lungime.

Dacd AF este echipolent cn €1, atunci vom serie AE ~ €D, Se dove-
deste usor ¢ AN ~ O = AC ~ BI (fiz. 5).

Intrucit relagin ,acelasi sens” implicd relagia ,aceeasi directie”, echi-
polenta este sinonim pentma ,acelasi sens 8i aceeasi lungime’’, Existd insd
suficionte probleme concrete care impun explivitarea unei directii firk 2
intereaa 2ensul. De acees am preferat definifia clasicd pentm echipolenti
dezi confime si clemente su .

1.10. Teoremd. Felatin de echipolentd pentru segmente orientate nennle
este o relatie de echivalentd.

Demenstrafie. Temi.

Prelungim relatia de echipolentd si la segmentele orientate nule: admi-
tem ¢ toate segmentele orientate nule sint echipolente intre ele. Astfel
obfinem o relatie de echipolentd pe mulfimen tuturor segmentelor orientate
din spatin enre este o relatie de cehivalenta.

L1l. Definifie. Olasele de echivalenjd ale seqmentelor orientate relativ Ia
relapia de echipolenfd se numesc vectori Jiberi. Dhirectia, sensul gi Tungimea
carg sind comune seqmentelor orientate ce definese un vector liber s¢ nvwmese
directia, eensul 3 lungimea vectorulud liber,

Vectorii liber] vor fi notati en litere mici cu bard deasupra a, b, ¢, .. .,
iar.in desen vor fi reprezentati printr-unul dintre segmentele orientate
cchipolente ce definese elasa numitd vector liber. 1“_. acest context vectoril
liberi =o mai noteazigi prin AB, O, ..., evident ABe AB s flecare seg-
ment orientat din cliss numitd vector liber este nn reprezenfant al clased.
Coréspunzitor, pentra lungimea (norma) unui vector liber & san A5 vom
intrebuinga notagiile (&), ||AE] san d4(4, B).

Un vector liber de lungime unu se numeste versor san veclor unitate i
in gencral se noteazd on 2.

Yectorul liber care are lunfmes zero se numeste veclor aul 81 se noteazd

eu 0. Acest vector este reprezentat de segmentul orientat A4 (in acest
enk directia §i zensul sint nedeterminate).

Veotorii liberi care au sceengi direclie s¢ numese rveefori colinieri. Dol
vectorl coliniar cave an aceeagi lunginye insd an sensuri optise 56 nmmess
reclort optigi. Dacll uoul dintre e este notat eu o, atunel opusul sin este
notat en — & (fig. 6).

Doi vectori liberi @ i b sint egali 51 se scrie & = b daecd reprezentantii
lov zint echipolenti sau, cchivalent, dacd au sceeasi direciie, acelasi =ens
g aceeasi Inmgine,

o
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Fig. & Fig- 7

Fie T" mulfimen tuturer veetorilor liberi din spajiul [E,. Alegem in [E,
un punet O mumnit erigiie. La orice alt punet M din [E; i corespunde un
veetor 1 mmmal wnul Fe ¥ sl cdrai reprezenial esie 0N, Reciproe la

orice veetor 7 corespunde un punet §i nwmai woul A, astfel ineit QM s
reprezinte pe . Hezultd o muliimile €, si 1 sint in corespondentli binni-
voud, bijeetia fiind unic determinatd prin fixarea originii €, Vectorul
lier ¥ = OM z¢ numeste cectorid de pesifie af peeactulue M fofd de erigineadh,

£ 2. Adunarea

Mulpimeen ¥ oo veetorilor liberi din spatin se poate organizn o un grup
aditiv comntativ, definind adunarea prin regula trinnghinlei (regula para-
lelogramalui),

L1, Definitie. Fie a i b doi veciori liberi, Fie A un reprezentand ol
reclorului @ gi 4435 un reprezentant al ceclorului b, Vectorul liber ¢ reprezentat
de segmesinl orienial OB se sumegle suma vectorilor o gi b gi se woteazd
= +brane OB =04 + AE (fig. T).

Evident &, b i # = a — b sint veetori coplanari. De asemenca mentio-
wam ed regnly cuprinsg in definitin 2.1 se numesle regula  fresanghidi.,

Adunares veetorilor liberi =V = F =V, (a, b) = a 4 b ezle o lege
de compozitie interpd bine definitd deoarece vectoaul Jiber ¢ m @ b
i depinde de alegeres punetulud @ (Temd).

2.2, Teorema. Adunares vectorilor liberi are wrmdtoarcle proprietdti :

o 1) asociativitate: Vo, b ceV, a4 (b8 =

= (& -+ b) -+ 03 ) )
&  2) 0 este element nentrm :Yae Voa-t0eb--gad;
I S opusel Iui 4 este simetricel Ini a: Yae V,
. § (=) = (=) + & = 0
4) comutativitate : Yo, be ¥V, a ~ b= § L a,
] 3 Dewrongivatie. Cazurile specifice coliniaritiigin st

lasate drept teme,

1) Tinem senme de definitie si vrmdvime fipura 8:
08 este sepmentul  reprezentaliv al smmei A4 -6,
ar f.ll:'.-’ile sepmentul reprezentativ al sumei (@ —1_-5]—1,—

Fig: 8 <4 e AT este segmeniful reprezentativ ool sumei



8 +L{b4+2) Rezultd (4 L&) -0 =a L (b4 2)
2)=4) Temi.
Comutativitates adundrii condece In o nowd reguli o

pentry deterininares sumei a doi veclori pecoliniard, /
[

S Es iar OO este segmentnl reprezentativ al sumei g

numitd reguls paralelogravolii : se deseneazd AR o,
AD e b i ge fixeazd punciul € ca interseciin dintre
paralels la AE dush prin D i paralela la AD dusd Fig. 3
prion K Iuagm{-_ulul orientat A0 este reprezentantul
hui & 4 b
Asociativitaters adunivdi permite generalizaren regulii trinnghinbai
requla poligomidud slvinch, potrivitd adundni a o = 3 veetori.
Proprietitile 1}, 2), 3) aratfdl cil adunaren defineste pe ¥ o structurd de
grup, far proprietatea 4) aratd of scest grup este commiativ, In gropul ¥
enafia b4 =4 are o solutie unicd r = @ -+ (—b) pe care o_notim
i = @ — b gi pe care o nunim diferenfa dinive vectorul & gi vectorul b, Daei
AP este reprezentantul Ini a, jar AD esto reprezentantul lui b, atunci
reprezentantul lui @ — b este DB (fig. 9).

1. Inmul]jun e un senlar

Fie R cimpul numerelor reale (eimpul sealarilor) si ¥ grapul aditiv
eomittativ al vectorilor liberi, Vom introduce o lege de compozitie externi,
adicli o functie definitd pe [ x ¥ on valori in ¥V nemitd fsmulfires s
vecfor Tiber cu wa sealar.

1. Defindpic. Fie te @ gi ae V. Prin (¢ infelegent wn cector Tiber definit
astfel : 1) dacd a o 0 51 {0, alunci ja este vectornl care are acecagi direcfie on o,
aeelagi seng o & decd £ =0, sens conlrar daod § =0 g Tungimea f) &)
2) daed t = 0 saw & — 0, ahenci (@ = 0 (fig. 10},

Evident {2 este colinisr cu a.

3.2, Teoremil. Inmulfirea vectorilor liveri cu scalari are urmiitoarele
proprietdti

1) YaeV, 14 =a;

2y Ve leR, YaeV, s{ta) = (sf)a;

3) distributivitate fafd de adunarea scalarilor: Ya, fe R, Yae V.
(& 41} = 88 - 16

& A
s Fi
;—.
Fig. 11
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4) distributivitate fafd de adunarea vectorilor Vie R, Y& beF,
a4 b) = ta - b,

Demonstragie. 1)—3) temdl,

4) Fie 04 reprezentantul vectorului @ gi AE reprzentantul vectorobai
b. Atunci OF este reprezentantul vectorului & -+ b (fig. 11).

Presnpunem f >0 g notim eun o4 reprezentantul veotornlui fa gi
OF reprezentantul veotoruloi #{a@ <4- B). Se observid e AOAR ~ AOA'H',
avind un unghi eomun g laturile {care determind acest unghi) pmpu:nrim-
nale, Resultd AB|AB 5i 4B = tAB, adich A'E esto mpmmmut.u]
T e-r*tpﬂ:h.? th. Deci DI cste reprezentantul sumei 12 4 b, adicd 4@ + §) =
= [ — 18,

Cazul ¢ = 0 z¢ trateazd analog.

Co urmare o teoremelor 2.2 51 3.2 adunares i gedderes clementelor
ilin ¥, precum &i inmulfires en scalari an proprietdfi analoage transformairi-
Inr echivalente de In expreziile algebrice elementane,

Proprietitile adundrii vectorilor liberi & proprietdfile inmulfiri vectori-
1u.:'I!:i'b-|:ri e scalori aratd el ¥V esle un spativ vectorial peste cimpul numereior
reals,

&4, Coliniaritate si coplanaritate

Fie ¥ spatinl vectorial real al vectorilor liberi. Hnt-mnlle: de subspafin
vectorial, dependentd si independent® liniatd, bazd si dimensinne, coordo-
nate, izomorfizm de spad;ll veetoriale, le prezsupnnem eunosente de la partea
il a]gehri limiari.

Pentrn inceput observim cf oriclirui vector a de lungime [af] >0,
i e asociazl un vector a,= ﬁ i, numit versorul lni @. Intr-adevir [4,] =

!l
= I—-!lﬁu|mru—ﬁ la]] = 1. Deoarece &, este un vector unitate de acelasi

sens cf 4, putem foTie @ = [afd, In plus, remarcim off, ¥ &, avem
ﬂ = uﬂul

4.1, Teoremi. Fie &, be ¥V, Dacd & g b gint coliniari 5i @ & 0, atunel
existdl un nomdr real § unic astfel ineit b = fa.

.D:mﬂﬂ-ﬂra:,!lr In haza nhmrﬂme:l precedente putem serie o = [a[lay,
= [b]b, si evident versorii a,, b, sint sau egali san opusi. Pentra b, = a,

. _ 'E
irsim b= "-!.Pl;l!i'{. : [b!'a &gl decl §e=—-
L& llz 1]

4.2, Consecinfd. Muljimea V, = {be V|3 te R, b = fa, a & 0}, tuturor
vectorilor eolindari cu un  wveetor nennl &, cste un spatin  vectorind
unidimenzionnl.

Demanstiafie. T cate un subapafio vectorial al Ini ¥, iar a este nn vector
independent care gencreazd pe ¥,

Sa observd o, colinfaritatea a doi vectori liberi este echivalentd eu
dependents liniard o acestorn. De acees oricare doi vectoritiberi pecolinian
sint liniar imdependenti.
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Fie acum & b, & trei vectori diferiti din V. Ei se numese coplanari dach.
segmentels orientate reprezentative sint paralele ou un plan dat.

4.3. Teoremi. Vectorii 4, b, ¢ sint coplanari dacd si nunai dacd ei sint
liniar dependenti.

Demonstrafie. Presupunem of a, b, ¢ zint lininr dependenti, adici
Ar, s, feR cu r* 4% 1% % 0 asa ca ra +-80 -0 = 0. Pentru £ % O

relafia se transcrie ¢ = za < Bb, unde a = ——':- &l E-=—-':—‘Heml'r:-1

¢l reprezentantii (4, OB, O ai vectorilor a, b, & eatisfac relajia OC ..-.E.F -
4 0F = oA + O, adich OC se ofld in planul determingt de 04 s
QB (iig. 12).

Rajionamentul reciproe este evident.

4.4. Consecingii. Mulfimea Vym {feV|3Ir,scR, ¢=va +sb; ok
necoliniari}, & tuturor vectorilor coplanari cu doi vectori necoliniari @ s
b, este nn gpatin vectorial bidimensional.

Demonstrafie. ¥y exte un subspatin vectorial al Ini W, iar {a, b} este o
mul{ime indsge.udenm care genereazid pe V.

Devarece dependents liniard a trel vectori liberd este echivalent: en
coplanaritates, rezulid off orice tred vectori liberi pecoplanari sint lipiar
independengi.

4.5. Teoremii. Spatiul vectorial real al vectorilor liberi din [E, are
dimensinnes 3.

Demonstragie. In ¥ existd trei vectori liniar independeufi si anume
oricare trei vectori necoplanari 4, b, 0. 83 ardtim ci ascestia genereazi
pe V. Pentru aceasta fie d un al patralea veotor si 04, OB, 00, 0D repre-
zentantii vectorilor 4, b, &, d (fig. 13). Se observil ¢k 0D = 0D, + 01, -
40Dy = rOA 4308 4100 gi deci d = ra - 8b + 16,

Dacd {8, b, o} este o bazd fixatd in ¥y 5i r, 8,1 sint coordonatele lui d
in raport en aceastd bazl, atunci se preferd scrierea dir, #, f) 2au identifi-
caten d = (r, £, {). In acest context pentru &, = (r, # L1EV; 1 =1,2,3,
AV

N =dioer, =1y =2, =1y

2y il vy 8 1)

a) I""i1 = (kry, l"E;u‘ k) s

1) d, este coliniar cu d, dacii gi numai dacd coordonateles lor sint pro-
parfionale ;
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5) vectorii dy, dy, d, sint coplanari dach st numai docdi coordonatele
unnia zint eombinatii liniare de coordonatele celorlalii doi: r, = ar =
+ By @y = oy L P, 1y = o + Bl

&5, Proiecfic ortogonali

Fie 10 o dreapt gi @ 3 A8 un veetor liber. Prin 4 81 B ducem planele P
51 )} respectiv perpendiculare pe D, Notdm (A"} =D p P, {IF'] = Dn ).

3.1. Teoremd. Vectornl liber A'E nu depinde de segmentul orientat A B
e reprezintd pe o,

Demonstratic. Fie O nn alt reprazentant al lui #ll_[-‘.ﬂ" eonstIil dinpe
procedenl lui A5 Trehuie & ardtim cd AR ~ D (fig. 14).

Sepmentele 47K g O0F pu: (1) acecasi direciie deoarece sint siluate
e A2, (2) acelasi sens deparece punctele B i [F se glsese po acecasi semi-
dreaptd determinatd de A* pe D, (3) aceeasi lungime deoarece A AR B2
este congruent cu A O LD,

Teovema 5.1 justified nrmitoarea

3.2 Definitie. Vectorul liber A' B se numezgle proiecfia ortogonald a vec-
foveelud o pe dreapta I 5f s nofeazd mpli).

5.3 Teoremd. Dac I 5i Dy sint drepte paralele, atunci mp, () = xp,(4).

Demenstrafie, Temi.

Rezultd ef proicctia ortogonali a unui vector liber pe o dreaptd I
depinde numat de direciia lui D, De noeea dach 4 este un vector nenul care
il directin hu £, atunei putem vorbi de projectis Bﬂt‘lﬂﬂ'm:lﬂm o lui & pe #
pe care o notdn cn mgle). Teorsma cabe wrmenzd aratd of = este o trans-
firmare liniari.

54, Teoremd, Fic e ¥, — [0}. Pentru orice &, be ¥, & orice scalar
fe B avem

ﬂit,ﬁ. + .E]- =x ﬂn:l:{_l} + ﬂh;i.f-l:l.'

wlta) = tm_{a).
Demonstrafie, Temi.
Rotiim ca @ un vector liber nenul 8i w, versorul afin, ndicd & == |)if [Je,
Fral = 1. Pentru orice @ vectorul = {a) este coliniar en w, & deci existd un

numir real proa astfel incit (fig. 15):
@) = (prg)i,

Fi)

by

"L.}"]f/ [ : Gl ol

Fla. 14 Flg. 16
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5.5, Definifie. Numdrul real proa definil prin relafia precedentd se wumesle
mdrimea algebricd o proiectiei orlogonale wﬂ[-ﬁ}.
Proprietitile lni = implics

pry(@ + b) = pr.a + pr.b
pry (ta) = iprga.

Fie @ gi be ¥, — [0} si 04, OF aagmmiﬂa orientate reprezentative.

Unghinl s e [0, =) determinat de 04 5i OF se numeste unghiul dintre
vectorii @ §i & (fig. 16). Evident, definifia unghiului nu depinde de punctal .
Draed eel putin umual dintre vmt,nru liberi a g b este O, atunei unghinl Y
€ [0, =] dintre a s & este nedeterminat.

Vectorii @ si b se numese ortogonali dacd unghiul dintre ei este -;i LT

tim cd 0 este ortogonal pe orice vector.
Notiunes de unghi permite si explicitim numirul pr.a in functie de
la]l gi de unghiul ¢ dintre & g # (fig. 17),

pro = [jaf coss.

Fie P un plan si @ 3 18 un vector liber, Prin A si B ducem drepte per-
pondiculare pe planul P 5i notim en A" i B"p‘l.lh[‘.‘t,eln in eare aceste per-
pendiculare infeapd planul P. Se aratd ugor el vectorul liber A nu
depinde de segmentul AR ci numai de 4. Din acest motiv vectorul liber
AE 3o numeste proisctie onlogonald o veclorulul @ pe planul I' | se noteazd
= a).

Un vector liber are aceeasi proiectie pe doud plane paralele, adicd =g(a)
depinde dosr de 4 g de spatiul vectorial bidimenzional atseat Ini P, Mad
mult, se dovedesbe ¢i proieciiz ortogonald o vectorilor liberi pe un plan
cxte o transformare liniari.

g6. Produs sealar

Notiunes de produs scalar o presupunem cunoscutd de Ia partea de algebri
linint.

Fie ¥, spatiul vectorilor liberi si @ be ¥, Pentru a # 0 5i b # 0,
notdm en g€ [0, =] unghiul dintre @ §i b
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6.1. Teoremd. Functia (,):¥V; x VF;— R definitd prin

(@, §) we [HR0 [Pl cos g pentra & & B gi b« O
: {{II pentru =0 san/sib=0

eibe un produz zcalar pe V.

Demonstrafie. Trebuie s verificim comutativitatea, omogenitates,
distributivitatea fajd de adunare gi pozitivitatea fanefici (,).

Dovedim numai distributivitaten fati de adunare (a, b + ¢) = (4, b) +
+ (a, ¢) imtruecit celelalte proprietdti sint aproape evidente. Caznl @ = 0
este imediat. Pentru a verifica proprietates in ipoteza 4 £ 0 ne folosim
de nofinnes de mirime algebricd a unei projectii ortogonale, -

Fie & un versor si b un vector oarecare. Se observii ci pr.b = (¢, b),

Exprimdim pe & o §in forma & = [a]| & [¢] = 1. Relatia pr:iﬁ- g =
= pr, b+ pro este echivalentd en (¢, b 4 &) = (¢, ) + (¥, £). Inmulfind
en ||l 5 finind seama de cmogenitate deducem {[Julé, b 4 &) = (1ajje, &) +
= (ljalle, €), ce.td.

Oibgerpafif. 1) Teorema 6.1 amid & 15 oste un spalin veclorisl suclidizm;

2) relafin (3, & = EEg* 3 O este echivalentd cu 140 = |(5, &) witima permitind caleulul
Turgimil vectorulul lber & dach s¢ cundafte produpnl sealar {4, &) )

3) relitls lcos 9 | <1 implich inegalitatea Cauchy-Schwarz [(& 5) | € 0G1 B51:

4) dol veetor! 1iheri sint artogonali dacd i numal dacd produsul lor seatar este nul.

Fie {d,5,8) o bazi in Vy 8l % = rd 48 + 4,8, 7 = rgit -+ a.b + 84,
Proprietitile produselul sealar implicd (&, ¢) = (nd + 5b 3~ Le, v+
Tabelul 3
)| @ & z

3 [(EF D

(b (BB (B

&& & &

e Bgl B lgl) = .. = Fyralfty @)L riga{d, B) < (@, 0) - gra(b, &) Faa(b, b
+ b, E}}--r. Ly dd, i) g L, BY i{ :T.r,[:lﬁ, a). A ect prln-gm:,u]hi_nﬂlfr Eﬁj%‘]
eate cunoscunt daclh se 44 tabelul 3.

Pentry ealenle exte avantajos = alegem baze penttu care tabelnl 3 &8
fie cit mai simplo posibil, Un exemplu il constituie baza ortonormatid
& odirel existentd in F, este evidentd,

O bazd in Fy formats din versori ortogonali se numeste bexd orfonormald
i se noteazd en {7, §, k).

Coordonatele unui vector in raport cu baza ortonormatd ge numesc
cosrdonale suclidiens, Pentru bazs ortonormata {_'1_', 7+ k} oblinem tabelul 4
de inmulfire acalard,

Tabelul &

Gy ¥ ] &

il1noa
Jl o1 o
Flooa
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Acest tabel conduee la
(@ b)) = ey + 28y 4 Ity

In particular (@ 1) = ry (& j) = &, (@, %) = 4;; astfel coordonatele
enclidiene ale unui vector a sint de fapt proiectiille ortogonale ale lui @
pe cele tred axe de coordonate, 5

racdi se cunose coordonatele euclidiene aleununi vector a, atunci normsa
Bl Cate

a = [l = V{8, @) = Vr§ + si+4.

D¢ asemenea unghial a doi vectori nenuli a si b este dat de

(a, b Fifs == &8 -+ 4i e
=7 = e ['n' bl 8
N Y e I E r T

Astfel avem a | b dacil 5i numai dacd rry 4 8,80 + by = 0.

27. Produs vectorial

Fie ¥V, spatinl vectoriler liberi gi &, be¥; Pentm @ 2 0 51 b # 0,
notim cit g€ [0, =] unghinl dintre & si b.

1.1, Definifie. Vectorul

T | la) |b]] since, pentru & gi b necoliniari
{ i, pentru @, b coliniari

tunde ¢ exte un versor perpendicular pe @ gi b gi cu sensul dat de requla miinii
!itrfpk pentrw fripletul (a, b, €), se numeste produsul vectorial dintre @ gi b
(fig. 18).

Produsnl vectorial este o aplicatie bilininrd definiid pe ¥V, %X V; en
valori in V.

Pornind de la definijie se dedue urmitoarele proprietafi ;

1) & x b = —b x & (anticommtativitate),

) iaE xb) = (18) xb=a x{th, te R,

Jaxb+flmaxhaxan

)axb=0 6 %a=0i

A e o= B = [ab)E — (&, §)? (identitatea Lagrange),

) produsul vectorial o doi vectori nenuli este nul dach gi numai doacd
vectorii sint coliniari ; dact @ §i & no sint coliniari, 5
atunci norma @ x 6] reprezintd aria paralelogramu- F
lui construit pe reprezemtantii 04 si OR (fig. 13_1]:

Demonstrafie. Proprietdiile 1), 2), 4), 6) 2o demon- -
streazd fard dificultate, Pentru & demonstra proprie- ¥
tatea 3) ne folosim de 2) §i de proprietifile inmul- 5
{irii unui vector en un numdir. Fard o restringe gene- i A
ralitnies, presupinem ¢l a esfe un versor; fie J* un Fig. 18
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plan perpendicular pe a (fig. 19) 58 b un vector
tat de segmentul orientat (B, a cimi

directie face un nnghi = ca divectia lui &. Fie
B’ proiectia Ini B pe plaoul P. Vectorul re-
prezentat de OB il notim cu (). Evident
¥ b, ¢ € Vs, avem p(b+ &) = 5{b) -~ ¢(). No-
t&m cu & rotafia de unghi = in jurnl axei i
Oricare_ar fi veetorii v, & din planul F,
R =4 i) = () -+ H{w). i

Din fi 19 observim ofi & b= @oib).
_ Intradevir [Jax b)) = i exib)|| = BBVl =
= || b sin e, far tripletul (g, b, ®e=zib)) este orientat dupd "‘-’fr'“’ﬂ: miini
drepte. Analog glsim @ x & = Fog(c) 3i % (b4 §) = Bep({b4-5). Dar
Realh) 3 Rele) = Rogb-+ &) sl deci proprietaten este demonsirati.

Pentru 2 chtine identitates Lagrange pornim de ls identitatea sin® o=
= 1 — costy, pe care o inmultim cu_{&] [|b]. B

in raport cn baza {l'f_i. I} vectorii @ i b admit descompuneres & = nl +
+ 8] 4 LE, respectiv b = rid + 87 + t.k. Folosind definifia produsului
vectorial si proprietatile 1), 2, 3), 6) obtinem tabelul 5,

Fig. 15

Tabelul &
1 J E
ile kE =}
Jl-& o i
E| ] =i o

eare ne conducs 1a

axbh=(aly — s} i+ (rdh — 1":I.[l]'.'i + (ryfe — fl”ﬂk
gan simbolic

7.2. Dublu_produs veclorial. Fiind dati vectorii a, b, &, vectorul w =
= ¥ (b % ¢) este dublul produs vectorial al acestor vectori. Folosind
baza ortonormatd {f,j, k] preeum gi proprietigile produsului scalar g
vectorial, 8¢ poate arits o @ x (b x )= a, &) — ¢ia@, b). Aceastd
relatie pune in eviden{li coplanaritates vectorilor i,
b, ¢ (fig. 20), unde d = b x & i ¥ 18, 0 1d.

Observathh 1) x(B=d) o (ExdyxE: 2) expresin dublulul

prodiss veetorial e refine mal ek serish #ab fonma determinantalod
simbolle

¥ £
l@ b @a|

7.5, Apileapil 1) Dindu-se punctele M(Fi i = 1, 2,3, 04 sc ste-
bileasch condifia ca neeste trel puncte si fie colinlare.

Exn(bxE) =
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Solufie. Impunem anularea produsului vectorial M, M, 3 MM, Folosind vectorll de pazithe
al puncleler ¢l proprictijile produsulul vectorial oblinem (7 = F)x(fy = Fy) = 0 @ 7 65—
m—Fy WPy = Fy M Py Fy o Fymml mam Fy W By Fy WPyt Ty Fyum O

%) Filnd dapl vectorll DA = J— 3k, AC = 4] 4+ 7], BC = &i + 8] — &k, sl se phicasch
vectorul de porifie sl popetuiol B respectiv © 8 sd se caleoleze lopgineea Indlfimid [.i.l.']
# triunghlulul A BC,

Eurwf-r. Se constald cll punciele A, B. € e sint colinlare, droaroee coordonatele vectorilor
AC 351 BC nu siut proportienale. OC = OA + AC, GG = 4] + 8] — 3§ ;08 = 0C — BC = 5.

Inatgimes [AA s triunghiolul A BC colnckde oo Inaljimen paradelogramutul construll pe repre
mentsnili vectorilor BA @ BC.

i
EKE- [
4

LR

k
—a|-4:11i-aj-i~];nﬁxﬁ|-ﬂ'ul
il

|B_|q-'ﬂ ﬂ'_cf FE‘
1BC)

g6, Produs_mixt

Piind dafi vectorii liberi u,ﬁ c:, numirul (& b x o) se nuinegte
mizi al acestor vectori. Dacd a, b, ¢ sint necoplanari, atunci modulul pro-
dusului mixt reprezintd volumul paralelipipeduiui ce so poate construi pe

reprezentantii cu originea comund ai celor trel vectori (g, 2‘.1,1 Intrvndmir
fie % unghiul dintre directiile vectorilor bsic * i fie o unghiul dintre d\rat:taﬂa
vectorilor @ gi bx ¢; atunci (@, bx &) = (a,d) = ||a| |dlcos g = b x &]|
prgd = ¥,
Pornind de la definifie se dedue urmitoarcle propriefdfi :

3) (13, b )= (A, th x ) = (B, b (E), te R
4) (8 + a8, bxe) = = {aljfa?: ¢ J-{n,,!r:u:E}
W - a, 6] (&

5l (exb, éxd) = !{erj .d Ihdanhtatﬂ Lagrange)

B) (8, 5% &) = 0 dacd 5i numai dach :

{i) cel putinunul dintre vectorii &, b, & este nul;

(ii} doi dinfre vectori sint coliniari ;

{iii) vectorii a, b, & sint coplanari.

Demonstrim proprietatea 5) restul le Lisim ea
exercitin pentru cititor, Notind m = ¢ x d, obti-
ne {u}{f:, £ _{u:::ﬁ, m) = (m, u:.u:ﬁ-] -
= (b, ﬁ:-:a.j: a, b xm) __E::déja w(f wd) =

dabxE

= [y o(b, d) — &b, £)) = (& &)( (e, d)(h, €)=
_FE @ﬂ 5 &
b, e) (b d) Fig. 21
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BAx.BC-

Dach @ = rf 48,7+ 0k b=rd fo 4 0k 6 =rf 44 LE, i
mﬂﬁnnatapmfiﬂﬂultgﬂ:t-lw gerie f +ad 4tk ryf + 437 4 4k, in

) n & 1
(8, b ¢) = s 3 &
s 8 &

Pl'npriat-ﬂl'lll; produsului mixt se justifich cu ajutornl proprietdtilor
nanfilor.

Baza vectorinld {a, b, ) g0 numeste orienfald pozitie (negativ) dack pro-
dusul (4, b &) este pozitiv (negativ). Prin nrmare haza ortonormatd
ii,j, E} eate orientatd pozitiv intrucit (L j % k) = 1, unde § = (1,0,0),
j =(0,1,0) k= (0,0,1)

Aplieagie. 53 5¢ arate <@ vectorll & &, F sint coplanarl dacd 3 nomal dacd determinaniul
Tor Gram este nal

Solufie. Prin determinant Geam al vectorilor &, &, F Infelegem numdrul

(@ @) (3.8 (&%
G |(o@ (BB tha-
@iy (BB @8
Dacd vectoril &, 5.7 sint coplanard, stonck = L (F b «Ch = 0 sau cchivalent #72 = (@

B &) = 0. Scriem ubtlma relatic folosing coordonatels vectorilor 3¢ proprictatea det A=det'A.
Alunel

In & 4] | n
f-."lrl Yy h ]'l # "-llz‘
o |8 & u

|’+ 5 fy

Iéaf-i-s}-l.-l? nre b 5ty lly Rty bty b
=nntanthh d+8+0 faty + Rty Igfy | v
lantan+bh nntattht A+d+4 |
(&, @ (. by fd@ !
= (k@ (b (D) =0
Eay (R0 &5

Neclproca este evidentd decarece & — 978,

£0. Probleme

eoup - 5 s
1. Flg trapezul dreplunghie ABCDE care ADIBE, Al =d. ABwm b, mBs ABC = == s
ik

54 #¢ descompund FC, DG, AC, BD, dupd vectordi & 1 5.

2. S dau vectorll o, o= Fom ab 36, 0, o 08 = b - F G, =30+ b — 5 unde {3 B §)
csle o bazd din V. 55 se detormine 28 [, astfel incit vectordi 5;. i=1, 2, 3 el lie coptanarl-
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Pentru o ostfel gisil, sd se descompund vecloral dy dupd vectorii d R E,

. Se dau puuﬁme Ay .R_. Eprmvﬂtnﬂl lor de pozifie OA = lun—.j 1-':' OF w= 3F +

q,r—- Ty OC = =31 4 'i'j + 9F. 5d e arate &F triunghial AQE eie dreplanghle $i tFiusghial
BOC este Hoscel. 54 30 caleuleze perimelrul irlonghiuolui A 8250 mismn ongblalol BAC 48 se scrie
expresla analitled g versorubul bisectoarc] unghichel HAC

4. Se dau veclorll & = { 4 Zh] — (h— 1)k, b = (8= 300 + J + aE, v€ [R 3 5¢ ccre valoares
il & pentro care @ 56 & sint artogenall. Penfro b ostfel misit, sh se calenleze midrimea algebrick
& projectiel vectorulul @ pe vecloral & + b.

5. S0 se caleulere arla paralelegrnmulul constrall pe repretentaniii cu originea comund ak

14 cosp slow sine - . S F
vectorilor Ty == wihi J-i- = - ky Ty = --::nl:'!—llurtgl.rj-!- — B, Tolodind
coa® i oo cos o

Indentitatea Lagrnnge.

& Fiind datl vectoril & w § — 5] — 7k b= 2 — 3] + 6F, 2w — 1 4 2] — 28 sk se caleu-
lete & == Fx(bxip 31 i se verilice liniar dependenta vectorilor @y b T

7. Fie triedrul {0 & &, £). Veclorii deflniii prin

i b . ExE axh

-— I e—. PR e A
R PO & bz ' (L 3x®)

se numese reciprocil vestortlor & &, & lar triedrul {0 & B, €'} se numeste friedral reciprec,
Ce relatil s pot stablll fntre &, B, & 6 &, ¥, 87

B Sedan veetorlld e | — o] 4 35 b mal = J & &= 3l + J = & 5850 ghacarsd valoa-
rea lui o sstlel fncit vecloril &, b, © 3§ fie coplanari, Pentru o = &, si ¢ afle Indltimea pa-
ralelipipedulul comsirult po reprezentantll veclorilor &, 5%, IAime corespunzitoare bazel
formale de reprezemtanili vecterilor & | b

3 58 s arate of punslele AQD, ¥, Q) BE — 0, Al O, 5, — 3} INS, T 2) sint coplanare,

Capliolal 2
DREATTA §I PLANUL IX SPATIU

£1. Reper eartezion

Este euumu:ut {a tul od spatiile E; & Vy sint in coresponden(d biuni-
vocil, bijectis fiind unic determinatd prin fixarea originii, iar spatiile
veetoriale ¥ 51 R? cint izomorfe, izomorfismul fiind upic determinat prin
fixarca bazelor in cele doud spatii. Intr-adevar, in ipoteza ¢f am fixat un
punet O numit erigine in [Ey 5i 0 bazd ortonormati /4, §, F} in ¥y, fiecirni

Eunel M din [E, §i corespunde in mod unic un vector ¥ = OM numit eector
e poxifie al punetului M ; acesiui veetor il corespunde in mod unic tri-
pletul ordonat de numere reale (&, ¥, 2) € IR“ numite coordosralele mﬂidiﬂnr
ale vectorului O.M in raport cu baza {i, §, K} ;5e scrie O = =8 - yf + 2k
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Ansamblul {0;1,], E} se numeste reper cartesian in [E,. Punctul O se
numeste originea reperudui, inr {4, §, £} se numeste baza reperului. Coordo.
natele enclidiene (x, v, 2) ale vectorulni de pozitie ¥ = O s8 numese
e;nmi:;rna-::rh cartesisne ale punciului M fatd de reperul ortonormat {0 ;1,
kN l} - {i, f] - pr'r ra E]J-BJE!'.E&-., = [J'! |'-}=F1-I.;F=qrdqmt.ﬂ.l £ ﬂ:* i-}::.
= prpr = cota. Bijectia dintre [E; 5i R? determinat prin fixarea reperului
q:;:t.uz.i.un}sa numeste sistem de coordonale carferion 21 se noteazd prin

o, ¥, £).
FBiZﬁEé;Eilﬂ menfionate mai sus permit deseori identificarea spatiilor [E,,

s Bl .

Versorilor 4, §, & le atasim arels do coordonate Oz, Oy, Oz care au acelasi
seng ot sensul pozitiv al acestor verzori. Coordonatele cartesicne ale punctn-
Ini M | reprezintd mirimile algebrice ale proiectiilor ortogonale ale vecto-
rului O pe cele trei axe de coordonate (fig, 22}, Axels sint caracterizate
respectiv prin ecuagiile

O : y:'ﬁ: Oy = Enﬂ' Oz : s
£ = & mi) ¥ ==

Cele trei axe determind trei plane x0y, yOr, 20 numite plans de cosrdo-
nale, Ele gint caracterizate respectiv prin

gOy:2=0, plr:x=0, :0r:y=0

Cele trel plane de coordonate impart spatinl in opt reginni numite cofande,

Uneori reperul cartezian este indicat prin notatia Ozys, prin aceasta
infelegindu-se of &-a fixat originea O §i axele regiproe ortogonale Oz, Oy, Oz,
Evident versorii reciproc ortogonali 4, §, k rezultsd din context.

In cele ce urmeazi presupunem cunosente din geometria euclidiand
nofinnile elementare oa punct, dreaptd; plan, perpendiculard etc. .. ;
de asemenea presupunem cf ¥y este raportat la baza ortonormatd |, 5, k),
iar [E; In reperul cartezian {0 ; 1, 5, k.

§2, Dreapta in spajiu

O dreaptd in spatin poate {1 determinatid de ;
(i) un punet si un vector nenul;
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(ii) doni punete;

{iii} intersectia & doud plane.

1. Dreapla dc!ermmﬂ!ﬁ de wn punet gi unvéclor neaul. Fie punctul fixat
M (Tg Wor 2oy Fo = &yf + ¥o7 4 =k, Fie a(l, m, n) un vector nenul din 1y
si I o dreaptd eare trece prin M, si are directia lui a (fig. 23). Puncinl
Mz, v, ) apartine drepiel D determinatd de M, & de a dacd 8i numai

dacd vectorii M, M si @ sint coliniari, adici
iF —rg) X @& = 0.

Aceasth ecuatie in F, se numegte conalia véctoriald o dreptei definits
ile un punct gi o divectie. Veotorul a{l, m, n) £ 0, care dd direcfia dreptel D,
8 III:I]II.Eﬂt-B wecior direcior, iar mnrdunatr!a Aale l, W, # &8s nummpmn.mﬂ:m
directeri ai dreptei. Evident orice vector ki, k # 0 joacd ut.ela.qa rol ¢ &.

Coliniaritaten vectorilor ¥ — 7y §i & se pune in evidentd i prin relatin
r—ir,=1a, te R san

F L] 1_'"!'-'&1 l'E &r
Aceastd ecuafie vectoriall este echivalentd cn trei ecnatii in R,
g Tyl Y=y i =y tin;, IER

numite scuafiils pammﬁrrms ale dreptei [ Aceste stusfii se pot inlocoi
cn dondi eonafii carteriens in R?,

F—0 F—8 =5
I i n

cn eonvenfin ol dacd un numitor este nul, atunci numiritornl respectiv
trebuie egalat cu zero.

Observajle Desarece d(l m.n}iﬁﬂtﬁ.ﬂ.% cel mult dous digtre nomercle f, m, n
se pol anula.
1) e e O, ma gl aluncl ecuslille cartegiens sinf echivalenle cm

P &—3

£ g,

§i repregintil o dreapld paraleld cu plamsl g,
2) Daed {om e 1), 1w o) atopel ermailile corferiens se reduoc lo

T Ty ey

gl reprezlnid o dreapld parabeld cu O

2.2, Dreapla delerminatd de doud puncle. Doud puncte distinete Az,
ye ) 51 Myl 2g, ¥gy 2o determing o dreapid D si numai una. Pentru & scrie
ecusfiile acestel drepte ne folosim de cazul precedent ; anume vom considers
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Fig. 24 Fig. 25

dreapta ca fiind determinatd de punctul M; si de wectorul director o
—
reprezentat de M M, (fig. 24). Astfel eciafiile cartézione ale dreptei IDsint

&= ¥=8h %,
Ty=— 0y W= Sp—5

2.1, Dreapia orientatd. Fie I} o dreaptd in spafin. Pe I se pot stabili
douft zensuri de parcirs, corespondente relajiilor de ordine pe muliimes
punctelor drepted, pe cire convenim s34 le notdm eon (4-) gi (—). O dreaptd
IVimprennd en o alegere a nnui sens de parcurs se numegto dreaptd orientald.

Daclh & este vectorul director al unei drepte D, atuncl se acceptd ca
sens pozitly pe I sensul vestorulng director a 51 vom nota acest sens cu -f-.
Acest lueru va fi admiz in continnare.

Fie M,e D), in ipotezele ficute muljimens

I = [M|M,M = ki, k > 0}
go pumegte partes poritiod a loi Iy, jar mulfimes

D" = (M|, H = sa, & < 0}

ga nnmeste parlea wagalicd & lni D,

Axele de coordonate Ohx, Oy, O sint exemple de drepte orientate. Dacd
0 este originen, atunei {M OM = i, t > 0} cste seminxa pozitivi O,
iar {M|OM = ti, 1 < 0} eate semiaxa negativi O,

Vectornlui direotor a«#0 al dreptei 0 i se poate atasa versorul ¢ =

&

1 ||
mamit eermor direclor sau diveefie orienfald. Prin urmare dreapta i
poate fi exprimatd in forma

D= (MMM =1z te R}
Versorul director ¢ formeazd ci axele de coordonate nnghiurile =, B, v,
numite wnghivri diregtoars ale dreptel I (fig. 25),
Coordonatele [ni ¢ se numese cosinisurile direcloare ale dreptei [0,
Putem seric & = (€, 48 <= (& §)f + (¢, k)k san
7 = cosal -+ cosdf + cosvk
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Tntrucit || 8] = 1, rezultd cos®z - cos® 4
+ cos® = 1.

24, Unghind dindre dond drepte orientate.
Fie I}, si I}, doud drepte orientate prin
vecturu [I:rELLun o & b Prin nnghiul dig-
tre dreptele orientate I, si 0, vom intelege
unghiul dintre & gi b, adica unghiul defimit

prin 2
o tﬂ:!h
D0 Q== mem— , x
&l 1184
2 FRe 1
y & [0, =].
sin oo 13l T g€ [0, =]

Constatim echivalenfele :

{i) I, .L Iy dacdi §i numai dacd (=, b) = 0;
(i) Dy || “docfh si numai dacd 2% b =

g & Planpul in spatin

Un plan in spajin este determinat de conditii geometrice ¢4 trei punote
necoliniare, doud drepte conenrente, doud dreple paralele, o dreaptd
gi un punct exterior dreptel, un panct g wn vertor normal la plan.

Ke propunem si stabilim ecuatia planului sub formd vectorialli san
carteziandl, impunind anumite conditii geometrice eare-l determind.

1. Planul delermin a-! de in pund s vecdor norpial nenul. Fiind dats

o dreaptd I} = {X| 1.!' = fn, f@ [R} ¢are trece prin punctul M, si care
ﬂl‘ﬂ direcfin tmlm‘ulm i, existd un singur plan P perpendicular pe D
in M, (fig. 26).

_'H'E P dacd gi numai dacd M AT | 6, De aceea planul P este mul{imen

P = {M|{ 3N, i) =0}.

Dreapta I e numegte normala la plan, vectorul nennl & se numeste
vectorul rormal al planului, punctul M care poate genera planul il vom numi
pnet eurent,

Dach Jf,.{,]:'m Was Soh Mz, ¥, 2) 5i B = (&, by o), A ..Hn,.;.'rf = [-1"'-#.;]!+
+ (% — wa)f -+ (2 — 2o}k ; condifia de ortogonalitate a vectorilor M M
m n serisd in coordonate este

alx — xg) + Wy — yo) + oz —zy) = 0,

m.:_mitﬂ eenafia carfesiand o planulni ce frece prin M, &l este perpendicular
I'I
Dacii prelucrim membrul sting al ecustiei de mai sus g notim er, -
+ byy + 025 = —d, obtinem ax by +oz 4+ d = 0.
Heciproe, &d arﬁt-ﬁ.m cd orice ecmatie de if.lrum.. ar by s = =0
intdi un plan, dacd prin ipotezd a, b, ¢ nu 2¢ anuleazd simultan,
Intr-adeviir dacd (g, ¥, =,) este o zolufie & ecuafiei antericare, atunei
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aty - byy dezy S d =m0 ne di &= —amy —by,— o5,
i reinlocnind obfinem afe— o) by — ¥y) +=o{z—2,)= 0,
care reprezintd ccuabia unui plan ce confine punctul
Mooy ¥ 5} 51 cate perpendicalar pe vectornl npenul
g P
et

‘_,f"' ¥ i
at byt d=0 in R pentru care a® -5 dcisil,
ge numeste ecualia carfexiond generald o unni plan.

P'rin urmare un plan in spafin cste nueclenl unel fonefii liniar afine
.,iF: R* - R, ﬁmsﬂllﬂ = 4% + oy -2 +d.

3.2, Plane particulare. 1) Planul 0y are ecnatin 2 = 0 5 vectorul nor-
mal & = (0, 0, 1). Orice plan paralel eu 0y are ecuafin 2 = o (fig. 27).

Analog @ = 0 reprezintd ecuatia planulni 0z al cfirni vector normal
oste §==(1,0,0). Un plan paralel cu g0z are ecusfin o = a. Ecuafia
planului x0z este y — 0; normals acestul plan are directia 5 = (0,1, 0);
un plan paralel en y0s are eenafin y = b,

2) Ecuatiile planelor perpendiculare pe planele de coordonate zQy,
0z, 20x sint respectiv s L by Lo == 0, by or d = 0, a0 oz - d =10,

%) Ecnatiile planelor care tree prin axele de coordonate Og, Oy, O
sint respectiv by ez ), g fexm )y oz by = 0.

1) Ecuafia planului care trece prin origine eate ap 4-by 4oz = 0.

3.3, FPlanul determinat de (rei puncle necoliniagre, Pentru & stabili ecuatia
planulni determinat de punctele necoliniare M,(x, v, =), © = 1, 2, 3(fig, 28)
procedim in felul urmitor :

1) Folosim ecnafin generall a planalui 8 ecnafiile obfinute prin inlo-
cnirea coordonatelor punctelor M, in aceastdh ecuatie

Fig. 27

ﬂ£;+-ﬁy.+t:.*;+d=ﬂ, l:=1,2r3..

&-a obtinut un sistem liniar omogen in necunoscutels a, b, ¢, d, eu solufii
nebanale deoarece a, b, ¢ nu se pot anula simultan. Condifin care asigurd
aceat lucr,

2 & = 1]
|

M N o5 1
T ¥ 5 1

#3 Ny = 1)

este ecnafia carteriand a planului, Intr-adevir ecu-
aiin  de mai s este o ecuafie de gradol intii in
&, ¥, = §i oricare dintre punctels (2, ¥, 2. (=1,2,3

Fig. 28 o satisface,

= 0,
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2B

Fa

Fig. 29 Flg. 18

Ca un caz particnlar putem glisi eovafie planului prin ididurd (fig. 29).
Inlocuind coordonatele punctelor A{a, 0,0), B0, b, 0), €0, 0, ¢) in ecuatia

de mai sus, gﬁ-sim5+%+%~-— 1 = 1,
L1 ]

Do azemenes eounfin carteziand & planuiei determinat de punctele
Ay i = 1,2, 3 ne ajutd &b stabilim condifia de coplanaritale & patru puncte
din spatiu.

2} Fie M un punct care poate geners planul, al eimi vector de pozitie

este OM =F = ﬂ <y -+ 2k, Obtinem ecuatia vectoriali a planului P

TE—sane

adicd (MM, WA, x M, 0,) =0. Dacd M(r), 7 =uxd +yj +ak
relatin de mai s'us mtﬂ echivalentd en scuafis veetoriald

F=Fyfa—H)x(Fs=T)) =0
AR

L—oy -8 F—3
Fy— @y Fe— M ZHp—5 = 0.

Ty=— 0y Fa— M Fa=5

Am obfinut ecuafin carteziand a planului determinat de trei puncte
necoliniare, etuatie echivalentd cu cea de la 1),

B4, Planul determinet de un punel gi doi veclori necoliniari, Fie u =
= (I wmy, ) 81 ® = (I My ny) doi vectori necoliniari, adicd @« x ¢ « 0
g1 un punet CUnosent .’]f Cele trei elemente My, v, v determind un plan
unke [ (fig. 20).

—r
Emmtmlm reprezentantil vectorilor 4 g ¢ oo fiind M M, respectiv

.:I:f..]!, Un punt:t. M e [E; aparjine planulei dacd 31 numai dack vectorii

M M, N M, M, sint coplanari. Coplanaritates acestor vectori o ex-
primim astfla'l

1) M M = rii +27; serish in coordonate, acenstd relatie vectoriala
cate mhimlcntﬂ ol

& o g -+ vl -+ #ly
¥y +rmy +amy FEER
F=m Iy R T TN,
numite ectafiile parametrice ale planului F, iar r 8i & 26 noumese paremetri.
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% % ¥) = 03 scrish in coordonate aceastd ecuatic vectoriali
conduee la ecustin cartesiand

T== ¥F—% s—2=5
L iy iy = 0.

Iy Mg L

Preciziim off toate ecuatiile carteziene obfinute pentru plan sint echi-
valente cn ecualia generald o planului ex 4+ by <L er 4-d = (L Se obzervi
¢4 un plan depinde de patru parametri neesentiali a, & o, d 51 trei parametri
esentiali. Dacl a £ 0, atunei cei trei parnmetri esenlinli sint -'h---ﬂ---d—-

ad a4 a

D¢ asemenea precizim of indiferent de forma ecoatiei cartezicns a
planului, eoeficientii lui z, §, 2 reprezinti eoordonatele veetoruluni normal
#. Vectornl normal este unic pemtru un plan dat, abstractie ficind de un

factor scalar nenml.
Eeuatiile normalei Ia plan care trece prin M, sint (fig. 26)

A=y Y—Hh *2—5
@ & 0

3.5. Plan oriental. Beforitor In un plan in spatin sint evidente urmitoa-
rele afirmatii:

1) planul are dond fete;

2) elementul de bazd In studiul planului in rapert en spatiol este nor-
mala ;

) ;ilegerm nuui sens pe pormalil este echivalentd oun alegerea unei
fete o planulni;

4) alegerea unui sens de rotatle in plan este echivalentd eu alegerea
unui sens pe normald.

Un plan P impreund cu o alegere & gensului pe normald 2¢ nomeste
plan oriental (fig. 31).

Evident este natural 85 alegem acel gens pe normali care &3 ne conduci
la o orientare a planulni coerentd en orientarea spatinlui, In continuare
vom subinielege o asemenea orientare.

In aplicatii, fata care eotespunde gensuiui ales pe normalil se noteazd cn
{ -~} iar fatn opusd oo (—)

Evident planele de coordonate 0y, y0z, 20r sint plane orientate.

/ ;
(1 S p
b=} [
Flg. 31
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30, Semizpatii, Pig in spafin plannl de seusiic
P:fleyyy2) =ax +by +ez +d =0,
Aceat plan separd spatiul in dond submultimi eonvexe (fig. 32)
I = {{x, ¥ 2| flz, 9y 2) S0}, IL = {(x, ¥, =) | flz, ¥, 2) 2 O},
InII=PFP, IyIl=MR"
Peotra & dovedi aceastd afirmatie, fie (2, vl € P sl
Digma,+al, Y=y +Wyz=5,Fcl leR

normala la P in punctul considerat. Punctele lui D pot fi impdrfite in
trei submul{imi caracterizate respectiv prin f <0, t =0 si { > 0. 54 ne
'inr:.hi'ﬂgn el (X4 Yoy %) deseric po P, innen din spatiu maturati de
gemi ta § < 0 este caracterizatii prin fiz, ¥, 2) = (8% +0* + e} < O
gl 0 no en I, Reglunea descrish de semidreapta 1 > 0 ¢ notdm prin
IT zi este caracterizatd prin fiz, ¥, 2) = (0 =0 4+ 24 = 0. Problems
convexitifi o Hzdm drepl tema pentru cititor,

Submultimile I si I1 se numesc semispafii Drchize,

Avind in vedere ci functia f pistreazd semn constant pentrn punetele
wni zemispatiu, pentru aflares scestud zemn este suficient =4 alegem un
punct particular (2, ¥, ) 5i 83 vedem ce semn are numndrul f{mz, ¥, 7).

4.7, Reuniunea gi inlersecfie a doud plane, Fie P, 5i P, doud plane de
ecnatii o + by + o + d, = 0, respectiv a,r - by 4 0ar 4 dy = 0.
Atunei reaniunes celor dond plane este multimes

Lows {(2, 9, 2) (a2 + by + 02 + d)age -F by + o2 4y} = 0}

Va trebul il aritdm e Py, U Py = L. Fie un punet (p, q,r1e P, 0 Py,
adici (P, 0, rhE £y 5an Py 4, F) € Py coed oo cste echivalent on app == by =
Sgyr ey = 0 san agp 4 bag 4 car +dy = 0. In ambels cazuri { -—-
by e egr A=l oy A= bup g -dy) =0, decl (p, g e L. De fapt
am gritat cd F;, U P, S L.

Invers, fie (p,q,rje L, coea co este echivalent cu (ap <+ hg =4 o -
she g WP = Do =0 Ll =0 g deei eel pufin un factor este zero,
fic acesta ayp - &g == o -4 dy = O; reaultd (py gy r)e Py 5 Py u Py Deci
L Py Fs

In final, din cele doud incluziuni resaltd egalitatea
1 == .P. (4] 1’11

Anticipiim (vezi cap. 5 §3) ¢i renniunea a doudi plane
reprezintd o cuadricd degeneratd,

Presupunem ¢d planele Iy gi P, nn gint paralels san
confundate. Tntersecfia P 0 Py, este o dreapld (fig. 33)
pe ocare o notam on Jk ale cdrel ecuafii sint

T + by +oF 4 d =0, .mug["’ b "']:ﬂ.
Gl + Dol 02 S dy =10 ty by oy
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Histemul de ccuafii liniare prin care este reprezentatd dreapta D este
simplu nedeierminat ; sistemul admite o infinitate simpli de solufil care
gint toemai punétela dreptei.

Un punct I, al dreptei D se obfine cu intersectie & planelor P, si P,
en unnl din planels de eoordonate aan en un plan paralel en nnul din planele

de coordonate. A "
Directin dreptei I este datd de vegtorul ﬂh;c.'eﬂu unde #,(ay, by, 6

figlag, by, o). Asticl parametrii directori [, w, n, ai dreptei D sint
I__.:l'bil- "15, m=|¢l ”15_ — "-":l_
|y ca) | €y g ag bs|

Dacl presupunem cd % B # 0, atunci sistemul care di ecusfule
i
droepiei ¢a interseciie a d.{ll:ﬁ. plane se reduce la

{z = a4 p
y="5b+tg

care sint eouafid canoniee ale drepled IN,

Din nceste ecnafii constatim o o dreaptd in spajin este exprimatd
ou ajutornl a dond eenatii eare depind de patrm parametri esentiali a, b, p, q.
Prin urmare pentru determinaren unei drepte sint snficiente doud condifii.

Pentrn o determing pozitia relativii o unor drepte sau plane se aled-
tuicste sistemul format de ecoagiile lor, es rezolvd algebrie acest sistem
gl se interpreteazd geometric reznltatnl. De asemenea precizim ol din
punct de vedere topologic, dreptele si planele sint respectiv sabumultimi
inchise in spatiu,

3.8, Unghivl dindre doud plans orienfale, Fie planele P, 8 P, avind
ecuatiile @y + by + oz 4+ d;, = 0, respectiv azx = by 402 + dy; = 0.

Planele sint paralele daci si numai dacd vectorii normali ay(ay, by, o),
;:{ﬂ:r Ef!, '.qz" Ei.l.'lt- Eﬂ“ﬂiﬂﬂ1 ﬂd.i':'-ﬁ 'I'||_ b Ty == D AT {ﬂ“ b“ E‘;} = k'l:ﬂ-!! lhm. ﬂ'::l;
keR — {0} 51 d;, # dy. Cele doult ecnatii reprezinti acelasi plan dach g
numai dicd (ay, by, ¢;) = Mag, by, o)y k€ R — {0} i d; = ki,

Droud plane neparalele g: umnf‘undatc g¢ intersecteazd dapd o dreapis
I¥ gi determind un unghi diedm (fig. 34).

Unghinl diedru format de cele dond plane este misurat prin nnghiul
plan g, care se obfine sectionind plancle P, gi Py cu un plen Py perpendi-
cular pe D). Prin definifie sughiul diedru dintre cele doudl plane este unghiul

dintre cei doi vectori normali », g n,, determi-
A

{;h El}
COSD mm m—————r—= e
Tl fael ValtE4d Veibbidg
& [0y =]
In particular planele P, si P, sint porpen-

diculare daef 2i numal dack (9, ) = 0 zan
in coordonate aa, + bbb, 4+ oo = 0.

/P‘\ nat prin
! iy Byl =ty 0y
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Folosind produsul scalar al veetorilor # si M, M,
ghsim
a(zg— 2y)+ by — ) - oty — ) =

= L [at F B L d(M,; P).

Deoarece My e P rezultd az, + by, + e - d = 0,
Inloenim in relatin de sus siobiinem

d(M,; P) = —Iﬁjiéb‘%%:ﬂ

43, Unghivl dintre o dreaptd orieniatd i wa plan orienfal. Presupunem
o dreapta I intersectessd plannl P (fig. 37). Fie I proiectia dreptei 2
pe planul P. Unghiul efutat este unghinl dintre dreapta D 5i I, Intrucit
vectorul director al dreptei D' este mai gren de glsit, vom caleuls unghiul

x T
complementar ms[: - IF)-IFIF!'EII'LI'I;_I' &
a |m

- al - bm -4 on .
Vet R P+ m + o

&in

Dreapta este paraleld eu planul san D' = P dacd 5i numai dacd (n,2) = 0
aau al 4 bm 4+ o = 0. B
Dreapta este perpendiculardi pe plan daech §i numai daed i xaE=10
san (&, b, ¢) = K, m, n), ke R — {0].

4.4, Perpendiculara comund a doud dreple oarecare din gpajiv, Doni
drepte din spatin pot fi confundate, paralele, concurente sau oarecare,
Pentru doudl drepte I si Iy care admit pe 4y, respeetiv a, ca vectori diree-
tori, existd o direclie normald comund wnded dach 5 numal dacd dreptele
Iy, i D), sint oarecarve san concurente. In acest caz existd o dreaptd gi
numai nna care se sprijind simultan pe cele dond dropte avind directia
# o=y ¥ oay (fig. 38) numith perpendionlara comund a dreptelor I & 1,

Pentru & stabili ecustiile perpendicularei comune £, observim of
aceasti dreaptd apare ca intersectia o dond plane : planul P, eare conine

pe I g » g planunl P, care conjine pe I,
&i ﬁ.ﬁ:’m&:upl.mind e dreptele Iy gi 1Y, trec
respectiy prin punetele M, s M, si cd N cate
punctul curent in My, iar M este punctul
curent in %y, ecuatiile perpendicularei comune
gint

(M N, @ xn)=0

(MLAL, = @) =0.

a5, Ihistanfa dintre dewd dreple. Fie doud
drepte £h si I, descrise respectiv de punete
le Mg N, Numdrl infd{ M, N) se numeste
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3.9. Fascicule de plane. In 3.7 am viizut cum se poate cerceta o dreapts
determinstd de intersectiz 3 doufi plane. Eeciproe, dacd e di o dreapli,
atunel prin o trec o infinitate de plane.

Multimen tuturor planelor care tree printr-o dreaptd datii I se numeste
fascieul de plane, Dreapta D se nameste ara fascienlnlui.

Consideram  planele  de ecoafii P :ox + &y Lo +dy = 0 5l
Py agr -t by -+ ez 4 dy = 0 care dE‘LI‘_'I.'IIII]:Ifl. dreapta [¥ [IJE, ES} ﬂmnrwn-
orice vector nenul # perpendicular pe P se scrie in forma & == vy - a0,
¥4 o g® ¢ 0, rezulth of ecuatia unui plan oarecare din fascicnlul de axi Ih

are '&EI.IZE[IH
rigme -0y o= +dy) Faogr Dy b o2 Ld) =0, r*4a?e 0.
Mul{imen pianelor de forma
ax +bhy ez +i=0

go numeste faseionl de plane paralele,
Folosind fasciculele de plane putem justifiea §i pe aceastd cale eeuatiile
planelor particulare din 3.2. Astfel stiind ed axa  abacizelor cste

g !'r=1g+a:nsqia unui plan ecare trece prin OrF este by -6 = 0,

-
far eccuafin unni plan paralel en acesta oste by ez +d =10 ete. ...

g4 Probleme asupra  dreptel si planului

4.1, IMstania de la wn puact [ o dreapid, Fie dreapta D de ecuatii o

Y= 5

; aceasti dreaptd coniine punetul Mz, ¥, 7,) 8 are

m w
vectorul director a{l, m, #). Fie 4 un punct din [E, & A" proieclin sa
po dreapta I} (fig. 35). Lungimea segmentuini(dA7]este distanfa de la
punctul A s dreapta I? §i se noteazd d(d ; I'). Din formula eare di aria
paralelogramului construit pe reprezentantii vectorilor & 8 My obfinem

& xM,Al
el

4.2, Distanga de la un punct la wn plan. Fie planul P de ecuatie ax &
+ by - oz <= d = 0, al ciirni veetor normal este a(a, &, ¢). Fie M (x4 8o, =s)
un punct din [E, exterior planului si fie M=, v, ) proiectia lui M,
rﬂ plannl P {f[{ 36). Lunglmeﬂ ||.iII Myl este distanfe de la punciul 3,

plansl P gl se noteazd cu d( M P

a4 ;D) =
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dislanfa dinire dreplele D, gi D, i 80 noteaxi
e Ay ; Iy Thin considerente  geometrice
reznltd o d(Yy ; 1Y) se afli astfel

1) dacd dreptels £y &1 Dy sinb concurente,
atunci d{fh, 7,) = 0;

2} daed £3 1, atunci prin M, e I} se duce
LHIT) ‘Flun perpendicular pe Iy carve te pe L),
in N, i avem d(D, ; D) m= d( M, Np);

3) duch ), s D, sint oarecare, d(D; ; Dy =
w AR, punctele A si B fiind pe perpen-
dienlara comund I (fig. 38)

Aceastd distantd se mai poate afla astfel: prin dreapta It ducem un
plan F paralel eu dreapta D,. Atunei d(D,: I),) = diMs; P), unde M,
este un punct cunoscut al dreptei Iy, Figura 39 aratd ol seceastd distants
este lungimes infdlfimii paralelipipedului construit pe vectorii M, MW, a,, @,.
Din zemnificatin produsulul mixt reznlfd

3, My, @, ¢ a,
aD;; by — Uiz tall .

liay =

#5. Probleme

1. 5% se figureze pupetele A(S, 0, 0% Bk — 20, O0, 0, 3), Di— 3, 2,00, El, —1, —4),
F{d, 0, 4), &3, —5.4) o % se scrie expresia vectorului do porlfic ol perctuluel G fagd de
reperul cartezkan [0, i k).

2, Fle I3 s Iy doail dreple paralebe respectiv eu vectosld (1,0, 13 8 (—1, 1, 3), 54 se scrie
scuatbile parameirice ale vmel dropte perpendienlare slmoltan pe DY, D, 4l eare trece prin
punciol {2 3 0k

3. Se considers punctele Acl, 3, 0% B3, — 2, 1), Om, L, — 30, {7, — 2, 30 54 32 determine
& gsllel Inelt pamctele 4l fie coplanare ; pentrn a aetfel gisit, ad so scrie comnila carleziand a
planplil determinat & ele.

4. 53 se serie ccoafia planulal care troce prin punciul Mg—1, 3 3) ¥ comtine dreapta L,

— ] — 2 1
umda (1) 8: moh ik e .ﬂ}ﬂ‘:: -:lr+ —If

2 o= == 1 i 3
e —1<+L:ml43 e R.

p (3} Dz 1+ 3,

2—1 2
B. 5% se caleafeze unghipl dintre dreptele .E'.l‘ g ——— i:

e | 4
#l &3 se serie ecualls planulof determinat de neeste dreple,

B S¢ daw punelele A(1,3,3), B{—1,2,1), OO0, 1, —1), B2,0,—1) §i planul F: 2x
+ f—a—1 =L 5§ s¢ stabllessed care digtee cle s phAscie de acccagl parle en originen
axelor do coordomale fald de planul dnt.

I—'-|ll

F
1_5':_._,:-!.:
—1 4

= |

2—1 4 2 X
T- 88 B¢ scrle ecosilile perpendicularedl comune dreplelor Dl:a-—--::H- — i — g
—1 4 1
T F—1
ﬂ'.;E—_lﬂ

|

§l 8 #¢ calculege distontn dinlre ele.



8. Fie dreptele J::,::__I-'_H_-i_ n,f—ﬂml B b 3
2 3 1 3 a x

1) ol g delefmine ¢ adlfel Incit drepiebe I3 81 I3 b [le concurenis ;
p 53 se serle ccuafia planaful P odeterminat de aceste drepis
) sl se calealeze d{My; Py unds M5 —4: 1)

Capitalal 3
SCHIMBARI DE REPERE CARTEZIENE

Mulfimes izometriilor formeazi un grup, ¢u ajutorul eimia introducem
in epatiul punctusl [E; notiunes de congruentd o figurilor. Izometriils de
bard sint rotatis, simetria in raport cu un plan, simetris in raport cu 0D
punct si translagis.

Rotatia si simetriilo s8 mai numese transformiri ortogonnle ; cle zint
aplicatii lininre date prin matrice ortogonale.

Orice izometrie cste de forma F =50, unde 5 este o translatie, iar @
eate o transformare ortogonali.

Fie & = F+@ o izometrie determinatd de reperele E = [0;4, §, k} s
R = {0 ;¢ 4' E'}. Izometria 3 se numegte pocitied (deplarare) dacsi baza
(¥, ¥} este orientatd pozitiv §i negalivd (antideplasere) in caz contrar.

Principalele izometrii pozitive sint franalafiile §i rolafiile, iar princi-
palele izometril negative sint simetria in raport cu un plan g simetria in
raport en un punet.

&1, Tranzluia

Translatis unui sistern de axe de coordonate Oxyr este deplasares siste-
mului astfel ca axele noului sistem O'z'y's’ si rimind paralele om axele
vechi g de acelasi sens (fig. 40).

Prin urmare reperul {054, j, k} supus translatiel 5~ devine {0'; :".kj", '}y
unde Ofa, by ) 0 =F O\ =F) =, ' =F (=5 F =Tk = f‘

Ne propunem 55 stabilim relatiile intre coordsnatele =, ¥, = ale punctului
M raportat Ia sistemul Oxyr g coordonatele o, ', ' ale aceluiagi punct
raportat la sistemnul translatat O'z'y"s". praei g

Se observid o OM = 00" 4 0" M. Serisit
in coordonate, aceastd relatie vectoriald
devine

zi + §f + 2k = ai + & 4- ok +
+ o'l 4 ¥+ 2k,
de node
== =y—af=c—a2




Sorieres mafriceald a acestor relsii este

x 1 04 0= i
' =0 1 Ofiny|—1k

4 0 0 1ljj=z] (e

Evident, translafin cste o zometrie poxitivd. Fig. 41
Caz particular. Tranzlatin in planul =04 cste daia
de relatiile

= =y —&

g2, Rotagin

Fie in [E, doud repere carteziens {0 34, 7, &}, (0 1 4%, §', ') care au originea
comunii € (fig. 41). Cunoscind coordo & versorilor ', 9, & fatd de baza
{1, 7, B} 8i coordonatele (x, y, z) ale punctului M in raport cu  primul reper,
né propunem &% glsim coondonatele =% 4, 2" ale Ini M in raport eu al
doilea reper.

Obzervim ok o szemenes schimbare de repere In [E, este echivalentd cu
trecerea de la baza ortomormatd {3, 4, £} 1a baza ortonormatd {i°, 7%, &7}
din ¥,

In I:Tnm rezultatelor antericars avem

i =81) = (I, + (% + @, R E
3= Ol = (F A 0+ BiE
k=0 = (&0 + &, ) + &, bE

Notim ay = (', §), oy = (U, [}y ay = (V. B), ayy = (§, 1), ase = (§', I}y
35 = (s &y @y = (1, 7)y gy wa (¥ ), s = (R, B) 5

fy By e

A= juy ay amn|.
Ty Hax O3

Matricea A este matricea de trecere de s baza {4, §, B} la baza {1°, J°, £
§i este o matrice ortogonald. Intradevir &, ', ¥ filnd versori (covrdonatele
lor sint cosinusori directoare) reciproe ortogonali, deducem A4 =],
Ultima relatie implicd (det A det*A4) = 1, deci (det 4)® = 1, adicd det 4 =
= 41, Do aceca relajia A'A = [ este echivalentd co 4 = 4-L
Rezultd o trecerea de Ia baza ortonormaté {4, §, &) la baza ortonormats

T,

li’.{, E) e face cu ajutorul matricei ortogonale A, iar trecerea inversai
se face cu

117



Pentru o stoabili relatia de legilurd infre coordonatele x, v, = ale punetu-
Ini M raportat la sistemml Ozypz si coordonatele =, ', 2" ale acelniagi

punct raportat la sistemul rotit Oa'y's', obscrviim o OM = O sau echi-
valent zi L+ gj + 2k = 20 + 4§ + #'F. De aceea

ax flyy dfgs & F &'
Yl l=|aa t3= Oy | sufp|l=4|¢]

= By Bz g )& & s
Invers, avem

r

x 2
¥ = 4|y |
3 g

Aceste relatii caracterizeazd o izomelrie care pistreazd originea. O
astfel de izometrie datd de relatile de mai suz 2 moal numeste franafor-
mare orlogonald 8 se noteazd en &, Deoarece (151 % B} = det A, reznltd
¢l o gsemenca, izometrie este poxitivi daclt det 4 = 41 {rofafie) i nega-
tivd dacd det 4 = =1frofafic 5i simeirie).

Exemple. 1) Rolafia in jursl lui Oz In reperul cartezian {0;1,], k}
considerfim rotatia # de axfl Oz gi de unghi § (fig. 42).
Din fignril rezultd

i = #{i) = i cosf + § sind
§" = R} = —isind + j cosd
k= #(k) = k.
Astfel din relatia 21" 4 ¥ + 2% = zi + yj + +k, gisim
& = g'ooRfd — y'sind
Ry e 2'zinh 4 yeosh
§=0,

W . Evident determinantul matricei Ini & este +1 3i deci
;5‘\5 I iV, - & eate o izomeltie positivi.
y S  Inparticnlar o retatie in planul 20y, de noghl 6, in
/E L jural originil este caracterizati prin
iz [.z' = #'eoall — y'sinb

Flg. 42 ¥y = x'sinb 4 yieosh,
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Flg. 42

Dintre izometriile in plan refinem rog-translafia (fig. 43} caracterizatd
prin
lr e= gponsf — y'sind 4 a
¥ == x'sin® -+ y'cosf 4+ b

2) Simelria fajd de wn plan. Fie reperul ortonormat (04,5, k) ¢ &
simetria (fig. 44) in raport en planul (€ ; &, 7).

i = i) = i

F=#=j

ko= (k) = =E,
Astfol, din i 4= 99 4+ 2k = 2% 4+ ¢y <= 2'F, gisim

Firmg, y=§;7m —&
fan seris matriceal
] 1 LI L] &'
K

y|l=|0 1 ih
-] 0t 0 =1 -

Deaterminantul inatricei lui 5 este —1 i deci 5 este o izometrie negativi.

&3 Probeme

1. Flereperul eartezlon Orpz fajd de care consideriim panctebes A(3, 0, Oy B0, 2, 0, C(0, 0, &),
Constroim slstemal rofit Ox'ys” astfel z 82" nre direcily 3l sepml indlfimd] 0" 8 tetraedralol
QARG O esle pamled cu A, unde A" este pielorul Infjimil desd din A" I brium-
ghizl ABG, lar axa O este astlel aleasd Mnell slstemul O g's" e ke ofienial pozitiv.

5& we scrie matrices rotatlel i sh s delermine direciin lavariantd (subspatic] propein real
anklnsntional) fatd s aceastd sobnlbe.

xr I &
2. Se comsbiderd dreapla [ : — -t — . Fla i* versoral directar ol dreptel D. Fie J*
1 =3 |
un wvefior perpendlealar pe IF cafe aparfine planolul gz lar B versarul ales asifel Inelt
(I F. k) 84 fle o bazd ortomsTmati.

5h s stobibensed formulele de schimbare n bozed 3l s s compare orlestdirile eelor doud baee,
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Caplteiul 4
CONICE

&1, Nojiuni generale
Fie [E; spatinl punectual enclidian real bidimensional raportat la un
reper cartezian {0;4,3} 5 fie ¢: [E: = R forma pitratic: afind definiti
prin
glx, ¥) = ay,2* + 20230 + Ga¥® + 2035% + gy + ey
an - aiy -+ gz # 0.
1.1. Definific. Muljimea de nivel constant sero
P= g~}{0) = {M{x, y)| (x, ¥} & R?, glx, y) = 0}
#e numegle conied sow curbd olgebricd de erdinu! al doilea. Se  noteazd
I': gl gr) = 0.

Tabrlul §
Cere | Eipsé
: oy
zloyfapt .—':‘.}*' F"f“ﬂ
, I Bargpohs
Farabold o #Hﬁnmm de chesfe paralele
3 r F e
yiezpz -0 T
Multimes vidd

ITE

Prrache
de drepfe comfundsie cw un gingur slement

\ﬂ . g

%; +-§;1-f-|!? LF

rfeat=0

r

J-yﬁ
.Fﬂ'

1

xi=d

£
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Din punct de vedere topologic, conicele sint multimi inchise in plan
deparece (0} este o multime inchisd in ®, I' = §7Y0) 8 ¢ este o fanetie
continud.

TUna dimtre problemele importante ale geommetriel analitice este de &
dovedi cf orice conich este congrmentd cu nuna dintfre urmidtoarele
mulfimi : esre, elipsd, hiperboli, paraboli, pereche de drepte, multime
care confine un singur punet ssu mulimes vidid fabelul 1)

Rerolvarea problemel mentionate o vom face in doud variante: fie
folosind schimbares axelor de eoordonate, e folosind clementoe din teoria
formelor patratice,

Ttilizind rototranslatis, realizim trecerea de ln reperul cartezian {0 ;1, }
Ia un reper adecvat orientat pozifiv (numil reper canonic sau 1
fatd de care ecuafia gir, y) = 0 s aibd forma cea mai simpld posibili,
mimitE sotefia canoniod 520 redusd.

Dupdi cum vom vedes ulterior, in diseujie intervin urmétoarele numera
atasate polinomului gir, ¥,

nI 'H:I
o ] i e

A omidy @y Gy 3w |
| B Pap

I=ay+4 an
Qg gs  Opy
Hyp == Oy g = fggy Agg = By

Prin trecerea de la reperul {0 ; 4, §} la reperul eanonie, llmliuumul ale, y)
se schimbd in g'(x', v'). Se poate ardta i numerele A', 8, I' atazate poli-
nomului g° sint respectiv egale cun numerele A, §, 1. De aceea A, 3, [ 58
HRmess tnearianfit metrics 8l conicel.

§2. Centrul unei conice
Exiatd conice 1': g{ry) = 0 care admit un centru de simetrie. Acesta

este de fapt originea roperului canomic. Pentru a ghai relatiile ce condue
direct Ia contrul unei conice, ofectulim translafin

I #."!"'ir"r 5':?1"::'!'#'

Ecuagia conicel fafd de sistemnl tranzlntat in Oz, v va I Wz, 4 27,
%y + ¥') = 0. Aplicind formula Taylor, aceastd ecuatie so transcrie

1
[:ﬁ' -.ra-‘.!i-l\... +F'_a.£)+n!-'- (:'._--+

|
[ T 2. ) T2 aud

B A Y

- 2_1-;'5!"_" —
Pxycyy dud
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unds

¥ . Qa0 + 2ay 4 2ay, o m g 4 2004 + 2050
il o

P, F . P,

Y N 2xdy Sty P Feg

Puanctels (27, ) 8 (=2, —') sint simultan pe carbs I' dacd 8 numad
daci punciul (1 o) satisface relapiile

of of oF  ©f
2%, 3 (&g Yol 1 e O¥ I:."['lr ¥} =0,

De aceea dack coniea [ are centru, atuned coordomatele sale sint in
mod necesar zoluliz sizternulul

12
= s e, =0
e i

1 g

—_— = Bl | iBasly - =i,
7 oy Al 1 Maalf - gy

Determinantal sistemulud este

al_-”u ”:E!l

G | Sl
[flyy  Hga|

Dacii & » 0, atunci sistemul are solufie unicd s deei I' admite centrm
de simetrie (cere, elipsa, hiperbold, pereche de drepte congurente, punct).
In acest caz, ecraio conicel redusd la centru este a5 - Za,.2'y" -+ Gp¥'? -+
= g, ¥,) = 0.

Sernrficafia invarmniulel . Ne propunem s determinim constanta
glzg o} pentrn § &= 0. Patem scrie g{zg, #o) = rpfrﬁ.ﬁu +u1=aru + a5} 4
- HolBady + Syl T dag) - Ty b Aoy F g = 0 FlTys ¥oh ==
== gty = fdally + Gpg

Bistemul

Ayl -+ Gyalfy -ty =0
iy = gy =+ gy = 0
ypi'y + Bggllp =+ g — FTg ¥o) = 0

de trei ecnatii cn doud pecunosente este compatibil dacd determinantul
caractoristie esto nul, adied

gy @y —dp |
fgy Wlgs =il = 4.
Mgy Mgz —(ga — GlTgr Ho))
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Acesta s¢ mai poate sorie

thy W diyy My g

— |y g Bap|t|dy e 0 = 0,

My Ogs gy Gy B F{xg, ¥y)

i !
deunde g(xg, ¥,) = E :

Astie]l conatia redusd la centru esto
A Pt -] & -
apt® + 20TY + Op¥ '['E‘—“*

Dacii A = 0, ecuatia redusd devine
@302 4+ Dayr'y’ 4 oy’ = 0.

In cazul 3 = 0, aceastd ecenatie reprezinti doud drepte care trec prin
centrinl conieed. In enmml & =0, ecuatin reprezintd mmliimea {{0, 0)].
Prin nrmare, dacd & = 0, A = 0, conica este degererald in dond drepte
san iotr-un punect: dacd & & 0; coniea este nedegeneratd {cere, elipsi,
hiperbo i, parabold, molfime vidd).

Gbhserva (i 1) Confea penira care & == 0 felipsd, mudiime vidd)se numeste de gen eliplic.
Confea pentm care § =2 O (biperbald, pereche de dreple coneurenie) se pumeile de pen hiparkalie,
Conlca pentra care 8 = 0 (parabola, dreple paralele v conflundate, malibmnes vldi)se menseste
e gen porabalic.

2) Ecuafln gemeraid a anel conles, plz, g = 0, eonfjine saze cocllelentl 2,4, 815 95 8160 G0 S0
cire ve numese poramelr i peetenfioll. Prin Impdriiee co uwnnl (diferit de soro) 50 obfin cincl eoell-
clepli care se numeic parametr esenllali. Do acora pentra determimarea unel comles sint sufl-
clente cincl condifil {de exemplu conien s treagd prin cimcl pamcte).

T ]
3) Duch oy =0 8l oy = @y = @ o 0 3l ﬂ;ﬂ(’l‘] .q.{f!) Y b atune T = &,
L a a
] i}
Daeh {i—") +{f!) —-E—IIII = I minnecl " edle o cefe cu centrul 1o © —n—--p —2] L4
a I\ a a a

s - [ EFETE

gd. Neducerea la forma  eanonich
Fie conica
[rape? + 2oy + agti? 4 2000 4 Doy - gy = .
Pentru stabiliren ecuatiel canoniee avem in veders prmdtoarcle sifnagii
(i) Daclk a,. = 0, atunci se face o translatie.
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{ii} Daclk a3# 0, atunci se fare mal intii o rotatie. In acest caz se poate
proceda fie ea in 3.1, fie o in 3.2,

1. Meloda valorilor proprii, Tipnl conicei de ecuatie generall a,z* -
4 a2y + Ayl + 2y + DAy + iy, = 0 este determinat de expresia
termenilor de gradul do, adicd de forma pitraticd ayps? 4= 2a.38 <= g™
Matriceal aceastd formda pdtraticd se scrie

ol Gk e

Matricel simetrice [ ]i: afagim ecuatin caracteristicll
I"“_l "z | 0 san W—In =0
aqn thy — :'rl

ale cirel riddcini 3; 51 &5 sint reale i diztinete, Dach

1) & qu iy 01 semne contrare, adieh § =< 0, comica mm;&uhrp&rbulw*
2) A Bl :'.1 an acelasi semn, adicd & > 0, conica este gen eliptic ;

3) una din r3dicini este zero, adicd § = (, conich este gen p:lr:lbnljl:!.
Bistemele

{[“:1 — Mty 4 @yt e O i=1,3
gy iy =+ fqa-: — ?"J:H:II: =% ']:
dau coordonatele vectorilor 1Jm|;|n:| (ty, 0y}, TESpECHV [ty 0y} care sint
nrl:ngﬂnn.ll Vectorii proprii astfel gisifi il normim gi-i notdm cu e, res-
Liv £y
Fie E matricen formatd cu coordonatele versorilor €y, &, agezate pe
coloane ; avind in vedere Eﬂﬁﬂl!'lmlﬁl inlocniril unuis dindre versorii &, &;

prln upuml gin sau posibilitatea renumerotiirii valorilor proprii, putern
presupune det B = <1, Rotafis

o) =2L)
¥ ¥
reduce forma pitraticd la forma diagonald 2x™ - 2w, Versorii proprii
€,, €y dan directiile notlor axe Ox", respectiv Oy’
Prin rotatia efectuats, ecuatin conicel devine
Mt - ' 3 2aipx’ +2aiy' b agy = 0.
Eestringem pitratele 2i efectuim o franslagic
Mt 4PN 4+ P ta=0.
Dacd notiim 2" = 3" .. .;3" =¥ ... obfinem ecoalia canonich

W& 4 A" @ = 0.
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Exempin. 55 se reducd ecuniia
It —dag— 2+ dpg—3A=10

La forma canemied g 88 se comsirulascd combea corespunzifoare.
Solwfle. Matrieea formel patraties 35 = dxp cile

3 =32
-  al
Ecuatin caracierislicd a acestel matrlce esie

d—d —i
—2 —a

=i mp M—=3i—4 =,

Radicinile ecuaticl caracteristice sint walorile propril ""'I. =] g :i,. = 4,
Coordonatele (i), Byl abe vectoralul propria cofespunziier lul by = — 1, constitule sofulis
akifemulul 4m; — 2oy = 0, — iy -+ &y = 0 gdbed {k, 2, ke [} —{0]. Prin normalizre obinem

versoral propsiu i,-(%n%) Analog pentru Ay = 4 ghsim .-.-[.H.. . }

I's
Deearece
1 F
s s
det B ow det = e {retatie §i shmelrie)
2 1
O O
penite & aven mueal n:ntﬂ-lc folcalm oeul din urmbtoarele procedee.
1) Repumerolém 3 = Jg &g = Iy, de unde rezultd 7] = £y & = &. Retatia
—-— -l—_ z= T - -1= 2=" 4+ g%
(£ Vs
sau
2 : 1
== | F Fo—=(— +3p)
3 E

&
oomlaee Ia 4t — I""—~—:r-"+-—p—-3-|'.'l Compliethim phtrateie in =" o g" o pislm

1 34
o) =le- )
is
1 3
Efectudm o translatée n shstemulc] 0y in pasctul E.(—:- ﬁ]ﬂiﬁﬂ:l’v-‘l‘"f _—

Vs (B

3

=g+ _IIF. Ob{inem ofuntia canonled m hiperbalet
b

gl S

| d

3
care are virforile pe oxa o=,
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Fentru conslrocile cfecludm o rotathe a slsbemalul de axe oOp, MNelle axe de coordonale
Oz, O au directifle versorilor 2, respectly 27 (g 45)

2y Tateueit arles directie In plan este caracterizatd de perechd de numese Feale praporilonnle,
wcomvenlm s3 Indm versorll £ = —§;, #% = &, Rotatls

1 z 1

||
2 1

| I R

8
opndoce s ecualls — rl + -Iﬂ' —— gy — 3 = 0, [Dhrecjille axclor de coordomate

i" I.'r
£xy. ﬂy. sint d-rl::l‘mlnn.le de weraoril -:l. respectiv 87, Shilemal robit este tramsdatat In
3 1

_.-—.--— y fologlnd formulele oy m 2+ —, B = Il — —
[ ) Vs s

monlcl g hlptrhu']tl

. Dbtinem fofma ca-

ﬂ_ﬂ_!.'—n
a 1
T

raporistd lo slifamol canonle 00, (g, 463 Hiperboly are virfurlls pe E,p,,__

3.2, Wetoda rodo-transiafiei. Matrices de trecere, B fiind o matrice orto-
gonald, este matrices atazatd® unei rototranslatii in raport cu o bazd orto-
rorrnd .

Teoremf. Dacd @, s 0, atunci unghinl 8 dat de scoafis (o, — a5)-
«#in 20 = 2ay,008 20 determind o rotatie in plan

{:; #eoall — y'aind
¥ = 250l -+ y'cosd

aztiel ineit in eenatia §'(2", §°) = 0 coelicientul produsalui ='y" e anuleazd.
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Demonstrafie. Obgervim ef dupd efectuares rolajiei ecnatia g, y) =
trece in g'(z”, ¥7) == 0, Coelicientul Iui &'y din ultima ecaatie e3te

2ays = (s — @y,) 8in 20 -4 2a,.008 26,

Agtfel teorema devine evidentd,

'Intnmit. stuaia conicei obfinuld prin rotatie nu confine tmnenu] in
x'y’', nrmeazd i completiim pltratele dacdl este cazunl s in urma unel
translatii sd obtinem ecuatia canonicd.

Teoremele care so pot formuls relativ ls reducerea la forma  canoniei
g rerumd prin fabelul 2,

Tabelnf 2
. y
Coadyn Frts - ] nm:w I
=10 | I = fixp pal} t
=0 E Iy u By, vnde I Dack oy =0, nalunc n:!
Iry st drepte parabele | e o Uranslalle. |
A=n sau confundate, s e
dan I'=1Iy u B, unde Iy |Dach o, w0, alunci s
ik D, sfnt deeple conen- | face mal Intll rofatia |
| rente. Je= el | D, {r— # el —y sin O
= x* dn @ & g ool |
Mo i g I
b=0 | b undge § este wnghiul detes-|
| JA=n0 I'= minal de ecialin (@, |
| Ao o) #n M o= day, mﬂl
| =i parbald
. Dupd aceea, dacl ede|
f=0 hiperboli cazul, s face o transinfie
I = 0 mehipesbalii cchilatend

Ezempin. 5§ a0 stabileascd natura 8 genual combeed
T 9x2 = fizg + o & 2z m 0,
53 so reducd ecualla la forma caponlad Polesind melodn reoto-trensiailel 56 53 se construfsch
coalien T

Selufle. Calenliim Invmriamgii

g9 =2 10
| & —&
Ae | —3 1 0= —100, l—l |-ﬂ.
| —3
10 ¢ 0
Astfel I' este o paraboli.
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Fig. 48

Intrucht ayy 5 0, electizim o rotolke al cirel unghl 6 este solubln ecuafiel {8, — agldln 20 —
— Zay.008 30 = 0, Pentru conica &atd, ecuafla devine Jigh 0 — Btg @ =13 = 0, cu solupiile

g8 =3, gy = —

&

3
Pentra tg 0; = 3 ablinem sin = —— 5l cos @l = -L : formulele care dan rotatls sistenulul
yao fro
i 1
sy slat T m —— (5" — ) ¥ = —= B2+ h
V1o 10

Fati de sistemuol rotit o0y, ecostla conleel devine

H'i-|--.=—:"—-u—-r =0

o i

a3\ 2
Completdm pitratele 31 oblinem r——-] = 2 r. Flectuim translatia, r's 5",

|10 1w e

3
g g7 e —— g glislm ecuntia canonbcd a parabalel p-"‘-l_q—-.E-:‘ + ._‘... (fig. 47%

Jao oo a0

3
+ Ecualia eoniesl devine

1
Pentrn g @ = — — olligem 4in 0 I-—-'I-i oot B = —
3

i fio
8 1
2t L0 prin rolafls == oo (— 8 — B § = o (5 3.
Vio * io e T
Complet&m pdiralele, efecium transinjls
2 e
F:m
g -

2 ]

i gsim ecualia canonbef 9 e |I=r' & — g parabobel {ﬂg.ﬂ]npuilﬂ ks sditemu] cano=
o 10

nfe obflmnt prin Fole-Eranslafls.

4. Intersecjin dintre o dreaptd $i o conied

Fie I} o dreaptid de ecuatil parametrice
=y + U Y=y, +m, 1€ R,
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gi ' o conicii de ecuatie carteziand implicitd g(z, ¥} = 0. Intersecia DT
corespunde radacinilor 1) 51 ¢ In R ale ccuagic

(1) fg(l, m) 41 [z‘"’—’ 4 ma—ﬂj + 9les o) = 0,
e iy

Ta
unde o, m) = ayl* +2a,0m +am® In cele ce nrmeazi nu:pt.ﬂmg—gr (2
T

.'Jrl.:l = g %[-Tdﬂ. yﬂ = =

Diseufie. 1) Fle o(l, m) o 0. Atunci ecuatia (1) este de gradul doi
Dacdl q = (Ig,, + mg, )* — d5{l, m} glagy, §,) > 0, atunci ecnsiis are doud
ridicini reale & distinete ¢, 81 1, In acest caz I) taje pe I’ in doud puncte
distincte P, gi F.. Dacd ¢ = 0, atunei ecnstia are doudl ridicini reale
confundate #;, = f,. In acest caz I taie pe ' in doud puncte confundate
P = P, gi se numeste tangentd la I in punctul Py, Evident, din orice
punct P, ¢ I' se pot doce el mult doud tangente la I

In particular, cind Pye T si g, 4, nu se anuleazd simultan, observim
cd tengenta 1a 17 in punctul P, are ecnatin

{# — xolgs, + (¥ — Yoy, = 0.

Dreapta care trece prin Pyla,, ¥) € I g este perpendiculari pe tangentd
ae numeste normald. Ea are i

—{x = rly, + (¥ — Yolffa, = 0.

Dacii g < 0, atunci ecuagia (1) nu are solutii in R 5i deci D nu taie pe I

37 Fie g{l, m) = 0. Ecuatia (1) este de gradul intii. Dack Tg,, L mg, 0.
atunei avem o solafie wnicd § gi deei D taie pe ' intr-un singur panct P*
Dacil lg., -+ mygy, == 0 §i giey, ¥) # 0, atunci ecuatia (1) cste o imposibili-
tate #i deci I nu taie pe I. Dacll lg., < mg,, = 0 gi glxg, o) = 0, ecuafia
este identic sptisficutisideci D 2 T,

Fie I' o conicd nedegeneratd gi d{I, m) o directic in planul conicei.

4.1, Definifie. Wirectia d(l, m) se numegte direcfie asimptotied pentru
I dacd ' :

o, m) = a, 1 4 Zaln 4 agmt = 0.

Evident o dreaptii care are o asemenea directie taie conica nedegeneratd

intr-un singur punct san nun taie po T

Discupie. 1) Dach & << 0, A o 0 (hiperboli), atanci ecuatia g(l, m) = 0
did dondi directii asimptotice distincte.,

2) Dach >0, & ¢ 0 (elipsd), atunci ecuatia oI, m) «= 0 nu admite
solufii reale nebamale. D acces olipsn nu admite directii asimptotice,

3) Dack 3 =0, A # 0 (parabolf), atunci ecuafin oI, m) =0 are o
direciio asimptoticd doblf care este de fapt directn axel coniced.

4.2. Definifie. O dreaptd D se numeste asimptold o unei conice nedegencrate
I, dacd direcfia ei este asimpioticd gi D n I' = &.

¥ = & 815
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Din ceea o am prezentat mai sus, rezultd el este sdevdratl unndtoares
Tearam:.

4.3, Teoremil. O asimptoth a conicel nedegenerate I' este caracterizatl
analitic prin ecuatia Iy, -+ myg, = 0, unde (I, m) este o directle asimptoticd.

Digewtia, 1) Hiperbols are doud asimpiote care tree prin centrul conicei.

2} Elipsa nn arve direciic asimptoticd gl in congecintd nu are asimptotd,

3) Parabola admite o direcie asimptoticl pentru care eonatia ly.-+-mg, =
= 0 devine o imposibilitate. Deci parabola nu are asimptotd.

£5. ol si polard

Fie D:ige=goq4ll, ¥ =gy +ml, 1R, o dreapld orientalti prin
vectornl director & oo N -y 35 P, @ doudt punete ale acested drepie,

S, Definifie. Numdrnl pgpp definil prin g = pm_-g- &0 wumesle
i

midrimes relativd o segmentului (PO,
Consideritin o pe dreapta D an fost fixate punctele Poleg, wo). Pyl ¥,
Pz, w)y Polxs ys), corespunzditoare valorilor fy, 4, &, 4 ale Ini ¢ (fig. 49, a).

a2 Definlie. Numdrul

r = F o/ fy —ty fa—1
[P, P;P, P =l08 Brn_h=b Hh—h

— 5 '
FeE -F'}-‘P !_ti !'—fl

#e wwmegle birapor! ol cnaterne ordonate de puncte (B, P, P, F.).

Dacll [ 25 Iy Pyl = —1; atanci birsportul se numeste armonte 51 se
gpune off perechen de puncte P, P divide armonic perechea P, Py (san
fnvers), Divizianes armonied este caracterizati prin

h _,.i."l_l_._.._. = (i,
*_:1 ‘_"-!a

ek presupuncm of punetul P, este luat drept origine pe D, adicd
fp == 0, atunci divizinnea armonicd eate caractenzaid prin

=} 2 1 1
a 2z - - —
5 e TR
Fie I' o clipsh, hiperboli sam  pars.
boli. Daci P,,I,’.T,,: ¥e) este un punet dat,
5) atanel fie Do s oy 0 ¥ e gy-1- i,

{e R, o dreaptdi care trece prin P, s
care taie pe I in dond puncte iy, ¥),
Pz ys) (Hig. 49, D).

G6.3. Tearemd. Locul geometric al
punctului P conjugatul  armonic  al
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lui P, in raport en P, F,, atonci cind direetia (I, m) a lui D variazd,
este o parte din dreapta ﬁ-: do ecuajie

Ty + Oyl TWs + T¥) + Gaali¥y + GlT £ To) T+ Only - He) T e = 0.

Dreapta D' se numeste polara punctunini Py in raport en conica T,
iar punctul P, se numeste polul dreptei £ in raport eu conica I,

Demonstratie. Prin ipotezd, intersectind dreapta IP eu coniea M se obdin
punctele Py & Py corespunsitoare valorilor o i f; carve gint ridicinile
eeuntici  Fol, m) - 118, + ) 4z we) = 0. Pentrm seurtarea de-
monstrafiei presupunem o P, € I'. Din ecuatin de maoi sus, rezultd

botty I g,
iy (85 o)

Pe de altd parte observiim cfi divizinnea armonicl eite caracterizatd
prin
2 1'1 J_‘ !’

. . i tyty
&1 dleed
.?.. = ’.ﬂ:ﬂﬂa-
! gy o)
FPentru a se obijine ecnafia carteziand a mulfimii eare econjine loeul
geometrie cliutat se elimind parametri 4, [, m Intre relagia precedentd gi
ecmatiile dieptel [, Rezultd ccuatin

(2 — D), L (¥ — ¥oldy, = =203y W)

caro este de fapd ecuatin din teoremi,

Obzerviim o atunei ¢ind P, e I, rationameniul anterior trebnie modi-
ficat. Din ecnalia de mai sus so vede o inoacest coz polarn se confundi eu
tangenta in Py,

B, Observofill 1) Pozilin polarel £F faid de conica I' depinde de poxifin  punciolbul
By fatd de T (san invers). Py no peate 01 In cenirul eoinieel depareoe In acest caz couadia
{r—na, -+ fr---n:pr_ =i e Dol fed t5be o lmpasibllitate,

¥ 1
1) Sobstltuirdle 2= . = gy Eree —— (B = T, Tl e (B o Ey), ek l CEE
H 4 ' 2

w¢ numese dedublivl. Prin dedoblmo sepafiel de gradul daf .p“:r' e '.'Jn":u ol .pnyl + Qa4+
+ 2y -+ g = 0 In panctul Pyl i) Injelegem ecoatln de gradul Intll ayyzx, + o, =
o+ Egl) * Sl T OplT 4 Xg)  Smll - M) F G = 0, Bl polarel paoctulul Py {in
particalar econfis tengentel In FyE T} se abjine prin dedublarea ecuafiel lui 7.

) Nollanes de focar o pResupanem cunosciafd de lo stodind conbeelor pe ecoatla rednsg.
Lircetogren esfe polara focarulab.

§6. Diametru eonjugat eu o direcie data

Fie conica I' 5i o direcjie df, m).

6.1. Teorem#. Locul geometric al mijloacelor corzilor conicel T' para-
lele en diveciia d(l, m) este o parte din dreapta £ de ecuatie

I#.I +'m$|'. = n"
1



Dreapta D" ge numeste diawetrnl Tui T conjugat divectici d(l, m).

Demonstrafie, Dreapia care trece printr-un punct Pulx, v, 31 cate
paraleli cu d are cenatiile @ = x, 4 M, ¥ = §, -+ ™, 1€ R. Prin ipotexd
aceasti dreaptd talo conica I' in doud pumcte Pylx, = x, 4+ If, ¥, =
e= iy -mh) B Pyle, = 2, + Uy, ¥, = ¥y -+~ mly), unde # i {, 2int solu-
tiile counfici 2o, m) - i{lgs, -+ may )+ oz, ¥y) = 0. Mijlocul segmentulnl
[ £ Py (fig. 50) are coordonatele

N S T N 1K S
] 2 2 o

gi acest punct coincide en Py dacd §i numai dach & -+ f; = 0, adicd Ig,, 1
-+ gy, = 0. Deocarece Py este un mijloc arbitrar rezultd of teorema este
adevirati.

Consecinfe. 1) In ipoteza ¢ & o 0 2e ohservii e diametrii conjngati
en directii arbitrare din plan formeazi un fascicul de drepte eu virful in
centrul coniced.

2) Dach § =10 &1 A # 0 (paraboli) atunci observim ed g, = = 34,
s cenatin dinmettilor conjugeti se reduce Iy ecuatia unni fascicul de drepte
paralele

Gt p=0

Directia acestni fascicul este (ayy, —ay,) 8a0 (0 —dy). Evident axa de
simetrie a parabolei este un dinmetrn gi deei are directia anterfoard,

Observim cf directici (a,,. —a,,) nu-i corespunde nici nun dismetra con-
jugat deoarece a4, — ayf, = 0 este o imposibilitate.

3) Cazul eomicelor eu dreaptd de centrt se cercotensd analog.

24 considerim acum of I este o conicd en centrn (8 < 0) 51 s netim
e (g, my) directin diametrulul de ecnatie ig. -4 mg, = 0. Direcfia (I, my)
satisface relatia

Ty My
lay; -+ ﬂu —{lay; -t may)
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(2) aylly + &y (g 4 Lm) + dggmmy = 0

care de fapt este dedublata relafiei g{l, m) = 0. Reviproc, se poate ariita
i dircetis diametrulul conjugat eu (I, mg) este (1, m)

6.2. Definifie. O pereche de diametri ale cdror divecfii sint in [relafia (2)
f¢ mirmese diagmetri confugafi wnul alivia,

§7. Direejii principale. Axele unei conice

Considerim o conicii T, o directie ail, m) si diasmetrul conjegat aceste
directii g, 4 mg, = 0.

7.1, Defimifie. Directia dil,m) se numegte direcjic principald pentru
conica I' dacd este perpendiculard pe direcfia diametrului Iy, -+~ mg, = 0.

7.2, Teoremds. Diametrnl conjugat unei directii principale este o axd
{de zimetrie) a conicei. Imvers, o directic perpendiculard pe o axid este o
irectie principali.

Demonslrafie. Dinmetrul conjugat en o directie prineipald confine mij-
loacele corzilor comicei I, care gint perpendiculare pe diametrn. Astfel
acest diametru este o axd de gimetrie, Reciproes este evidenta.

In aceastd problemi distingem doud cazuri

1) Dhacd & & 0, atunci T’ poate =0 fie cere, elipsd, hiperbold zaa pereche
de drepte concurente, Axele reperuliul canonic sint axe de gimetrie. Notdm
cu (f m) 81 (i, mg) directiile acezlor axe i obgervim cd aceste directii sint
perpendiculare, adick

H, <4 msi, = 0.

Intrueit axele conjin doi diametri conjugati unul altuia, prin eliminarea
Iai (g ) intre ccuajia precedemtd 31 ccuatin oyl == agalle, -+ im) -
+ dggitiiny w } deducem

3) [y, — aggiml 4 do(m® — T*) == O,

Ecuatia (3) di direcfiile axelor, Scrind ecuatiile diametrilor conjugati
cn aceste directii sau scriind ecnatiile dreptelor care trec prin cenftrul
conicel I' 2i an aceste directi, obfinem woul &1 acelasi Itein §i anume ecia-
tiile axelor.

Interseciile dintre I' gi aXe se numese virfur.

2) Fie 8 =0 81 A & 0 (paraboli). Anterior am vizat cd direclia axei
parabolei este (@0, —ay;) 500 (Gge —dgy). Directia perpendiculard pe axi

133



este oy, agh a0 [y, ay). De adcl rezultd ol ecusfia axei parabolei este
fs + thally = 0 80 angy 4 dpfy = 0
(dizmetru conjugat cu directia (a4, dy,) 300 {6y, @ )).
Intersecfia dintre axil gi parabolf se nmmeste virf.
7. Observatie. In coialiile anterioare, cel pailn weul dintre namerele [ g m este

diferit de zerg. De neees bnooxeneliil, ecaatiibs (2) 51 (3) 4o slmpliticd prin Impictive cu { dan
Elli E1i

8. Probleme

1. Sab infloenta uned forie, ponctal materfal M s mied pe cercul =¥ 4 g7 —&x - 45+
+ B = 0, Actlunea Torfel se Intrerupe In momeniunl In care M o afuns In pozitia {1, — 2} 5 3e
determine trolectofia pe cfe o va urma mal deparie puncial material

2. S daw conicele 'y £ =21 4 It —dr =g b 3w, [y f—dig—Pf—ds—
— g 43 =0,,0: :-t-J_- 2y + g* 4 2z + Ip==l = L 5§ ss caleoleze Invarianiil; coordoaaiele
condrilsl §§ daed evbe cagul, 4 4 Scris ecualin conbeel redusd ba cenlbin saw ecmafiile  dreplolar
in care degencrearzi-

3. 55 s reduch couatifle

Bt — dsy 4+ 3P — e fp—12 =0
1ixt e g + gt + 3o+ 1hp 4+ 11 = i,
A+ —g+im=0

la forma canonich 5l 83 s¢ constrolasch conicels corefpuneiioane.
4. 53 se slablloased poritia dreptel I lafh de conlea '

Iy r—=p—8 ), £ —3rp=Jpf—dz-—=fip4d =0
NrxamBblggem—1+3 —22p—2P + T2+ 004+ 130 =0
Jpa=1+8, p=l+ T, S2+dag— i +32—2y =0,
B. 56 se scrie coordonatels polilal axel O fald de conbta i P =3P = Jr — Ty = 1= 0,
B. 58 s sorle counfia diametrulul conjugat : (1) axel Ox, (2) axel Op, (3} directlei d{1 , —2
PentEn condca 15% = BEQ < P° = BT == TP == 4 = 0. 58 52 serie ccuaiin oXe] de simetrle a aces-
tel ganiee.

7. 5 s¢ delermine conbrul, asebe @ virfprlle conicel

'itbe? - lzp+ 1P+ 42—y —p =0
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Copltolal 5

CUADRICE

§l. Sfern

Fie [Ey un spagin punctual enclidian real tridimensional raportat la un
reper cartezian {0; 4,7, B} si punctele M(x, 5y 2) @ = 1, 2. Beamintim
expresin distanfei

d{Hu -'Etj = F{.F, — &P e — WP e — )5

Fie Nz Vo &) un punct fizat =i r un numar real strict pozitiv fizat.
Sfera 8 d¢ centru 0 gi razd r este mulfimea punctelor M(x, ¥, 2} on proprie-
taten 4(C, M) = r (fig. 51}

1.1. Teoremd. Punctul Az, y, =) apartine sferei & de centrn Clar, wo, 200
gi riza rdach i numal dacl

(2 — ap)® 4= (¥ — ¥ol® + {5 — 5)? = %

Demonstrafie. M e 8<d((, M) = reof (& — a7+ (F — ¥+ {5 — 5o =
= e (B — Zo}* + ¥ — ¥oJ? + (& — 5)* = 1%

Astfel & = [M(=, ¥, 2) i@, ¥, 2D € R, (¥ = 2o}t [y = 537 (7 — 5,)?=
= ¥ i mal seurt 8w = o) = (¥ = V) = {7 — 5)* = . Bouastia
(o — 2} (¥ — ¥o)® +(r = 5)° = 1% {r,5,2)e R” s¢ numeste ecuntia
cartesiand implicid @ sferel 8 de cenlire (£ Ve Tq) §i rasd v Aceastd eonatie
este echivalentd cu trei ecuafii paranefrice in R (fig. 52)

§ == ¥y -+ FBiNY Sinr

= 7, - roosu siny
2 =2 +rooee, we [02%], vE [0, =]; ¥, ¢ = parametyii

gall cu ecnafia ¥ = £y - r(co8 w sined -+ sinwsin o) -+ cos ok) in V,.

Se observi ol (2 — o))" + (¥ — 1)? + {7z — 2, este un polinom de
gradul doi in x, ¥, 7, termenul de gradal doi Gind oF < 9% 225, Acenzia
sugerenzd =i cercefdim multimes

Zog? gt Sz = Tar 20y - 2er il =,

-
&

Fig- &&

135



Deoarece ecuatia lul £ se transerie

(z24aPf +y +0F +(r 4P =a 4P 42 =4
razults ;

1) dacd a® 4 b* 4 o* — d= 0, atunei £ este o steril cu centrul in &, =
= —th ¥y = —by=—cgiderazdi r = l"d: Y, R J—

2) daci a® <+ 8% 4 0 — d = 0, atunei £ = {[—a, —b, —0)};

3) dacdi 0% £ 8 Lo —fd < 0, atuned £ = @,
Ecuatin

gt 4y + 2 4-2ax + 26y 4 Z2ez d =0, a® 457 £ o — d>0,

(x, %, 2)e R?,

e numeste eoualic corfesiand generald o afered. BEvident aceastd stuaiie
este echivalentd cu

d(a® + 3%, +2%) + 207 + by o 20,7 Hd, = 0, d £ 0,
ai + 8 + o — dd, = 0.

O sferi din spativ este o mulime mirginitd si inchisd, deci compacti.
Ea are proprietatea cdi separd spafiul in douwd submulfimi disjuncte:
tnferiorul Ini 8 notat int{8) si exteriorul Ini & notat ext(8). Acestea pot fi
descrise ¢u ajutorul funcetie

iR = R, flo 4,2) = (2 — ) 4 (¥ — 9)° (5 — 50 — 15

unde {2y, ¥, 2,) este un punct fixat, jar r = 0 eate fixat. Intr-adevir (fig. 53)
inb(8) = {(x, ¥, =) If(z, 3, 2) < O}, ext(8) = {(=, ¥, 2)|f(2, ¥, 2} > O}.

1.2, Teoremid. 1) Mulfimea int{S) este convexi; 2) VM, eint (8),
Y M, e ext(s), segmentul [ M, M,] taie pe 5.

Demonsirajie. Farh a sclidea generalitatea putern presupune =z, =
=y =z, = 0. Fie ¥z, ¥, &), 1 =1, 2, doud pupcte din spafia.
Segmental [M, M.] este caracterieat prin ecuatiile parametrice z =
=1 —thy +to, ¥m= (1 -0y +We 2=(1—10y iz 1€ [0, 1]

1) Dack M, M,;E:il:].l: (8), adich Mz ¥y a)=2] +4i +ai—2 <D

1 =1,%, atunei

s .I‘.i‘!"..‘l'..r .r{i"r iy :.:l - .ir[ﬂ L 'r:l-l:l o l'fi! {1 - 't}yl i IIylr
(1 = )3+ t5] =[(1 — 0) 2, + byl (L — Oy, + tys]+
V L — O ) — (L — Oz Yo ) 4

Fig. 53 4 if(®p Yy 22} < 0, ¥ie [0,1].



Cn alte cavinte [ M, M.] = int (8).

2) Fie M, € int{8), adicd f{x, i, 1)<0 i M, e ext{8), adicd fix,, ¥ Zg)>
0, Hezultd fonctio continud definitd prin

olf) = fI{l — thay =120 (1 — 00y =05 (1 = 1) +i2] =
(1 = oy + t2]* 4 [(1 — Oy + tra]® -+ [0 — B2y 4 12,]° = 5,
te [0,1] eu proprietifile o{0) = flay, ¥y, 7)) <0 50 2(1) = flay yo 24 > 0.

De aceen eXisti o valoare 1, € [0,1] astiel incit 0 = o[0) = [{1 — t,)a 4+
= g I -+ [(1 = Rl - 1o8:]? 4 [(1 — )5, -+ fpts ]t B deel (1 — &) 2y +
+ tgTy (1 — o) 0y + lgffay (1 — fodoy + by} € Z,

Numim plan fangenf la sferd in punctul M=, ¥, 5) locul geometric
al tuturor tangentelor la sferi in punctul M, (fig. 54). Ecnatia planului
tangent in punciul X, e X se objine prin dedublarea couatiel sferei, adich

(@ = dgdlary — Tg) LW = W) — W) + (=) (5, —2) — =10
Ean
xE 0y e ez e My ) oz tn) +d=0.

g2, Elipsoid, hiperbaloid, paraboloid
21, Definitie. Tuadrice da ecuafia

}: J-ll Hi :I-

t 'ﬂ—:-l-'iﬁ-i-';— 1=0,a,0,0>0
w¢ mttmexle elipaoid.

Aceastd suprafatd este simetricd fafd de planele de coordonate, numite
din aeest motly plane priscipale ale elipsojdului. Suprafata este simetricsd
gi fatd de axele de coordonate care se numese arele suprafetel. Besultd off
originen este centru de gimetrie. Origines se numegte cenfrul elipgoidului.
Punctele in care axele inteapd suprafata se numese oirfuri. Numerele
by ¢ se numese semiore. Intersectiile dintre planele de coordonate si
elipsoid zint respectiv urmitoarele elipse (fig. 55) -

¥ oyt [ - yooo=2

e e = [ A Ty | ] e e T L

{5]{n¥+b= {3]'{.:1.'-::! =Y @lpta—t=t
o= j':tﬂ

Filg. o4 Fig. 35
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Intersectind elipsoidul cu plane paralele en x0w, obfinem elipsele
8 !I‘

-+
e o Py 1
(4} ﬂ{f’ k) L_'{G k)

"_1‘—05

z=K RE [—e 0]
eare sint asemonen ou elipss (1).

2.2 Teoremi. Elipsoidol este o multime mérginitd si inchisi (deci
compactld) in zpatin.

] ;] 2

Demonsirafie. Din ecnafia elipsoidului rezultd i'd 1.%# 1.%-2

'
elsal —ag e a —baye d, — ok 2q o Astfel toade punctels
clipsoidului  sint cuprinse in interioml unui paralelipiped cu laturile
de lungimi finite.

Elipsoidul £ este o mul;uu-e inchish in spafin deoarece {1} eate o mL;L—
fime inchisd in R, £ = g1}, iar g: R* > R, gz, ¥,2) = _'+ :I+F
este o functie continud.

]

Eeuatia carteziand implicitd a elipsoiduloi %+ §—1+§— 1 = 0 este

schivalentd cn ecuatiile parametrice

o = @ Co8b sino

Y = b sinn zine

ge= ¢00a0, uE [02=], ve [0,=], 4, p = parametrii (fig. 55).
2.3, Definifie. Cuadrica de eowapie

T as
z: fﬂ-’;--r-iT"":.-F 1=0, abdo>0

&& numerte Miperboloid ow o pinsd,

Aceastd suprafatd are aceleagi simetrii cu elipso-
idul. Are patru virfuri. Intersectiile lui X respesctiv
et o= 0 g y = 0 gint hiperbolele

il »* ¥ -
|'r;='"""’~ {;“—‘—“
o =10 § =

Intersectiile acestei suprafete en planele = =k
pint elipsele asamenes, reals oricare ar 0 be R
(fige. 5487

i 1.!

at +
5 (8 o) (ko)
3=k

— 1w}

%%

138



So observii of hiperboloidul cu o pinsd este o mol-
time nemdrginita 3 inchisd in spajiu.
= a
Cuadriea X : T = 0 ga"numeste conul
at b Mg e
asimplol al hiperboloidului eu o pinzd.

L4 Definifie. Cuadrica de eowalie

o
i -ﬂg-[-'gt—.—:"Tl:“! ﬂsi"!{'}u

a0 numegte hiperboloid cu dowd pinze.

Aceastd suprafafd are aceleagi simetrii ca si hiper-
boloidel] eu o pinzd, Are pomel doud virfor situate
pe axa Oz (fig. 57). Intersectiile Iui £ cn plancle
x =0 &1 § = 0 sint respectiv hiperbolels

t S il a3
(-5 wm [25aans

&= 0 oo ),
Observim ¢ in regiunea —o << 2 << ¢ nm avem punete ale Ini L. Inter-
sectin suprafeiel cu plancle s = &, [ k! > o, ne di elipsele asemenes
! U
L. T Siev
—- (k% — &) (R — o)
ot ¢

el | ‘.‘.,

Hiperboloidul eu doud pinze este o muljime nemdrginild si imehigi in
apatiu.

] ] 3
Cnadrica I : E:' o -:;-— i! = 0l ge nuwmeste corul azimplol ol hiperbolod-
a
aueliii.
2.5. Definipie. Cuadrica de ecuwafie
v, .2 ¥
— -—“;'!!'--EI—:! ﬂ-,,b}“

se wumegle paraboloid eliptic,

o Plunele de zsimetrie & = 0 8] ¥ = 0 z¢ numesc
plane principale. €z eate axi de simetrie (axd
principal) si inteapd su % in origine. Acest
punct so numeste wirf (g, 58), Intersecfiile su-
prafetel cu planele & = 0 4 ¥ = 0 sint respectiv
para

X #I .T*

.-=lb; ¢=E=
#

E == j'=ﬂ
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gi de acess X este nemirginiid
Evident suprafata existé numnsi
pentru = > 0. Dacd tRiem supra-
fata £ cu planele x = ik = 0),
atunei sa nl:ll,'-ill. elipzele

]

0

VL]

£=k

Faraboloidul eliptic este o multime
fnchisd in spagiu.

2.6. Definitie. Cuadrica de ecualie

e ¥
Eiz= -—F

%%

#e numegte paraboloid hiperbolic sou pa.

Aceastd suprafatd are aceleasi simetrii ea g suprafata anterioard.
Originea este virfl al suprafetei (fig. 59). Intersectin suprafetei en planul
& = O 44 parabola

Be

=

care are concavitatea inspre sensul negativ al axei Oz, Intersectia suprafetei
o plannl g = 0 di parabola

care are axs de simetrie 0 51 este dirijatd in sensul pozitiv al neeatel axe
IntersectimTsuprafata cu planele 2 = kk > 0) g obfinem hiperbolele

.;I!! y‘l
{F'F“

g=5k

care an axa transversd paraleld em Chr,
Intersectim suprafata cun planele = Ek(k <1 0) 5i obfinem hiperbolele
1 8

R iy

af B

-

carte an axs netransversd paraleld en O,
Ca mulfime, gaus este nemdrginitd s inchisd,
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i P i
Cundrica de ecunfie —=d= == =1 =a
at b
se numeste cilindri e!ipﬁr; (fig. 60).

Cuadrica de ecuatic r-r=- -1:- — 1m0 se numeste cilindri hiperbolic
a

(fig. 61).

Cundries de ecuatie y* = 2pr se numegte cilindre porcbolio (Lig. 62).

Pereche de plane mrmureril'a':—:--::—:= 03 pereche de plane paralele & —
= a® = {1; pereche de plans wnjumi‘nre :r’ s ),

. il i ; i sy | BN

Lhreapld F-‘I—b_ 0; pi:ﬂp;l — -|- ﬁ—i -+ F_ 0 ; mulfimea vidd = e

yi

e +5=--+1 = aau-—:+-!—i-.—+1 e () 520 ¥4 a® = 0.
a

oot

Elipzoizii, hiperboloizii zi paraboloizii e numese cuadrice nedegenerale.

Hiperboloidul eu o pinzd si paraboloidul hiperbolie sint suprafefe riglate
decarese pot i gencrate prin miscares unei drepte. Aceastd dreaptsi face
parte dintr-o familic de gemeratoars rectilingi, fiocare dintre suprafetels
menjionate admitind doud familii de generatoare rectilinii, de eeunatii

E+i=}_{1+q-'.'r.) pentru i_..i?en,]__i__ﬂ_' & 0 o S
& ¢ [ a ¢ ] a ¢
.Il'lT ﬂi ﬂm?
@ @)y ¥ ¥
- B4 R o 3 1+¥=0
{r: c) & > b
A i-i=p(1-- ﬁ) pentrn = —2 %0,1—-¥ » 0 (LAY
a a a ¢
I, i Do
r = ] ¥
—m— w1 - 1 — ==
o - ﬂ] +5 =0




respectiv

L &
n+b i =10
Iy : penira 2 ¢ 0, i—iﬁn;iﬂw: 2 ¥
Y TR
rf A P |
a b
xr ¥
5w . 2 (
. pentrn & ¢ 0 — 4 g 05 D : L% S
H('ﬁ‘+'”')=1 a /] “. i
a b
g3, Coadriee

In [E; considerim reperul cartezian {0 ; iy s k) gi forma pitraticd afins
g1[Es— R definitd prin

(X, Yy 2) = B + dael® + A5yt® + 20,,7Y 4 20507 + Jag¥s + 20 +
+ 2050 + 2037 + Ggas
iy - s - 0% + aly + aly 4 ofy ¥ 0,
31, Definigie. Mulpimea do nivel constant zero
Z =g N0) = { Mz, wz) (@ 371 € RY gz 2) = 0}

#¢ primeste cuadriod sau suprafald algebricd de erdinul al doiles, Be noleazd
L gz, )=

D?E ];qu‘:% de vedere topologic, cuadricele sint mul{imi inchise in spatin
deoarece {0} cate 0 mulfime inchisd in B, £ = g~%0) &1 g este o funclie
continmi.

Prin trecerea de la reperul eartezian {04, f, k} la un reper cartezian
adecvat orientat pozitiv (namit reper conomic san notural) fatd de care
ecuatia gie, ¥, 2) = 0 sd aibd forma cea mai simpli posibilli (oumitd ecwafio
redusd s canonied), ge dovedeste el £ este congruentd en una din mul-
timile : eferd, elipsoid, hiperboloid cu o pinzd, hiperboloid eu doud pinee,
paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolie, con, cilindrm eircular, silindra
eliptic, cilindm hiperbolie, cilindr parabolic, pereche de drepte secante,
pereche de plane paralele, pereche de plane confundate, dreaptd, mul{ime
care confine un singar pusct, multime vidi.

Faid de roto-translatii, eonatia gir, ¥, 2} = 0 are armdtoril invariangi

I | R
A=detd, 8w det A, J o | B |0 ""=|+|"’“"“"

I ¥
Oy gy | | @y Gy w:.nui

I=t~1‘.d,
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umnde

== | tha Foy fhag Gy u“:“”’:! By = g 8
fiay az Gy g mfmtal’ g i=0,1,2,3

iy g g Oy
e \
g Mz Oy Ty Tu

Felul cnndricel se poate stabili em ajutorul invariantilor,
e exemplu

| atwr cuoadrice]

|
A == O degenernid

I
& w0 nedegenerald

Dintre cnadricele nevide, sfern, elipgoidul, hiperboloizii si paraboloizii
gint coadrice nedegenerate ; connl, cilindrii si perechile de plane se numese
cuadrice degenerate.

Sfern este o cuadricd in cate gy = ay =gy = W & 0 @y = 0y -
BT R P R ™ .
= gy = 0 8i m)+(_)+ —= ] = — = 0. Centrul sferei este

m m 17l

F] T 2
i {7 ] i i biv] t1E]
4.2, Centrd cuadricel. Analog cu conicele, coordonntele centrulni unei
cnndrice constituie solntia sistemmini liniar

1 &y

—_—— iy " L -=ﬂ
e T + @+ BT &y

1 &g

— e i AL g A ey =0
'E E:Iy ﬂ-ﬂ:! u“y Eﬂﬂ' Hap

1 3

_n—ggﬂﬂu#-i-ﬂm + g+ gy = 0.

Pot interveni urmitoarele situafii :

1) Dacd det A = & & 0, sistermnul liniar este com a.hl:il unic determinat,
deci cele trel plane a,® + oy + digt 4 0y = 1 =1,2,3 se inter-
secteazd intr-un punct unwe ; prin urmare cuadrien admlm wn singur centru
In distantd finitd. Eate cazul sfered, elipsoidului, hiperboloidului cu o pinzi,
hiperboloidului cu dond pinze si mm:.lul

2) Dach & = 0, " 2| 4 0 si unicul determinant earncteristic al sis-
LT

temulnd cste nennl, ali.!tgnul eate incompatibil. Cele trei plane formeazd

o prismil triunghiulari. Este eazul paraboloidului eliptic si paraboloidului

hiperholic.
3) Dacd & = 0, |"‘1 "'"l #0 &l unien! determinant caracteristic este nul,
1 Faa |
sistemul liniar este mmpﬁtlhﬂ simpln nedeterminat.
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Cele trei plane se intersectenzi dupd o dreapld numitfl dreapld de cénlre,
Este cazul cilindrilor cirenlari, eliptici gi hiperbolici.

4) Daecdi 3 = 0 & rangul sistermuini este unn 8 cel doi determinanti
caracteriztici nn gint nuli, sistermul este incompatibil. Planele sint paralele.
Este cazul cilimdrulal parabolic.

5) Dack & em 0, rangul sistemulni este unn & eei doi determinanti
caractaristici gint nuli, atunei sistemul este compatibil dublu nedetermi-
nat. Cele trei plane sint confundate. Cuadrica are un plan de centre. Este
eazul planelor paralele distinete san confundate.

Evempln. Cuadrica Z conjlne panciele A{—1, 2, 3), B{i, 1,—1); trece prin oxa fy =l
prin ecrenl I' eare are centrol fm e (0, 0,3) 8§ cile tangent a¥el 02 in origine.
54 5= serle ecuntly cosdriee] X, of 5o exbenleze ipvarlantll ¢l ¢ eoardopatele sentrulol

Solufle. Cercul I" se afll in planzl 20z § are ecuatlile =¥ 4+ 22 —fr =0, g = 0L
Ecuaika coadrice] T eale d¢ forma

o —Br e par+ Ap e+ Y=0

Introell interscciis accslel suprafeie cu plaoul =02 esle cercul TV
Deoarece cuadricn £ contine axa O, ecmatia el devine identilale pentra =z~ 0, o= 0,
Femaltsi § oo § = 0.
Bin conditille Ag Z, FE X, resoitd sistemol g — 3y = 4, & + v = & cuo sdlofla &= T,
-1
A Deel Bexl e = o Tap b pr—=pg m 0
Invarianill cusdricel sint

b
1 — 0 D
2
7 i
S | ] | 441
A = det | 5 3 —T{:umu nedegeneratd),
0 l 1 =3
2
| 0 0 =3 @
3
E-'l—%‘;{nmdrldﬂﬂhlm:l.-r-— i [ =3
21 3 147 7
Coptdonalele centrulal slat | — ——§ ===y ==y cn Solofle n sitemulal £ 4 =— =
50 25 50 ]

7
nl]'.—.'z-l-ll-&,lp'+:—3-l:l.
2 2 2

£4. Hedueeren la forma canonied
Pentra stabilires ecuatici canonice a unei cuadrice se poate proceda
astiel
(i} Daclk a3 = @y = @y = 0, e face o translagie.
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(i) Dack cel putin unul din numerele a5, a4, @, este nenulatunei tipul
cuadricel de ecnatie

y®? + 8 o+ 0pm? o 2agry o Dagas + 20547 o+ 2ar
+ 2055y -+ Zitgy® - g == 0

este determingt de exprezia termenilor de gradul ded, adied de forma pd-
tralich

yd? - aag? - ay® 4 2agay - Zapas - Jagys

Matriceal aceastd formil pitraticil se scrie

dyy s Oy r
[ﬂ: : ) 3] gy as Mg ¥l g == flyyy fyy = flyyy oy =5 dyy
Ay Oyg gy z

iy
a0 [oys]Ad [? ] 1A fiind o matrice simetrici.

FPentre matricea A se determind valorile proprii Ay, Rs, 2y 85 vectorii
proprii corespunzditori care sint ortogonali. Prin normare obfinem versorii
€1y €3, f3. So noteazd cn K matricea formatd cu coordonatele versorilor
1y Egy 3 azezate pe coloane ; avind in vedere posibilitatea inlotuirii unuin
dintre versorii e, ¢, #3 prin opusul gin san poeibilitates renmmeroifirii
valorilor proprii, putem presupune det B = 1.

Hotajin

reduce forma pitraticd la forma disgonald 3,23 <= 3,97 4= 38",

Directiile noilor axe de coordonats sint date de direefiile versorilor proprii
£y, €4, TESpectiv e,

In final, dacd este cazul, se face o translatie.

Exempht. 54 se reduacd ecunila

FH PGy 2 —2pr— s+ By — 1k + 14 =0

in forma eanonledl 3l sk se comstrobased coadrica corespunzdtoare.
Solufle. Motricen formel ptrmtlce = -+ y* 4 52 — fay + Zxs — Tys este

1 =3 1
A=| =8 1 =1 |*
1 =1 &



Valarile propeii nle msatricel sint soluflile ecuntiel

[1=—2 -8 1
=l Le=) == !—U.
| 1 —1 =2

Oblinesn valorile propsil reale 3 distincte By = — 2, &y = 3, 3y = 0

Caordenatcle (B, 8, wh als veclorulal proptiu eoreipunedior valerll propril 3, slnf solugile
slilemulal

{1l =) —2r &= o=
—m4+{l—Ap—m=0
u--a-!-{s---‘.\]u:-ﬂl.

Pentru 3 = =— %, sistomul are solufla o = & ¢ = & o = 0 normallzim 5l obfinem versorul
propeiy EIH(FLEH FLE, {:],

Pentru 3, = 1. Idnf:m'nl are solafla (=& & &) pria sormalimre obfloem  versps
v e 1)
7 v )

Malricea orfogonald ale clired coloane sint coordenatels versorilor propeil

rull g = i procediim analeg pentru A= 8 3 obllnem g =

T
¥z 18 Ve
A 4 o
Ve V8 |s
o 1 3
| s s |
are determinantal 1.
Prin rotatla
-1 1 1 Ir7 1 1 1
T < .- I - e " e —
T 5 Ve [ A T
] ™ _’;-. _.I_-.-i_ [ sau n—_l_fq-_‘.l-nl'--r;:'
2z ¥ e E E.
i 2 1 2
[} y ) e T - gy e g
‘ w T i T O
etuntla cartezland devine
—2#‘+W+H*+Lr—£1'+ll-¢.

' L]
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Comupletiim pitratels In ©, g', " ¢ sbiigem

-1 (:'---Fl?]!+ 3T 46 (:'—-FT)i-i- 6= 0,

1
Biectufim trandajia 2* = -r__.]. & -, -
2

- L"_f = z* i objinem ecuatia canenlcd a hiper-
bodoldalnl cu doud pinze
24 a wril
—_a_+_-r_-|-._--|-1 =
3 2 1

nle ciral virfurl s¢ afli pe axa abschelar G2 (0g. 63).

85, Interseefia dintre o dreaptii si o enadrich

Fie I o dreapti de ecuafii
=gy =l =y +ml, g 6l ieR

g1 £ o cuadricd de ecuatie gla; v, 2) = 0. Intersectin D n 2 corespumle
ridacinilor ;) i & ale eenatied In R,

“-} Pl my ) 4 T{Iﬁl‘.‘ + £ -+ "‘ﬂ'u:' + ﬂmm Has -'-‘u]' ==
unde ol my 1) = ayl* 4 G 4 agn® 4 2aglin 4 Sadu - Saggum,
T s, == 0 Tg ¥ Tp) 0. -«

Disentie, 1) Fie g{l, m, n) # 0. In acest caz ecuatia (1) este o scuatic de

gradul doi. Dach g = (Ig., -+ Wiy, + 0f,)* — ol W, ulg{ae Fe 20 = 0,
atunci ecuatia are doull ridicini reale distincte f, & . Astiel dreapta I
intersecteazd enadrica £ in dond puncte M., M., Daek g = 0, atunci
fy ws Iy ; corespunzitor, I} va intersecta pe X in doufl puncte confundate,
In acest caz dreapla D ge numeste tangentd la E. Dach g < 0, atunci
ecuatia (1) nu are ridicini §i degi I nu intersecteazd pe E.
2) Fie g(l,m,n) = 0, Atunci ecnatin (1) devine o ecuatie de gradul
intii. Dacl g, + mg,, -+ ng, & 0, atunel existh o zolutie unicd st deci 12
intersecteazd cuadrica T intr-un singur punet. Dacd Iy, -+ mg, + ng,, = 0
8i g{xys ¥ 20) # 0, atunci relafia (1) este o imposibilitate. In aceste conditii
D pu intersecteazd cuadrica E. Dacd I, 4 mgy, +ng,, =0 §i g{ag o 25) == 0,
atunei (1) este o identitate gi astiel e X,

Fie £ o cundrich dati prin ecuatin glo, y,2) = 0 81 M@y, ¥ sl € 2
un punct in eare cel pufin unul dintre numerele go,, §5,, i, 2ste diferit de
Eer.

G.1. Teoremi. O dreaptd D de parametrii directori (I, m, n) este tangents,
la o cundrich £ in punctul Mz, ¥y, 2,0 € £ doed & numai dac

19w, ~+ Mty + 0ify, = 0.

Demonatrafie. Intersectin dintre dreapta D :w == a4 +- I, y = y, + mt,
gmzgtnl, 1€ R g cuadrica £ corespunde Ia riidicinile 1, si t; ale ecustiei (1),

147



Deoarcee My e E, avem gz, ¥ %) = 0. Ecnatia (1) va avea ridicina
dubli ¢ = 0 dacii gl numai dacd lg., + mg, + #g, = 0.

_ 5.2, Teoremii. Locul geometric al tuturor tangentelor la cuadrica X
in punetul M, este planml de scuatie

(# — Folffs, + (¥ — Vol + (¥ = T, = 0.

Acest plan e numeste planul langent In enadriea £ in punctul M, e X,

Demonstrafie. Dreapta 0 este tangentd in M, la £ dacd si numai daci
Igy, + mig, <+ ng, = 0. Eliminind parametrii [, m, n, {, glsim

(2 — Zplffey+ (¥ — WMol (= — 2}, = 0.

Meongiondm of eonafin planului tangent intr-un punct M,& I se poate
obtine si prin dedublarea ecuafiei gz, ¥, 2) = 0 in punctul ﬁ_,

Dreapta care trece prin M, 5i este perpendicularii pe planul tangent
ge numeste normald 5 are ecaapiils ;

F—% V—F =5,
iz, e s

g6, Interseclin dintre un plan si o euadried
Interseciis dintre un plan P gi o cuadricd £ se obfine rezolvind sistemul

ar by o d =0, a¥ =85 L2 & 0,
7z, ¥, 3) = 0.

In ipoteza ef ¢ # 0, din ecuafia planniui obtinem pe # §i inlocuim in
g, o, 2) = 0, Astfel gisim el intersectia P n X este o mulfime de puncis
din planwl P caraclerizald printr-o ecuafie de forma

afy 2t 4 Qalery + agy® 4 Jafur - Jaiy + afg = 0.
Deci P n X esto o conied.

&7, Probleme

I. 5i e scrie ecuatia sferel care

1) are central fn €02, 0, 3) ¢ este tangentd planulal 32 4 V3p + 42 — 45 = 0;

3} trece prin punctele A{=1. O, O) B0, 2, 1} &0, —1, —1} N3, 1, =1};

3} are cemtral Im O(E, =32, 1} 51 eite langenid lateslor afered D20 o gl 4o o — @ — g+
g Jr =2 =0,

2. 55 se determine coordonatebe centrulul cuadeicel =f 4 p* 4 50 — Bsp 4 957 — gz —
= e B = T ok 10 = 07 sfi %0 efectuers o Uramslafie 5 ceniril candricel gl =i s= scrie
woiatls cusdricel rapostald ls moul slstem translatal Oz'pie,
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% 53 e reducd laTlorma canonici.
2P Ay — Bz — Ay 6 — B = O
A = T+ 122 — 1y — iz = B7 =10
g o gV 3w i
4. 5l se colenbeze distsnia dimlre pasclele do inkerseclie ale drepledl Doz =0 p= 2 =,
f= =3 5 2 ot cumdrlen £ = p¥ o o0 o g ke o 0o,
5. Fiind dat hiperboloide] @ o pinza X i__l.lT"_ — 1m0 j planol Prds = Jg =

= 13z — 6 = 0, ae cere 33 se sudieze curba P n X folosind prefec|ifle acestel curbe pe pla-
nefe de cosrdorale,

¥
B. Flind dat parabaloidul hiperbolic - - .Et.- = ¢ i punctal M0, 2, —1} 8 se scrie oom-
allile generatoarelor rectilinii care trec prin M, $i o8 se calculeze mfsura unghiviol dintre soeste
generaloare.
T. Sk nl:: IHI‘.-I ed plasul 6F &+ Jg — 2= + 6 = 0 Intersecteazi hiperbololdal cu o plnzd 2% —

R + st 1 =0 dupd deud generatoare ale clrer eoafll se cer

Capltolal &

COORDOXATE POLARE 51 SEMIPOLARE

#l. Coordonaie polare

Presupunem of spafiul s este raporiat la un reper cartezian o0y,
Orice punct W € [E; este unie determinat de coordonatele sale carteziene
AT, 0.

Pozitia unui punct M e [E; — {0} mai poate fi caracterizatd §i prin
coordonatele polare {z, ). Un siatem de coordonate polare in plan se
definegte printr-un punct O.numit pel 5 printr-o axid o, numitd axd
polard (fig. 64). Coordomats p este distanfa de la pol la punctul
considerat M ; coordonata § este unghinl peceare-l face directia pozitivi
& axel polave cu semidreapta OM.

Intre coordonatele E:Iare {gy B) & coordonatele cartezieno (r, ¥) ale
punctului M existd relatiil

a = pood O
gempgind, =020 TS Mip.8)

Dacii impunem p>=0, 0e [0,2x), atunci re-
latiile antericare asiguri corespondenga biuni-
voed intre mulfimes R*— [0} si multimes 7
(0, oo)x [ 27). Fig. &4




o) Aplicatie. Eewapia conicelor {n coordonale

g £ polare. Raportim elipsa la un reper polar,

[ al cdirui pol coineide ¢u focarul F, axa po-

lard coincide cn axa mare o elipsei g are

sensul pozitiv de la F' la cel mad apropiat
virl, adicdi A.

Fig. 63 Up punct oarecare M al elipeei (fig. 65)

are eoordonatele polare (p, B).
Stabilim ecuatin clipsei in coordonate polare, aplicind teorema eosi-
nuslui in triunghivl MFF, {inind seama de relatia ce defineste elipsa ca.

& A a 5 L H
o¢ geomeirie 8 avind in vedere o cxcentricitates & are valoarea ¢ = —»
(1]
unde ¢ (0,1):

F" '=P= v det — IE:F. l:l}.'a{:ﬂ —H]I
LER
(20 — g = a* = 4¢* S-4depoos .
Lufim ¢ = ¢a, p = a(l — &) § chfinem
poe= Pl 4 ecosf)=h
Pentre hiperbold Indim ea pol focarul covespunzitor ramurii de hiper-
boli & clivei ecuatie vrem 51 o seriem in coordonate polare (g, 66).

Tinind seamf off parametral p esto p=afe? — 1) §i o= -"-J—_. =1,
[
obfinem aceeasi eeuatie in coordonate polare.

Pentrit ¢ = 1, obfinem eceuafis parabolei.

$2. Coordonate eilindriee

Presupunem cd spaginl [E; esto raportat la un reper cartezian Onys.
Orice punct M e E; cste unie determinat de coovdonatele gale cartexienes
(x, ¥y 2).

Fie [E? == [E; — axa 07, Fozifin unni punet M e EF poate fi caracteri-
watd §i prin tripletul ordonat (g, 8, z), unde g este distanta de la origine la
proiectin M* & punctului M in planul o0y, iar 0 este unghinl dintre semi-
dreptele O 5 OM' (fig. 67).

Numerele p, B, 50 numese coordonalele eilindrice ale punctului M san
coordonate semipolare in spatin. Intre coordonatele cilindrice si coordona-

(ay.2)
”r;"lr [ :"I
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tele carteziene existl relagiile

o= pcosh
¥ o= g sind
s o=
Daedk impunem =0, O [0, 2=), s R, atunci relatiile precedente
asigurih corespondenta biumivoeed intre mulfimea R® — 02 g0 (0, 00) X%
= [0, 27) % R.

Evident, urmitoarele ecuntii carncterizeazd respectiv figurile mentio-
nate.

pe=pg, ¢ cilindr circular en generatoarele paralele cu O,

B = 8, : semiplan & cirai prelungive trece prin O,

= = %y 1 plan paralel ca xOy din care 3-a seos punctul (0, O, z4).

0= O &= z,: semidreaptsi paraleld en afly o cirei prelungire trece
prin Oz,

Eo== Sy byt 0T onl contrul pe O s situat intr-an plan paralel eu o0y,

p = pgs ¥ == O dreapta perpendiculari pe planul xthy,

g3. Coordonate sferice

Uneori pozifia unui punct M e [EY este caracterizatd cu ajutorul unuwi
alt triplet ordonat de pumere {r, 8, o), unde r reprezintd distanta d{0, jﬂr
 este unghiul dintre semidreptele {br 5i OM", iar o este uoghinl dintre
semmblreptele O i O3 [fHig. 68).

Numerele r, 2, 8 20 numese coordonalele sferice ale Ini M san coordonate

];lam in spatin. Intre coordonatele sferice 5i cele carteziene ale punctuluf
» oxistd relatiile

r = rsingpeosh
¥ = r iingsinf
2= roo&g.

Dael impunem restriciiile r >0, g (0, =), G [0,2x), atunci for-
mulels anterioare asigurd corespondents binnivocd inlre mullimile R* —
— O gi (0, o0) x (0, =) » [0,25).

Evident, nrmitoarele ecuafii caracterizeazd respectiv figurile mentio-
nata,

r o= T, : slera cu centrul in origine din eare au fost seogd polii 5

6= E,,: semiplan a cdimi prelungire trece prin Oz,

Eu oyt semicon Frk virf (origine).

= Wy 5 = 5 semidreaptd o clirel prelungire trece prin origine.

P = Gy ¥ = Fy ! cerc cu centrul pe Oz, sitnat intr-un plan paralel ou o0y,

re ry, 8= f: semicere (mare, deschis).

Frokleme. 1. Fald de reperul polar se dag punchebe Ay, Bl
Mylag B s se caleilere longlmes segmentulud | A A1].

- 4w [
2. Se dau punctele A |5, ;4 87 -2}, 2"'&""’]

(sl
Mg )

In coordonnite eflindrice. 2 se arate ol A i B opartin anul plan
cafe irece prin Oz ¢l &d g0 afle ceordopalele careziene ale punc-
telor A o C, precum s distania dintre cle.

3 54 se scrie ecuatible suprefetelor (2% gl TP e 4 pF), e I
(2 4 g¥ 4 Y2V ¥ o= dafsfy? In coordobate sferice Fly, &8
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3

GEOMETRIE DIFERENTIALA

Capliolnl 1

NOTIUNT INTRODUCTIVE

£1. Funefii diferenfinbile

1:1: In sceasis parte, prin funcite diferenfiabild vom Infebege o funclle de clasd L%, Clasa de
Indlee minkmn lmposd de conlext prate [ user recunoscuti.

1.2. 54 conglderim o Tuncile J= Upul [: [R‘—- ™. Funcliike fi=pg, o f: m"—- R, ond:
B diat fanctiile coosdonate ale lul [R™, se nomese coordomalele emelitfene ale Ll f 5 o0 scrbe
F= e ecn gk

Mual{imea

B = {leyee s S filEpen s Fdoe o on Pl Bpre e or 2 1o 20 € R} RO [R™ m [R**™
se nameste grafiend fupeled = ..., f) Evident G{f) esineide cu multimen valarilos
fonehiel (2g-- 0 Tph=e (Zp- oo Tgn FlZyse s oo Tl o FighTpre s op Tl

Fumnchia = {fja .o £g) eate dilerenfiabill dacd ¢ numal dack i" slat funepll difereniiabile.
Unel funetil diferentiabile [ 1 2 asociaed malricea fasbian

% M

o5y iy ds,

By | 0i
& ar, &,

a, o, o

Dacl p= m alsoch deberminantal del Jif) se numefte focobiana!l lul f 3 se mofeszi em
Dx{fyee s on )

S
13. Functla = {f-- .0 fo) 8¢ memeste :

1) imjeciiod dacit refallile P, QE [R% M(F)= NE R™ lmplici F= J;

3) surfectingd dacli W 02 R™. 3 PE [R* asife] Ieil [{F) = Q;

Ay Bifectivd dacd este lnfestivi gl surlectivi

4y fmersée daed U are rangul 0 ¥ PE m‘ (m & m);

by mrbmerele docy () ore rangul m, W PE ER.':'" 5 A)i

G} regulodd dacs esfe Imercle ssn snheersde ;

) difesmorfiem dack n o= m, dacld eite difereniiabils g dacl posed® inversd diferentlabila.
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L4, Dacih fooclks £= (f....f,) 6o este pegulald intr-un penct P, atuncl P i= numegte
prnel singuibar sau pencd critie, e i F) se pumeste polsare singuiord say eeloere erdffed,

1.5. Fig f: [R"— R o fusciie diferenjlabiiy 4
A3 Pl ) = ﬁ i

Pt .ﬂ':l :}:j

(Fx, dx,

hessiana sa (diferenfiala de ordinal dod). Fie P un punet crltie ol ful [0 Ixed forema patraticd

]
G este nedegeneratd, adled det Y
-Ezrﬂ.rj-
degenerel. In enz conffar P se numeslte pirncl efilic degeneral,
Puaclele erifice medegencrale ale uped funefil diferenpialbile f: [R" = [B sind f2olse,

{P]-] 0, atepel Pse numeite puned eritie me-

1.& Feorema fomefiel imverse. Fle [ [@® = [B® o lanciie difereniiabili. Dned FE [R° oste
tin panct I ocore det J{F) o O, atuncd existil o vecindtatle D a Jul P astfel Sncit restrichia
i ta D =& fle en difcomoriism,

L.7. Teorema feneglel lmplieite. Fla o (fc 0 Q1 R*Y™ = B™ o funeile difereniia-

blli. Dacd In (A, BIE€ R avem f{A, B) = 0 i Di-: o fud {4, B) o 0, atunel existd o

Difges s ve Bl
veelnqiate [ & 1al A 4 o fonclie difereniinbill {unkcd) 9 m—- [R™ asilel] Inclt g{A) = B

WfPglF) =0 ¥ Pe D

1.8. Pentru deflinitia diferenfiabilitatli e este neceser ca dermeniul dy definifie al funcilel
s 0 toald muljimen m A dar esie necesar cn peedl doménlt 28 fle o mulfime deschisd in m',

Fiz £ o muoltime carecare din [R% Ofanciio [ 5=+ [R™s¢ numeste diferenobils pe 5 dack
poate Tl catinsh diferentia®bil o un interval deschis dim [R® care contlae pe 5.

1.3, Fie I un interval din [ # [: = [R&. s acest caz nojbusea do derivald parjiall se
redace la poflunce de derivatd de la fumcliile de o singusd variabili. De asemenea, a0 dcnd
# notiunile de derivatd In stinga 3l derivati la deeapia,

Exemplu. Fiefunctia F:[D— RY, onds Flg, 1) = (02, w0, 6, far [D: 0= 0, 02 0, Deoarece,
W (i, € [D, matrice

g 0
JiFjm | g
b Ix

are raopgal dod. apiicatia F este o Imersie.

D (s gy, 0F) = {15, tyPy FE) rezultd any == oy 51 0y = g adled (o), 00 = (U Peh Taech F
eile Injectivd.
Motipd T = 0, o= 1w, £ = 0%, ghaerviim ofi FD) este portinnes din coadrics * = srcuprined
In primul oclant. Rolniis
VT

X - T1’_|"—:|:':|

=y

:—Fthrq- )
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ne eonduce la ecuajla raponled

—t F = )
£ -

# degd cuadricn p¥ = 2z eslo or con (- 1k
Daed ne resfrimgep Iz J"'-:_‘m_rc 'R", alunck F: mﬂi F{D’] esle o Dljectie. Expfedla inverich

F: FiDy = [D = obilee din

Bl g B F ol
Glsim o = 1"';. o= ].'?:I decl
L D - [, Py g5 I'} r, h.:r:,

dre eile o fuclle conliniad.

£2, Veetori tangenti. Clmpuri veetoriale

Fie ®R* spolinl vectorial (real) ecelidian eanenic cu dimensiones w.
Ca ovice spatin veciorial enclidian, [R® c3te iinplicit un spajiu panctusl
enclidian. -

Fie F si ¢ dould punete oarecare din ®* i FQ cectorul faagent la R® in
punctul P, In spatiile B, R® R? scesta so reprezintd gralic prictr-o sdgeatd
eare incepe din punctal P gi ge terming in punetul ¢ (g, 2).

.Pl.u ctul =) — P 5& nuinesie parfea reemncri:!. # vectorului tangent
g1 in loc de (F, () patem nots op 22n chinr 9 docll punetul de splicagie se
subintelege,

1o 'I.'E'L"tnli'l u—'-nge‘ul:l. 1:,- &1 “’u gp pumese cgali dack an aceedsi Etrh,-
veetoriali, = i, # acelagi punet de aplicitie, I = Q. Doi vectori 9 #i

g CATE an aceeast parte vee-

g ,h;J __ toriakl, 7 = 0, dar care au

i £ puncte de aplicagie diferite

/ / &0 numeae paraleli (fg. 3).
Fixim un punct I'& [R® &i

eonsiderdm tojd vectorii tan.

genti In R* in P. Multimea

E #';* P tuturor wvectorilor tangengi
Fig. 2 Flg 3 In R® in P 50 numeste spo-

Fay

k5



fiul fongent la B* in P 5 se noleazd co TpR*
(fig. 4). Spatiul taugenl so ofganizeazd ¢a spafiv
reclorial ol operatiile
Tr o+ iy = (F 4 W)
f?r = {ri:lra
Agtfel, co gpatiu veetorial, TpR® este izomor cu

R", izomorfismul fiind dat de corespondents F es ¥,
Produsul sealar in TpR" se defineste astfel

!;Pr EPJ = 1.E- i.".]*

Tn particular, norma (lungimiea) vectornlui Tr este numirul |7, = [T,
Un vector de lungime unn ae numeste veclor waitale sou versor, Daci (T, #0)=
== 0, stuneci veclorii tangenti Ty, 10p 58 mpmese orioyonali.

Din inegalitates Couchy-Scehwars resultd

-1 g —E.L ﬂ:? 1.
ffel sl

De acees putem deiini vaghin! s dintre doi vectorl tangen{i nenuli ¥p §i
0y prin (fig. 51

Un sizgtem ordonat de n veetori unitube, reciproe ortogonali, tangenti
In ®* in P, s pumezte seper n punciul P, Dacd (&, ¥4, .05 82} e8leun
reper in punctul Pe R®, atunei ¥7 e T,R" patem sorie

T o= (T, 008, = (T Ta)bg b oo = (F) €,)Ex

Numerele reale # = (F, 5,0 i = 1.2, ..., %, 560 numese coordonatels lui 7
in raport cu reneral fizat 30 siot marinmd algebrice ale unor profectii.

Reperal (1,0, .0 O (01, o0y Oy vonn (04 0, o0y 1 50 Dumeste re-
per natuwral, izr coordenatele unni veetor in Taprt I ADEAT Peper 5B NIImess
coordonale ewelidiens.

Ple :_:t = Py = Faafa =+ oo F Fnla;

L e - .
Op == Figglfy = Faalla o voo T Faalo

i —1 vector] din THR"

/"'Tﬁ-' 2.1. Definifee. l'efmin B
| &y Bz was By

Wt . Ty T Tm Tmc Tl TLRY,
‘e | i
Fig. § T, Tog - Tl
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unde membrul doi este un determinan! simbolic ce se dezooltd dupd prima Tinde,
g numegle produsul vectorial dintre Tgy . o0y Tua

_ Evident, ¥, % ... X ¥,este perpendicular pe fiecare dintre vectorii
[y

=:3ﬂmiuln'.|rﬁ.m acum » vectori T, € TR
22 Definitie. Numvdrnd

(Thy T X oo X o)

& numegte produsul izl o celor 0 veclors.
Thaed

¥ = (Fas Prge - - on Pl Tgom (Fag Pags oo on Fonds o oon Fa = (Fagy Tagr oo o3 Fanly
atundi

'!r,_l Fig oo Tin

ﬁ:1E:H-..HE_}=1r!1 Tag +on Fog
| Fuy Tun o)

Modulul acestud pumdr reprezintd volumul w-paralelipipedolni construit

pe vecborii de mai sus.

In R? reperul natural este 7p = (1,0,0)p, Jp = (0,1, O}y Ep= (0, 0, 1)
In acest eaz se poate vorbi dezpre produsul vectorial a doi vectori tangenti

e R A e = - = - 2
Cp = By fpCafp == PyRp 51 Wp o W0, ip = Waip =058

. I._::r Jr B )
TpXtlr=!9, 1, 1y , (fig. 6).
e, 1y by

23, Definifie, O funejie V care asociasd fiecdrni punct P al lui R® un
vector V(F) tangent In R* in P se numeple eimp veclorial.

Dacit functia V' este constantd, atunei cimpul se numeste paralel. Mul-
fimea valorilor unui cimp paralel se identificd cu un vector liber,

Cimpurile paralele T, f’,_.; oy Uy definite prin Uy F) = (1,0, ..., 0p,

TEI:P]- = (0,1 . ceaWpyoces Ug(F) = (0,0, ...,1)p, 56 numesc cimpure
Sundanentale, inr ansamblol lor se numeste efmpnl reperulul natural.

2.4. Teoremi. Daci T este un cimp vectorial pe ", stunci existd »
7Kg funefii reale o :R* =R, i =1, 2, ..., #, astlel incit

P ELE! - n:f:-q- -|—1r.ﬁ..

Funcfiile ©, se numese coondenatels euclidiene ale
WP cimpului V.

s Demonstrapie. Prin definitie ¥ asoclazi lni P un
Fig. & vector Fi(F) tangent la B* in P, Deparece partea vec-



torinli a Duai l-’{f} depinde de P, ea poate [ serisd in forma {nL{P],
ol P, .. -y v P)) 5i astiel obtinem functiile r, : R* =R, i =1,2,...,n In
plus, ¥ .I-', AVEI

V() = (P}, o P}, - ..y u{PY)p = (P, 0, ..., 0)p
+ PO, 1, .oy D)+ onn + (PNO, 0, .., 1) = 0 (PITL(P) 4

+ O PYTAP) + ovv + u.{f}ﬁ.{ﬂ

Aceasta inscamni ¢d, ¥ P, cimpurile vectoriale 7 s i ¢, U sint egale. Deci

T ‘E 1, U,. Evident functiile ¢, sint unic determinate.

Iu pnrtmular, orice vector tangent ¥, se reprezintd in forma Fp =
= YV r,U{P)
+§ |

i]gr:hra cimpurilor vectorviale se construieste pe baza urmitoarelor
operatii definite punctusl:

(VWP =T () +W(P),
(FUP) = APIT(L).

De azemensa produsul scalar al cimpurilor vectoriale Vgi W ose defineste
prin
(V, WY P) = (V(P), W(P)).

Produsul vectorial  al mm[mnlnr Vo ooy Vo 5o defineste prin
('I-',:bi }:'I-’.}[P}: Vol P) . }t: 'F".ij FProdnsnl mixt al mmpnnlnr
P as «+ 1V de defineste prin (Vy Vet T UP)=(V P,V P)%..

e P

Dpem.[{i.ilijdeﬁnita anterior punectual 2o pot eXprima prin operafil asupra
functiilor coordonate ale cimpurilor respective. De asemenea facem
observafia e in baza teoremei 2.4, orice eimp veetorial V din R este echi-
valent cu o aplicatie de tipul F' : R® == R". De acees apare naturald defing-
fia ; ¥V ge numeste diferenfiafil dach coordonatele sale sint diferenginbile.
Iluhqtlr:tinum presupunem ¢ folosim numai cimpuori vectoriale diferen-
inhile,
t___ S presupunem ci ne situim in R In acest caz cimpul repernlui natural
(1,3, k) este definit prin (fig. 7):

WE) = Tp = (1,0, 0)p, J( Py=Tp = (0,1, 0}, B(F) = Ep = (0,0,1)p
Orice cimp vectorial din spatin se serie in forma (fig. 8)

F = (&, ¥ IJTE."I" “2{5'1 it E.:E -+ t'I-r:'":'l L ?}E
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x
Fig. 7 Fig. 8
In spatiul R? se poate defini produsul vectorial o doud eimpuri 1 g W

) @nume

(V¥ x Wir) = Ve = WP,

2.5. Exemplu (fig. 9). Fie g, o sarcind electricdl situatdh in punctul 0.
Foria E cu care sarcinn g, aclioneazd asupra earcinii ¢ = +1 (unitate
de sareind electricd In 81; 1 coulomb ss 1A -8) situatd in punctal arhitrar
P este (vezi legea Coulomb)

unde ¥ este vectorul de pozifie al punctului P in raport en O, jar ¢ este
permitivitatea medinlni in eare sint plasate sarcinile.

Functin F — E(") se numeste cimp elecfrostalic prodns de sarcing g,.
Doimeniul pe eare este definit acest cimp este R — {0).

g3 Derivata eovariantd

Presupunein i toate functiile ntilizate sint diferengiabile {(de clasfi %),
I. Fia D o multime deschisd din R*si f: D — R o functie reali. Fie
PeDsi ¥ un vector tangent la @ in punctul P. Fixim intervalul I »i
astfel ineit F <4-tF e D, unde ¥V este punctul corespunzdtor vectornlui ¥.
Evident § - PtV reprezintd restrictis vnei drepte si dac [ este dife-
ventiabili, atunei fanctin compusa { <= (P <4 tV) este tot diferentiabili.
“ 3.1 Definiiie. Numdrul

Dof(P) = S fiP 4 1),

i}
a¢ pumegle derivate lui T in raport ou .
Nuinfrul D_:fﬂl’j indied cantitativ schim-
- bares lni f{ P} cind P se miged in sensel lai
T Dacdh ¥ este un versor, atungl Il.;j' poarts
Fig. % numele de derivate Iui [ dupd direcfia T.
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3.2, Leméi. Daclk Tp = (15, . ..; 0,)p ntunci
Do) = 0 2(P) 4 ... L (B) = (7, VAR = APKE)
1 ]

ande ) este gradientul i f; far 4F este diforentiala Ing f.

Demonstrafia este imediatd ca uwrmare a teoremel de derivare a unej
funeill compise.

Utilizind inegalitaten Schwarz

1D fIF)] = |(F, VAP < |71 | WA
in care egalitates are loe dacd s mumal dach ¥ s T/(F) sint coliniari.
remlifi ¢ T — D?ﬂ}-"] are un minim (maxim) egal cu —| ¥} TAL)

(respectiv || 7 ||| 7P dacl ¢ are sensul i directia luil— "i-'_['-i.i-'j (respectiv
). Astfel, — 7 f{P) (respectiv 7 P)) indicd local direcfia st sensul in
care f odesereste (creste) el mad repede.

3.3. Teoremi. Fie £,g:0 - R, 7% ¢ T,D i a,be R. Avem
D. -fiP) = al.flP) & bD. fiF)

D.(af + bg)(P) == aD; fi P} + 4D, g( P)
0. (fg)(P) = g(P)D- (P) + f(EID; gL F).

Demonstratin se bazenzd pe lema 3.2 s pe propriefdifle gradientilor.
Folozsind nofiunea precedentd putem defind actinnes nnui ¢imp voctoril

TV asupra unei fonetii f {ambele definite pe D} ea fiind functia eu valori
reple notatd cn DF_r gl @ cirel valoare in fiecare punct P ¢ D este nmmirul

D‘,m_r{PJ, Funefia ‘DF_F se numeste derivate firofiel i raport o8 clmpil
V. In particular, pentru eazul m = 3, avem

af éf &f
Bi-..r- —Er';": ﬂ}r'r“_‘:'_ﬂ'_.l I.’i.rﬂ"" =

i
In baza teoremei 3.5 deducem cf derivata Di,j'urE urmatosrele proprietdf
nn"-uﬁ R = j‘l‘.‘t;_h + gni. ke

Dyfaf -t- byg) = aldy f -+ ED. g
Dy{fa) = fDy 9 4 gD, f.
II, Notinnea pe eare o intvodocem aemm peneralizeasd derivata IzprﬂPJ
i reprezinti o operatie asupra cimpurilor vectoriale. Fis W un cimp
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vectorial definit pe multimes deschisi
D din B* & ¥ un vector tangent la D
in punctul . Considerim funectia com-
pusd =+ W{FP-+i7) unde I 31 eate de-
| terminat de conditia P -+ 1V e ID.

o + 3.4, Definifie. Veclorul
\H*W D.W(P) = % WP +i7)

F=ip

fangent ln D in punciel P ge numesle
derivata covariantd a lui W in raporf oM T.
Derivata covarianti D;W(JP} misoari rata initiald a schimbirii lui

WP} cind P se mized in sensul lui v(lig. 10).

3.5. Lemii. Dacii W =s 0y ﬁ. I 1 5i T eate un vector tangent
la @ in punctul P, atunci

D.W(P) = Do e P)T( P) + ... + Dawu( )T P).

Demensirafic. B¢ observi ed WP 4 (V) = wy(P + V) TP + V) +
o v o W0 (P = V) U P =+ (V). Pentrn s deriva un astfel de cimp in
{ = 0, se deriveazdi coordonatele gale in ¢ = 0, Tinind seama de definifis
3.1 lems devine evidenti.

Proprietifile derivatei covariante rezmltd din lema 3.5 §i din proprie-
tisile derivatei ]J_.fi.F} date in fteorems 3.3.

3.6. Teoremi. Fie Vi W doudl cimpuri vectoriale pe I, fie 7, we T,D
El a, hE R. Avem

D. W =aD.W 4D W.
D.{aV + bW) = aDL TV + bD.W
D) = (Do ¥ + (DT
D.(T, ) = (0.7, W} + (¥, D.W).
Nofiunea de mai sus ze poate extinde considerind derivata covarianti

a unui cimp vectorial W in raport eu cimpul vectorial V. Rezultatul este
un cimp vectorial care se noteazd cu D,W si a clirui valoare in P este

DF:FJ-TF(P,' Daci W = w!ﬁl + o0 4 “"-Eru atunci n?w'='-rnpwﬂﬁ'|":- .
e {D,w.}ﬁ.- In baza celor precedente rezultii ef D.W are urmitoa-
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rele proprietiti
Do ¥ =D, + gD, ¥

T}?[u__'t.' 4 bE) = ﬂ]};i'-l- bDi.:Ff
D f¥) = (D, i+ [0, ¥
Do ¥, Z) = (D4 Y, Z) + (T, D.E).

Observatll 1) Fie derivala covariantd nrﬁ. Holul lul ¥ cste algebele, lar W ee dorls
Veaiil.

2} Derdvalels covarlanie ale cimpurbor fundamentals EI. tom ..., 0 8ot @ele,
2 4 Probleme
I, Fle P o= (#3000 5,)€ [R" 54 se amte cf
max{izl, | = 1,..., 0} & | P ) nmax{|z,l, 8= 1,...,5)
E, 54 e amte cid pe m":uu existd nlel o distanid dilerenliabild.
L Fle Po(2ponh fiF)= d,,:;:l+ wrn 8,207 unds & =0, lar ap...; 0, ete

33 1 1
o progresie geomelrled cu rafla r. 53 se calewleze Do fi) pentra l-(;:,.. ..’—}Aﬂ-(l...... 1k
- [

=l

r=h o —
4. Fla ¢lmpurile veeloriale X = :ll'.i" " S— I’U- Y= a-_i‘l_-. 51 3= delermine DI‘ Y.
Xt

Capitolul 2
CURBE

CURBE IN @"

&1. Definifii =i exemple

Fie R* spafiul cuclidian eanonic eu » dimensiuni, TRR" spatinl tangent
in punetul P laRB* gi Fp i B = TR" izomorfizmul canonie. Notim cu I

=i, 838 43 181



" P (tf Pece (2)

4 it

ﬁl
E-.:-F- ..-"‘&-aﬁ I{I I- } a.l
Fig- 11 Fig. 12

un interval deschis (alteori inchis, semiinchis san renniune de intervale)
din [R.

1.1, Definifie. O funclio diferenfiabild «:I - R s¢ numeple curbd zi
& noleazd o a2

Uneori numai imaginea «fI) este numiti curbd. In acest caz « se numegte
parametrizare, iar L€ I se pumeste parametre. Noi vom folosi smbele accep-
{iuni ale cuvintului ,,curbd™, semnificaia decurgind din context. De ase-
menes mentionfim ei desi consideratiile teoretice se fac In R® imaginile
grafice apartin Ini R? sau R

Observiim eompunerea mareatd prin figura 11. Reznltd od lui = putem
8d-i atasim o functie si numad una de tipul o 1 [ - T,R" coea ce permite
g privim mulfimes «(F) ea fiind deserisd de extremitatea unui vector
varinhil & eu originen fixatd in originea @ a Iui R=(fig. 12).

Din definifia Ini «{I) remultd echivalenta :

Pea(l)esd ted, P= g

Daedl raportiim pe [R® la baza canonicl, atuncl functiile = 5i z sint carncte-
rizate prin coordonatels lor euclidiene :

afl) = (28 olthy ooy wmlt)), tel
R(f) = &)F; + xtJFe + ... + w(l)E,, te L

Intr-un context in eare wumai imagines afl) este numitd curbd, relagiile
o = ayt)y Ty = Tull)y ..., &, = 2,(f) 88 Dumesc couafiile parametrice nle
curbed, iar @ = z(f) se numeste ecuafia vecforiald a curbed.

L2 Definifie. Un punel P al Tui oI} se numegte simple dacd existd o
gingurd valoare 1€ I apa ea all) = P, Daed exestd mai melle oalori distinels
£ asifel incit oft) = P, atunci punciul P se numeste multiplu,

De exemplu, dacl existd numerele {4 # f 81 numai acesten (din I)
pentro care =l = iy} = {, atunei punctul 6 se numeste dublu (fig, 13).
Dach exiztd trel nomers distinets £, fs §y 8l numai

acesten (din I) pentru care el ) eif,)= ()=,

. atunci punetul € se numeste triple (fig. 14).
Tn general, cardinalul multimii «={ F) se numegte
muliiplicitafes punctulei P,

Fig. 13 Fig. 14 Dacl toate punctele nnei curbe =) gint slmple,

163



atunei dapd definifiile anterioare, aplicatia = eato injec-
tivi. De aceea admitem afal=ecit]

1.3 Definifie. O funcie diferengiabild gi infectivd = : [-»R"
se nmegte curbd aimpld.

84 presupunem acnm o avern o functie de tipul ’

@t [a, 0] = [R* Accastd functie se nmmegtle diferentishils
dach poate i extinsd diferentiabil 1a un interval deschis
ce coniine pe [a b]. Flg- 15

L. Definifie, © funofie diferenfiobild = : [a, ] — R" penfru care a{a)=
= a(b) 2¢ numeple curbd fnchied (fig. 15).

Aceaztd definitie nu are acelasi continut cu definitia topologicd a wned
multimi inchise. Intr-adeviir, pentru orice curbd «: [a, #] = R®, imaginen-
af [y &]) este fochisd in B® in sens topologic, deoarece = cate implicit o
functie continud, dar aceasta n-are nici o turl cu condifin ala) = «(h).

O curhdl inchizd penfra care restrictia la (o, b)) este injeetivi Re numesto
crrbid #impld y1 inchisd.

O eurhf e f —» R* s numegte periodied dachk existd un numdr T >0
agtlel ineit {4+ Tel,z2(f4T) = a(l), ¥icl. Col mai mic numir T
care g2 bueurd de acesatd proprietate se numegte perioads Iui = Se poate
demonstra off imegines uned corbe inchize admite o representars para-
metrica periodici.

1.5 Exsmple.

1) Fie P (g p) 86 @ (@00 0, # 00, .., 0) doul elemente fixats In [R™

Curba 2: [R—R%

afiff = B oo i = {py b Mg Py b I3g)
ne punseite dreapld delerminafd de panciil P oes o) gl directia .

Cele necunfil paromeirice =, = by + b, [ = 1, 3. ..y 0y sint echivalenie cu =1 ecuofii

carfeziens In [RY, H—h . T, — Py

- L P
en eonveniia cfl dacl un sumitor este nal, atonel umbrdtorn) respectiv trebids egalal ca 2era.

L]
Sobmuiiimea Tul [B™ cornelerizati prin ecunlls cartegiand Empllcitd E gz, —ph =0
Nl
eita Aiperplanal ee trece prin pasctul P 3l pentru care @ eite o direcile normald.

2} Graflewl unel funcili difercefiabile de tipal f: 0= [ este o carbdl In plan decafecs
neest gralle poale 0 prvil ca lmegloes functiel o F= [RY @ = (& fi0). O curbd deo acesd
Hp {ig. 18, 17, 18, 19) na poate avea puncle multiple, ou poate fl peripdied ¢ mlel fochiss,

l:‘r

¥
by

=7 =

v

: = =

e (o . 1xl=f 3 - ) i
L I TNRNRECIL -F
¢’ = |x|sf  Curbe o Gaves ry'g“'r Lan]rgo 'Eﬂ?-f‘frhf ‘,-:'
Flg. 16 o I Fiy.18
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file:///X/4A

) r
Ay 1 /
f _\ G TN
Ilﬂ, —
E ’ k_/{wl' : td=l- i ifrsic]

>ﬂ' @, J
Paraboly cobicd :g-ax’ Cercuioc(t)sfrost, pigt) *= ¢

Fig. 15 Flg. 20 Flg. 21

decarees fy o I lmplled exBtenta punctebar (£, (1)) 58 (0, fifgkleare no pot £ ldentlce (au absclss
dilertie).

F = [z} s=2 numeite ecuiofiacarierfond explicilda curbel oz J—+ m‘. gfl) = {J'.fl:l'}:l. e I

I practicd se intllnese $1 curbe do tipul & @ J = [R2, &) = {p{f), 1) € T, cdrors le corespund
ecuakil cartezienn explielte de forma £ = g} (vexl § &1

3 Fie curba o [0, 23x]—+ m‘. a(f = {cos L slp ) 1€ [0, Zx]

Deoarece 0] = afds) = (1, I}, curba este Inchisd,

Imaginen w0, 27]) este eerenl ecu centrul In ofigine 56 de razd unu (g 200 Pestrlefls
Tk o 1a [0 2=) este Injectivd @ decl cercul este o curbd simpls §8  Trochis.

S comsiderim ncum funclin & : [ — R alf} = (cos §, #in §. Evident, Imaginm o[ cste
tof eercul e razli unu 5i cu centrul in oFigine. Obscrelim Insl ofi In acest caz, off) = ail + 2}
#1 de aeecn, cerenl peate 88 privit ea o curbil perbodicd ow peripsds T = 2r. In pcest sens toale
punciele cerculuf sint poncte muoltiple.

4) Me slludm In spajiul cu trel dimensfun] @ consdderim curbe peniru care eel pulin una
dintre cocrdonnte esle fanctis dentiate (graflee ale funeililor de tipul II": I= ml’ll aaid funefin
Hmlafi. e oprim fa enzual & [ =+ [RY, alf) = (), pi0), H) decarece celelalie sltuafl! sint ama-
leage. O eurbid de asest Hp ns peate avea puncle multiple, no poate Ti perlodicd § nicl inchisi
degrrece #p ob £y Implicd 2B} ¢ 2l — punele o cole diferite.

Penteii concrelizage il considerlim curbn descris de un punct sitisml pe o supratais ellin-
arlc de retatbe $ avind o migaare cempusil dinir-o rolatie in Jurol axel cllindrolul 8 o trans-
lojle de-w lupgul noestel axe, ocle doud misedrd Nilnd proporfioeale Intre ele, curbd ce e numefo
elive cireulard (fig. 1)

FPresopunied <3 meblic] pleacd din Afe, 0, 0) ghsim ecunllils parametrice nle earbel, = =
= gogs 0 e sinl; @ = A EE minmh ¢ reprezintd translatia, § rofniln, farb = conel, Gurba
Intitnesle fecare gemeraloare a supmfele] cllindrice 3% 4 * = of nir-o Infinitate do pupete.
De exerwply, gencratoares of trece prin ponclul A ¢sto Intilnitd In punclele de cotd & == Jabrm,
unde n esle Infreg.

Areul de curbfi copring fitre dowd puncle consecutive Afe, 0, 0 51 A%e, O, 2= 32 pumesle
apird m ellcel, lar hunglmes Ad® se sumseste posl elieed

2. Tangenta

Fie a : I -+ [R* 0 curbd, Notim cu ¢ variabila din I i a{f) = P, 2(l 4+ A)=
= @, t 4 ke I, Construim derivata
A fre

43

&'{t) = lim
i+0
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Veatorul ='(1) cu nﬁginna_ig x(f) = P apare ca
pozitie limitd a vectornlni Pg, cind @€ wll) =ao
apropie de I* §i 58 numegte veclor viterd (fig. 22).
Evident z'(f) € T, ,R"

Daci raportiim pe R® 1o baza canonied, atunei:

w'(l) = m{t)e, + ma(té; + ... + Eli)E..

2.1. Definitie. Un punct P = aff) al curbei = in A
eare &'} # 0 2e pumeple punct regulal. Dacda'(t)# ¢

w0, ¥icl, atunci cirba a 8¢ numegle requlotd, Fiy. 22

Dack P este nn punct regulat; atunci puncinl P s vectorul =70 deter-
mind o dreaptii care apare ca limita dreptei PQ cind P = 2(1) cste fix,
iar ¢ tinde citve P de-n lnngul curbed,

2.2, Definifie. Fie P un punct regulat al curbei «. Dreapla care trece prin I
g arg en veclor diveclor pe &'(1) ge numeple langenda la ourba o in P,

Hiperplanul care rmmrfrr'n I gi are drept veclor aormal pe ') 36 numeple
hiperplan normal lo evrba = fn P (fig. 23 gi 24).

Penlm elementele deserize anterior avem urmiitosrele ecnatii

Fy = mlt) _ we— mll) = B = %(f)

(1) () x40

Tangenta ;

Hiperplaonl
normal : (# — 5l -+ (ry = a(t))aa(O4. .. (3, — o (t)zfl) =0.

Un punct al unei curbe poate 54 nu fie regulat. De aceea admitem

2.3. Definifie. Un punct «(f) = Pe «(I) corespunzdior unei valori a Iui ¢
pendru care x'(l) = 0 ¢ numegle punct singular.

Observiim ¢d dacd 2'(1) =0,V iedJcl, atunel o =%, Yie J, g astiel
restrictin Ini = Ia J se reduce la un punct. In consecintd, dach = admite
puncte singulare si nn se reduce la constante pe porfiuni, atunel aceste
pancte sint in general izolate. Dack 3 m>1 aga o &) = 2"(f) = ...
oo =N =0 g ZNE)#0, atuncl panetul P corespunziitor se numeste
punel singular de ordinul m. In vecinfitatea unni punct singular de ordinul
- formmla Tavlor df:

Wt o B) = T() -+~ @) + T, ¢ 4 he T en Hmi(h) =T,
i | Rt

]

3

Mermals

I.:'r:lg':‘.fr i'r:'

. 23
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Fotind P = xff) §i ¢ == =t 4 &) avem

Vectorii a(t), =(t 4 h) an originea fixatd in 0, far vectorii a'(f), %" (1)
ete. an originea fixatd in exfremitatea lui Z(f). Formuls Taylor are sens
pentru vectorii liberi corespunzitori celor legati.

Vectorul (1) se numegbe vector fangent la curba « in punetul singufar F.
Punctul P gi vmmmli'{'}.:g:]uﬁnmrz o dreapld care este limita dreptei 270
cind P = a(f) esta fix, iar ¢ #inde cdtre P de-a lungul eurbei.

2.4. Definifie. Fie P vun punol singular do ordinul m, Dreapla determinatd
de punctul P gl veclorul 2=} s¢ numesds fangenda curbei in puncinl P,

Hiperplanul care trece prin Pg arg drept voctor normal pe &"\1) 22 numepta
hiperplan normal la curba « In P.

Sumarnl definifiei 3.4 este urmitorn)

Tangenta; BB _ G—afl) __a—af)
BRI ) ™0y

Hiperplanul opormal: (@, — o ff)) o™ + {2y — o {t)) ™0+ .. .
oo W@y — Bt )t) = 0.
28 Observajil

1} Dacll ={i) = P exto un ponet regulat, rezoltd of Intr-o vecindfate a lul I, = esle Injec-
tivl, Dacd aff) = P este pupcd singulsr de ordioul m resultd cf o ‘oo este Infectivd Intr-o
vecindtats a lul P

2) Un punct al unel curbe poats fl simpla 31 regulat sau siemplu i singular san maltiplu
gl regalat a0 multiple §i singukar.

3 Floasf== m', ﬁ.:}—-ﬂ'duuﬂ. cuarbe astiel inelt ol fpn S48 H lile PE oy 3T oo
punet regoist sau singolar de srdipn] me Unghivcl dintre vectofil tangenii la cele dond curbe In
P se pumegte uaghiel cefor domd cirbs, Thacd cel dol vectorl sint perpendicularl curbele ss
oumese erfoponale, Decd unghiul dintre sl dal vectorl este zero sau = stumcl curbele sa
narnets fangemle

4) In clnepmatled o curbd este privith co filnd Lralectoria woul punct material In indfeare.
I scest caz variabills § ée momedte llmp, =00} se nomegte draleclorfe, (0 s numeple pifera
atzrded In momental §, lar 270 se numeste accslerafie curdel In mementul L

a2 6. Orientars

Pe o curbd datd «(I}, presupusd muolfime conexd, se pot staldli douli
i1 oumal doud sensuri de pareurs {ordine a punoetelor enrbel care corespundes
ordinel din I) pe care convenim &8 le notfim en 4§ —. O eurbd « impreund
e o alegere & nnni sens de parcurs pe off) se numeste curbd oriendald,

Fie = o curbd regula$k. Dacd () eate vectorul tangent In = in (1),
atunci este natural sd considerfim drept pozitiv acel sens de parcurs pe
x{I} care sff fie coerant en Bensul lui x'(f) §i deci en sensnl pozitiv pe tan-
gentd (vexi orisntares unel drepte).

Convenim sl precizio orlentares une curbe 4 a tangentei sale prin aigefi
(fig. 25).
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Tal"?'"'”

+

agenta
=
Fig. 25 Flg. 28
15'
by
N
=F
1
K] — - =z g =
Fig. &7 Fig. 28

Dacd a posedd puncte singulare, atunci existh situatii cind nuo este posi-
bil i alegem pe curldl un 2ens de parcurs eperenb cn cel de pe langentd
{fig. 26).

27, Exemple

1) Corbele dls [BY care se pol reprezents priste-o ull'ﬂ-l nlruﬂlu ﬂpuﬂli p-.l’(ﬂ

wnt reguiate. Intradevdr din el s { 7)) constrilm o = .I'I'-I- I'{l]-j g decl & .I"’i_l}j
mil te anuleazdk, ¥ (€ F (g 16 17, 18, 10

2) Fio curba pland (Mg 27)
{0, elly e
aff) = {tﬂ- 0)  tm0D

fe=lt0) =0,

Observim ed In =0, aplicaiia aif) om este o fmersie. Be aceea punetol & (0, 0) este ue
punel singulnr. Mal mult, observiim cf in acest punet singular svem i."l_'l.‘.lj -E”(l]]ﬂ-.. E{'}{ﬂ}-ﬂ
-, (0,00

Pentre flecare m Infreg. polsn considera curba (flg. 28 pentrm o= 1}

©,0) fo0

=, elity t=0
()=
(= e~ UL 0 4= 0

Ohesrvim cff Tm acest coz avens:
e (D) = Ei(0) = =B IO - I G L (0, 0) o BENO) = m 1, 0),

Fentru m o= 1, originen esie un punel regulat (Bg. 38 Pealrn = > £, originen esie vn
punéd singular de ordlaul m
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{xint] {1ain1)

Flg. 4
3) Aplicatls w:[R —» [R" definitd prin
(a0, =1V g pli¥) f =0
[l == {0 0} =0

(= o= Wi, ol gdn o=V (<0

are o Imagine coprinsd fatre deeplels g = & soavind o Infinitate de fangente In (0, Op De
asementa, observim of o este diferentlabily 5l F'(0) = 2 M=, . w0 LoD, 0 De
acety origlnea oile an punct singular (Mg 20} Punctebs (—1,sin 1), (1, sin 1) sint puncie
nifmptofice (vexl § 4).

4 In [B* comsiderim curbe de tipul 3 7= R % aff)=(xif) pifh 0. Ble siot regulats. tn-

Er-adevir avem & = :{l][ 4= p{m' +f-l 5l decl a'(f) = .t.[]']i ] {!jj + i:'. care nu b anubaazk,
WiE I (vezk Mg 21)

Aceeayl proprictate o au @ carbele oy T—+ [R% () = (2(f) . 2(})} sam wff) = (¢ 90, (b}
Penffii eXemplificars fle curba datd prin

o 0 Wy (=<0
el =4 (0,00 [
e~ 00 >0

Ckhaerviim ef arcul @ & 0 edto sitoat In planul 02 lar oreul f 2 0 este siiual o plasul
wly (Mg 30 Observim ed = este o curbd regulatd peatru eare

w0y e (L O, O, W e GOSN e, e {6, O

3. Cimpari veetoriale pe o eurbi

Nofinnea de ¢imp vestorial pe o curbd aste o variantd o nolinnii generslo
de oimp veotorial

Fie x: I -=R" ‘o curbi gi P = aff), t€ 1, un punct arbitrar al siu.

3.1, Definifie. O funcfie T care asociazd fieofrtdi 16 I un vector X(i1)
tangeni la R™ in pumml a(f) 8o numeste cimp veclorial pe curba = (fig. 31).

Evident, viteza x’ eate un cimp vectorial pe curba z. Acest cimp se mai
numeste i cimp fangent 1a curba « (fig. 32).

pace (]

Fig, a2
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Preciziun insd o spre deoschbire de 2, cimpurile veetoriale arbitrare pe
ui pot sfi eontinil sam nu vectori al ciiror suport s& fie tangent la curbd
(fig. 31}

Proprietatile cimpurilor vectoriale pe curbe sint analoage cu cele ale
cimpurilor vectoriale pe R*. Astfel svem

Ft) = (0 (0(0) 4 walOFL=(0) 4 o0 4 90T Lalt)),

functiile g, : I - R numindu-se coordonatele euclidiens ale ui ¥,
Functille compuze (=), ..., e.(x(t)) sint cim;un‘ vecloriale pe o
Aceste eimpuri vor fi notate pe seurt o0 #y, Ty ...y 8.
Pentrn eimpurile ¥{i) admitem definitiile :

(T + Z)(0)="20) +Z0n
(TNt = f00) Ty

(¥, Z)it) = (F() Z())
(T x Z)n=Tn x ().

Evident aceste operalii ge tradue prin operafii asupra coordonatelor
cimpurilor.

A2, Definitie. Fie o o curbd requlald i T un cimp vocloricl pe = Dhacd
{f,'&"]- = 0, ﬂil'l.l:ﬂ'ﬂ' Y s unmegle cimp normal lag o

DH‘MH_“ Y{t) = wy{thé, + wyt)E; + .. 4 Walf}e,, deducern o orice
¢imp ¥ este echivalent cn o aplicafie de tipul ¥ : I - R". De aceea apare
naturalis definitia : ¥ se numegte diferenfiabil dach coordonatele sale sint
diferentiabile. De asemenes preciziim cf derivata vomi cimp Y,

e T dyy =
¥y 4+ 5
i T fadeia o O

este tot un cimp pe curba 2. In particular, derivata T & cimpulni vitezi
o' asociat Ini « Q4 cimpul accelerafie. In general acceleratin nu este dirijati
dupdi tangenta la curbdl. Avem

(aY 4 bE) =aX’ 4 b2, a,beR
(Y =T+ [T
(Y, Z) = (¥, 2) 4 (T, 7)
_ (TxBy=FxE4+¥x?
Penultima formuli aratd ci daecd (T, Z) v comst., vrel

atunci (¥, Z) + (¥, £) = 0. In particular, daci ¥ Patt

are lungimea constantd, atunci ¥ g ¥ sint orto-

gonali in_orice punct (fig. 33). In!.‘r_n—aih}?ir relagin

1 T2 = (¥, ¥) = const., implicd (¥, ¥7'= 0. Vit
De acecn dacl ne imagindm i = este traiectoria Fig. 13
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Flg. 34 Fla. 33 Flg. 3§

uoni pinct material ce se doplaseazd cu o vitezd de modn! consiant,
atuncd aeceleratia cste un cimp oormal la x [(dirijatd dupd oormals 1a
onrhd).

3.3. Definifie. Uncimp ¥ s6 numeple paralsl daed coordonatele sale #ind
comstanle,

i 3.4, Teoremil. Fie corba x:] = R", unde I este un interval deschis
n '
l]ln:!;'urbn & este constantd (se reduce la un punct) dacd gl pumad dacsk
cimpul vitezdi =° este identic nul.

2) Curba neconstanti « este o dreapid dacd §i numai dack cimpul acce-
leratie este identic nul (cimpul vitezll este paralel). . N

%) Uncimp ¥ pe x este paralel dacl si numai daed ¥° = 0.

Demonstrafie. 1) Fie curba Z(1) = 5,(1)8, + xa(t)e, 4 ... + zy(t)e,. Dacd
o (1) = 8y 2yfl) = g ...y Bff) = a_,!"h"t-E I, atunei () = 0,2, -+ 057, B
+ .. a,E, i &'(1) m= (0,0, ..., 0), Vi Beciprot, din 2'(t) =0, Vie l,
rerultd o) =0, i) =0, ..., 2t} = 0,¥ i€ I gi deci o(l) = ay; £,0f) =
- g, .- r1__'-tlﬂl]' = iy {.fiE- E‘d‘}. o i ’
_,2) Fie Z(t) = (o} + biE,_+ (e + Li)Ey + ... + (28 + Li)7,. Glsim
w' (=, 4 Ly P ... $Le, 81 2"} = (0,0, ...,0). Beciproo, din £7"({)==
=0 a ) =0 ..., 50 =0,Yel, objinem = =i+ L o= g %
'l"'ilrr---:-f.i:’::"'-"I-‘ {ﬂﬂ-&ﬁ}- -

3} F]H T = hlil *‘ h.EI "‘|'-i =4 + b.E-r Rﬁlillm -Errd= mp u': Eaoug “]‘4 le-'

in ' =@ dy, _ o G _ dyy _

pro¢, din ¥ = 0, rezultd = = () = 1 T Py 0, ¥itel, sau
Hi =ty By = g 200y o =2 5- “'IE- 36 ).

8 4. Hamuri infinite
Fie I un intorval deachis (@, b), a poate fi §i —oo, iar & poate fi si
“$oogi xid -+ R oourbi.

4.1. Definitie. Daod fnir-o sslremilate 8, a infervalulii deschis I avem
11“‘!';“}" = oo, afunci spunem of x posedd o ramurd infinitd,

'knt-a evident ¢i o posedd o ramurd infinitd in extremitaten f, dach si
numai dacd cel putin una dintre coordonatele Ini « tinde ofitre ¢y oo pentru
= 1 (adich poalfimes «(F) oo este midrginitd in B").
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$.2. Definigie, Dacd existd versorid
% == lim- i-{-l-} -
sy ()]
alienei divecfia a0 52 wumegle direcfio asimploticd & ramurii
e inite.
4.3, Definifie. Fie « o curbd care pogedd o ramird

infinitd peatri o exivemiate by a lui I pi P = of). Dreapla
I} gg avnegte asimeplold fa romure tefindd deed (g, 37)

lim (P ; I =,
[y

Fig- 37

wnde (P ; IV} esle digtanfa de o punciud P la dreapia 1Y,
Uneori se spune of ramury infinitd se apropie ssimpiotic de D, De aze-
menes, observim ¢l pmprmt.jtnﬂ. |.1:|:|:L d{ P ; IY) == 0 care definesta asimptota

I} este echivalent® cu a spune ek panﬂph dueh prin P = off) lIa D tinde
edtre I} pentra f — f, (fig. 37).

4. Teoremdl, Dacl D este o asimptotd & noei ramuri infinite, atunci
directia lui I} este o direcfie asimptotiell & ramarii respective.
Demonstrafie, Fie = 0 eurbd eare posedd o ramork infinitd intr-o extremi-
tate £, & Iui . Presupunem i acéastd ramurd posedsd o asimptotd D (fig.
37) Xotam cu ¢ projectia Iuni F pe D gl punam ﬂ = ¢(f). Prin ipotezd
AV
B | E(6) || w0 = lien F() e 0.
A=y i=aly,

De asemenea notdm cu R proiectia originii @ & spatinlui R* pe I 5i punem

R = 3. tul orientat KQ reprezintd pe B{) = @ 4 x(t) -+ =() si
deci v;'m nslmptﬂ?giﬂutfﬁ P M) =8 430 +30 8
tim .
= | B0

Pe de altd parte, ¥ie I, avem
BB = Ia + TMI<IT0E < TENE+ 13 + (0.
Astlel din Illu [|={2}]] = oo rezultd lim ﬂﬂ{l]ﬂ w00, Acensta inseammni

el in remuﬂla.tm lui £, avem || B{O] I}E Dacdl in inegalitéfile anterioare
fmpartim eu | 51 81 trecem la limité, atonei ghaim :

m JEE _
'-'* II B{ﬂll
Prin urmare
Bit) Bt wif) 4 & & Tl R
li = li ——1 . T8 i
P Tl 1717 I 177 ek 1177 e

De aici rezultd of dacd asimptota existd, stanei ea este unich.
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45 Obsarva 11

1} S4udind apterior aratd el peatrn a declde dacd o mmurd Iofinits pesedf o sslmploll
trebabe meml ntll 53 vedem dacd ea odmite o directbe askmptolich.

Taael ramurn no admite o direcile asimptolled, atunci ea nn admite plel asimptati.

Dgefi ramura sdmlie o direciie arimptotlcd &, atuncl e P o= &} s8¢ dace o draptd ﬂ,-

care are direclia o, Dacd Dy are o Hmitd D peatro f=s &, atuncd drapta D esto aslmptots
ramirt consfderato, Dacd D,. mu are o Hmitd penine f—+ L, oluned ramuarn lafioil sludiatd s

are aslmptoti.
2) Pentrua studiul mmuadlet infinite ale curbelor plane ©3 f{x, ) = @ recomandim lucmoea

i8]
{ '..|I:I Fiea: = [R™ ¢ curbl § f5 o extremitate o Intervalolul deschis 1. Dacl 'lm-'{fil = i,
slonel A e namefle prad eimplofic ol corhel =,
4.6, Exemple
1) 53 cercelfim ramurile inflnite ole folistied il Descarter, carba & = (2, 0 ; {{= oo, = 1) U
Ui—lioa))=+RY x= = g i Pentruy acea®la enlealdm Memblebe

140 14 it

lm 2 =0 Hm ()} = Uen o) =—oa.
fo B [t | [ - |

lhm g} =0 lim @i} = —as  Hm § = o0.
B8 | By =1

D abel rezoltd of 40, 0) este om posct asimptetie ol enrbel care t2 suprapuna pedts
pun:tulu-hl}mlt [ == . De assmenes penffy =+ — 1 s2 obfin doud ramaorfl Infinite. Decarece

LT E,-—l.

e

dedoeern of ambele Famut infinite admit aceeasd direcile nxlmplaticd (1, — 1} Pe de altd
parie

L |

Taf
b (R0 + #0) = Hin ~
[ - te=d 1 o P}

# astfel nvem asimptola oblicd y 4+ =4 a= 0 (fig. 38)
2y 54 cereellm ramurile inflaite als elieed (Mg 2L e=(np iR = RY 2= acoi

o . p=asnif r= b Desarcee lim ) = 4 oo, rezulld ci elices
< [
727 ndmite douk ramurl infisite. Ambele ramori au directia asimp.
.\‘.\ i ..-"'f,,l"'l tollch (0,0, 1), directia nxel O [nErueit
— I..-" -

limy ﬂ.— Him ﬁ-ﬂ.

feges K}  dpos of)
Evident, dreapts ce trece prin pusetul (o cos !, a sin i, b @

F X
<N
\ esle paraleld cu 0F no admite o pociiie Umlth pestra { — 4 oo,

Flg. 24 D acer eele doud ramari infinite als eliedd nu admil asimptete,
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2 5. Reprezentarea normald
a unei eurbe

Fiind dats o curbda : I -> [R* putem A ﬁ”ﬂ
congtrnl alte curbe care an feeshai ma-

gine ¢u =« dar care parcurg aceasti ima-

gine e viteze diferite.

5.1. Definifie. Fie I, J dowd infervale
deschize ale dreplei reale, 2: [+ [R* 0 7 ¢ I'e
ctirbd gi b 2 o —» I o functie difereniabild. Fig. 3
Finefia compitad f=ws b+ J +[R" cste o
ourldi core se wumexle reparomelrizarss hol = prin B (fig. 39).

In orice moment » din intervalul J, curba B este localizatd In punetul
Eln) = alb{u)), care este atins de curba = Ia momentul Ayl din intervalul I.
Aztfel B gl & urmeasd seceasi traicetorie dar, in general, en viteze diferite.
Practic, pentru a obfine coordonatels lui B se snbstituie § = ) in coor-
donatele ui .

Observim of treceren de la = la B plstreazi multiplicitatea punctelor
i (1) dacd gi numai dacs b este o bijectie.

.2, Exemple

1} Fle arcul de cere a{q-.[r coa b, Foalp i), 08 (D, 25 Punind u—ﬂ!% gkslm  reparg-

mrLeirirea

B l'nl'-1 r " e [}
{ O Y '

2} Fle cutbn a{f) = (30s* £, dln %, 2l 0 16 [ 0, — |. Obscrvim of  se obllas lnterssctind
2

eflindru] (E=— 1) = % = 1 o sferg x® < p? o 0¥ = o [fig. 400
Fontin it = gln {. Fepnmmetrizaren Tol @ prin i este

B(m) = (21 —uf), 2uff1—0c" 2u) wE (0, 1)
Dok Lemis Daclh B este reparametrizares ol « prin A, atunci

dB dz dh
T (W) = == (A1)} —=(u).

Pe scurt, B'es (2" o K)A". Astfel observiim offi dack &' nn se anuleazd,
atunci punctele regulate ale Ini = sint puncte
regulate pentru @, iar punctele singulare ale lui
« Bint punete singolare de acelagi fel pentm . Do
asomenes reanltd o deflinijia tangented infr-un
punet regulat ca $i intrun punct singular de
ordinml » nu depinde de parametrul ales (directin
ei rimine invariantd, isr punetul prin care trece
eato fix).

Pentru ca bijectia h:J — I si fie un difeo-
morfism este necesar gl suficient ca derivata b
« &0 D0 8o annleze ; acest luern rezultd din proprie-
thtile de existent &i de diferengiabilitate ale
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1
. h fie
h‘ah'i) Dack kb este un difeonor-

fism, atunci corbele « s B se nuwmese solifpalends,

Precizim cf dach &' > 0, atunci b pistreazi orientarea.

Fie «: ] — [R" o curbil regulatd datd prin ecustia vectorinlfi & = =(1),
eI g &) vectorul vitezd la momentul ¢ Lungimea ©ff) = |20 s
numeste vitezs curbei la momentul ¢,

In fizicd, distanta parcurssi de un mobil este determinaddl prin integraren
vitezei sale in raport eu timpul. Geometrie, definim lusgines arcului cirrbed
requiate = de lnt = a I § = b ca fiind numdiral

functiilor inverse (u.-e gtim: (b1 =

Iugn[l}dr, a< b,

&
iar élepiendul dé are prin de = i) di.

Existd probleme in care ne interescazd numad imagines curbei gi nu ne
intereseazdi vitezn cn care punctul curent parcurge aceastd imagioe, Co
alte cuvinte ne intercscazd imaginea din spatiul R® i nu parametrizar.

nlard § —+ (i) care reprezintd aceastd imagine. In asemenea probleme
go obisnuieste o « 84 s¢ inlocniascd printr-o reparametrizare echivalentsd
p pentru care vitezn 83 fie egalil o unitatea.

b4, Teoremd. Dacdi a: I -~ [R® eate o curbd regulatd, atunci existi o
reparametrizare B echivalonti cu = astfel ineit B sd aibd vitezn unu. B
e numeste representares normald & Ini a.

Demonstrafie, Fie a«: I -+ R" 0 curbd regulatd, adici ='{f) » 0, Vie I.
Fixhm a€ I si considerfim functia care di lungimes arcalui s: I —+J =
F

=a(I), s(f)= Sua*m e, Aceasts functie se numeste absciza eurbilinie (fig. 41).

Observim nﬁ% = f&"{f)]| =0, adick & este strict cresciitoare §i deci

bijectivil ; teorema functiei inverse asignrii i funcfin inversd #=1:J - I
definitd prin § = i{s) are derivata

i 1
— (f)= = |
ds ds

] (t(#))

Mai mult, inversa ¢ = iy} este un difeomorfism. De aceea funclia com-
pusi B = xes™l; J = R" gau pl8) = ails)) este
o reparametrizare alui o, prin fonefisd = i),
p echivalentd ou =« (vezi fig. 39 pentrn u = #).
B ardtim cd vitezs lui B este unu. Avem

-ﬂadt

I-E':'{ L)) ﬂ— == 1.

1"Il. vlil Astfel abseisa curbilinie & unei curbe rege-
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Fig &= Fig.43
late se wlilizeazd pentru ob{ineres unel reparamedrizdri de vitezd unu.

Preciziim ci daci = este o curbd orientatd, atunei prin trecerea la

reprezentaren normald orientarea nu 8¢ schimbd deoarece ? =0,
5

5.5 Exemple

1) Fie spirnla logaritmich (fig. 42} = : [B -"E__’- efl) = {ae™ eed [ — #in £), @™ {cos {+4uin 0,
o >0, Din &Y = — Bae=logs f] — Zoe—"sin ] rezultd of = este o curbd regulutd ca vitem
B = Zag—t, Daci lixEm { = 0, atonck absclsy curbilinie eite dalll de

¥ ]
J-Sﬂﬂd! o — D=t e (] —e=T])

2a
De oicl ghslm I-]nh - & {(—oo, 36} §l astlel repreenfares nermald & ol = este

B = 20) = [R%

%a —s m:u_“mm 2a—13 2 24
H{l]-( 5 (m g = au-.)'““i"[m’“za_.“‘““ "za—;])‘

%) 25 eonslderdm peum elicea w:[B — B2 affy = (o coa l, a sin & M), Desareee ceusila
weetoarlnli @ earbel este B0 = @ coa lf + asin §f + 5 B, gaslm 20} = — asin £ + acos f + B
5l cead ;E"(ru -ilr-u' o e g Dacl pndsurim lungfniea arcolul de la = 0 glunci

J-S: df = af,

o

Asifel F-LF # reprezeniares nermall o ellesl este
' i e o e o . i
fiR=-=R" B k{s} (ﬂuﬂc.n:i-n_u, -

8 6. Contaetul a doud eurbe

Fie @y, #q: = R"* doud curbe care au un punct regulat comun M,
corespunzitor unel valor &) din interiornl lui I. Fie I' = a,(f) gi § = a4t),
pentru ¢ dintr-o vecinftate & Iui 4. Formdm vectorul PQ = x; — x,
(fig. 43).
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6.1. Definifie. Dacd

. Py { [ pertre i= 1,0 .., 0 =1, 8,
e~ (0—1a' 10 pemtru i =n 1

alunel se spune of o(I) #i oy(I) au in A, wn contact do ordinud n.

Dacil limita precedentd este zero, ¥V 1€ [N, atunei vom spubne o =, i
&, an in M, un contact de ordin infinit,

Forrmulele Ini Taylor

Eilt) = Tdlly) + —l—m‘P Fillh + oo+l E) +
[c‘ﬂ""{r.,}+ Tt — 1))y i =1, 2,

unde limE{f — fy) = 0, aratd of =, 51 =, au in M, un contact de ordinul n
bty

dach & nomai dacd curba ey — o Sdmite po M, drept punct singnlar de
ordinul x 4-1 sau doacd i numosd doechk

al® ) = aft(d,) B D1y cnapmy

(1) # aft (L),

.2, Obsercafil
1) Contactul de ordinul A corespunde la Bdeea Intultivd i fn M, curbele & 5 o a0 a4+ 1
FHH‘H coflindals edamiine.

2) Curbels &, §l =5 au In punetnl regulat comun M, on contast de ordingl una dacd 5l pomal
dacd an woeendi tangentd,

CURBE Iv [Re

$ 7. Tangenta si normala

Raportdm planul la reperul natural g considerim curba «:J — R3,
==E=‘.l == {x{t)y wi1))-

P = aff) un punct regulat al curbei. Se stie (§2) ci dreapta eare

m:m prin P si are ca vector director pe 2°(f) s numeste {angenia la curba a

in 2. Deoarece sintem in plan, hiperplannl normal ge reduce la o dreaptd,

nuimitk wormala curbei.

7.1. Definifie. Dreapta care frece prin punciul rvepulal P o= afl) pi exte
pfi‘pmﬂimﬂuri pe'(t) se numeste normala curbei in punciul P (fig. 23).

ntr-un punct regulat fizat, P = (I}, tangenta gi normala la corbd
an respectiv ecuatiile :

2 — aft) _y — y(t)
#'(1) ¥'(1)

i (2 — a{))'(t) + (y — w0 ()= 0
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Dacd P = aft) este un punct singular de .
ordinul m, se gtie ci dreapta care trece prin P Wsrmala
si are ca vector director pe 2(1) g numeste tan-
genta curbei in punctul P (veri definitin 2.4),

figura 44, s E#";I!.t,!
7.2, Definifie. Fig P en at) un punct singular ]

de ordinul wm pewlrw curba «. Dreapla cars trece

grin punciul P gl este perpendiculard pe ™1 .

ge pumegte normale curbei in punctul I (Gig, 44). Fig. 4
intrun punet singular de ordinnl m, P = =),

tangenta si normala la ewrbd an  respectiv  ecuatiile

w=—mt) y—wlt) . i ) i
o g gi{x = (') + (y—y(t)y"={N=0.

9.3, Obserpofie. Segmentul de pe tangentd (normatl) determinat de punclul de pe curbi
#l de Interseciin acestel tangente (normale) ¢u O, sp Dumeste sequpird fangendd  (normold).
Profecila ncestul segment pe @r se numeste sublanpentd (rubnormald) (lig. 45).

g 8. Curbe definite prin ecuafii ecarteziene implicite

Curheles o pot fi introduse pornind de la fonefii diferengiabile de
tipul f: B* = R, (z, ¥) = fl2, v). Deoarece

of &f ]
Jf) = | =y ==
= [ dz' iy g
punctele critice ale functiei f (dacd cxistd!) se afli rezolvind sistemul :
i )
2z, =0, Lz =o.
b fy

Punectele in care cel putin uns dintre aceste derivate nu se anuleazd sing
puncte regulate.

Mulfimen l
€ = fe) = {{z, )|( ) & B fla,9) = o, -
¢ = lixat}
. . r
ge numegte wmelfime de wivel coustan! o zgan ?‘i —-
wmiulfime de eowafie carieriand  implicild O 5Nz
Jiz, y)=e. Pe scurt se serie O: flz, y) = o
Precizim cof in general ¢ contine atit
puncte regulate cit 5i puncte critice ale Ini f. PT-gegment tangents
Fio (&g ¥y € €. Mulfimea tuturor punc- P - segment normals’
telor din € a ciiror distantd fatd de (i, ¥,) 8T - subbangents
este mai micd decit un pumir ¢ >0 se N = submarmald
numegte vecindlate a lui (o, y,) In C. Flg. 4G
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6.1. Teoremd. Dacidosolutie (g, ¥,) a ecnatied

. £ flm, §) = ¢ este un punct regulat al aplicagiei
\\ : Ji stunei existdi o vecindtate a acsstul punct
in care ecuntin fix, ¥) = ¢ defineste o curbd
o simpli si regulatd (fig. 46).
i (Zpr b Demonstragie. Ipoteza of Pz, ¥,) este un
: 1',EIL SR punct regulat asigurid o, in F, cel putin una
_fi'_'_"}-_{:t‘ sr——= dintre derivatela EF-—, & nu sa anuleasd, Fie
yrly E 2z &y
e

-‘TI_I

%cP] # 0. Toorema funefiei implicite definits

Flg. 46 ¥ .
2 de o ecuntie de forma fie, y) = o aratd el existd

o veoinitate T o Jul @, in R 8 o funcjie diferentiabild 2 —» y(x) Astiel
ingit pentru orvice ze I &l avem

&f

BT e
_F{it-':!-l"[-l':l:!—ﬂa J'l'.'l.!_- ﬂ_,f
oy

Reznlth of porfiunes din @ din vecinitatea punetutui P este reprezoen-
4aih de grafioul Tonetiel o == p(z) sau da mrlimtiib & if = OO, 2(t) = (I, y{t)),
si deci aceastd portinne cste o curbd simpld si regulati.

In ipotezele teoremei 8.1 (functia f este regulatd in punctele lui C), O
cate o reuninne de arce sinple §i regulate in sensul definifiilor 1.2 g 2.1.

Dach flz, ¥) este un polinom de gradul », atuned curba © se numegts
curbd fﬁi‘bﬂaﬂ de ordinul n, In particular avem urmitoarele denumiri @
-cnrbe brice de ordinul unu (drepte), curbe algebrice de ordinuldoi
{eanice), ourbe algebrice de erdinnl trei {oudice), curbe algebrice de ordinul
patru (cuartics) ete.

8.2, Tangenta. Fie Plz, #,) un punct regulat al lui €. In baza definifiei
«din §2 i & teoremei 8.1, observiiin cif tangenta la ¢ In P are ecuajis
)
(2 — 2 Lty w0 + 0 — 90 L (w99 = 0,
dx &y

dar pormala are ecuatins

D—=Ty _ ¥—h

o of
Py (#gs W) P (@0s ¥a)

8.3. Observafii
1) In situatil concrete curba O poxte [l datd printe-o ecuatle $i prin mat multe Inecosfil
tn =,y (inecuafiile preclzeazi o anumitd porjluse din pan).

2) Reprezentarea cutbel C (8au a aped porflant dla ©) 1a forma wff) = (=ff); §{0). s= poata
Hace prin lnbermedinl teoremel 8,1 su prim artifizil de cabeul.
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3 Fle curbs = 1= m", ety w= {2, 0. In groneral trecerea de la reprepentares para-
metrled la feprezeniorea carfeziand explicilli &= poale fzce numal local. Intf-ndevir, dacd
=) o 0 atonel teofema fonefich inverse aratd ed In vecindisten lul 2 = i) resiriclia lub
r e off) ndmite invierss [ = l-l:.'l::l.

Asifel restflefls el gr= g{f} apare ca o fonclie compusd de Upul = gz}l

i} Tm general doed existd o funcibe [ oostfel fnelt

Fxifh plil) = & W IE K

alunch fi#, p} = ¢ este eenafla carfezland Emplicitd a earbel o) = (21} J)), 1E I,

E) Fle C:fiz, p} = ¢ o curbd regulatd. Gradientul 37 r-% i+ ? Jo definkt pe G, este:
x iy

un elmp wecloMnl normal ks O

8.4 Excmple.

1) Dyeapre, Eegalla cartesiani lmplicitd a unel drepte din plon este ax 4 bp 4+ ¢ = 0, iar
ecuafitle aale parametrice sdnt o= 3y 5 If, = gy 4+ mi, 1€ m.

2y Cercul, Cereul de razd ril cn cenfrul In (2, flarocoimiia carlegand Implicild {z—=— )" 4-
= (i — f)® = A, Ohigamit cercul ge repreeiald pela ccuatille paramelrbes = oy + Fega d, =
w gy ok Fo8lnd, CE [0, 25

F -]
3} Efipra are ecvaila cartesland Implcki {ﬁrlrl:lrll'lﬂ}-—u; 4'-?'—1 = 0. Es se poate

perumseirien In forma 3 = o cos f, § = b sind, 02 [0, 3n)
F
IMiperbola are ecnalis corferland fmpliclld (ranonich) -;'- ——:—:— =1 =0, Hamara dis

dreapta @ hiperbobel se poate reprezenta prin s =achf, p= bab & (E[R.
FParabslt are ecunlla carlegiond explicitd {ecanonic) :-1‘-, ¢ gcera ea &8 poale
2p

i
pafnmetriza In fofma :-T’-.ﬂ-r. G [&-

&9, Forma unei ecurhe in veecindtatea unwi punet al siu

Fie curba «: J — R" si P un ponet din =), Mulfimes toteror punctelor
din «(I} & ciror distanfd fafd de F este mai micd decit un numfir ¢ >0
ge numeste seefndiale a loi P in eff).

Fie & : I = [R® 0 curbdi din plan, ipotezd ¢care va fi subinteleass in cele ce
nrmenzd. Considerfim un punct particular Pé () ass ca afl) = P &i
cercetiim care este aspectul eurbei in vecinftatea Ini P. In particular
cercetim care este pozifia curbei in raport co tangenta in acest punct.

Pentru un & din veciniitatea Ini zero, punctul @ = a(f <+ k), { 4= be I,
este in vecindtatea punctulni P. De aceen putem fologi formula Taylor

T+ B =T 4+ 7 FO + 58O F oo [70 + T

e limz (#) w0, Evident, avemn PQ = a(t 4+ &) — &(f).
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Fig. 47

Vom face studinl wemfirind doud cazuri @ cazul in care F este un puned
regulat gi cazul in care P este singuior.

m) P este wn punel requlal,

Prin ipotezd in F avem «'{t) » ] &1 tangents in P esfe definitd de punctal
P g de vectorul &{1).

9,1, Presupunem ¢ %(f) gl &(t) determind o bazi in T,R* Formula
Taylor de ordinul doi di

o h# el h:_' e o
Fg =M{I}+—E—u {t) + - c(A), limeih) = 0.

Astfel pentru | b| suficient de mie, (h, %) eonstitnie eu aproximagie coor-

donatele vectoralui PQ fatd de baza Z'(1), (). Dack b trece prin zeros
atuncl prima coordonatd izi schimbd semnul, iar a4 dous gi-1 pistreazd.

Do aceas arenl se afli in semiplanul ce contine pe ="(f) 5 traversenzf
in F) dreapts detearminatd de P si de =™(f). Tinind cont ¢ dreapta deter-
minatd de P g1 2"(t) este tangenta la = in P, dedueem ed arcul are aspectul
din figura 47.

9.2, Presupunem i 3'(t) este coliniar en %) §i o &'(f) impround cu z"'(¢
constituie o bazd inT.RY Prinipotezd 3re | asa ca 2"(f) = re'(f). Astle
formula Taylor de ordinul trei di

7 e h!ﬁ hl_'_ s =
Pl [a + r“?}u () + 30 4 - T, LmE(B) = .

|
Pentru |k suficient de mic h +r12 ~ B, iar [n,%}?mumin en e

proximagie eoordonatele lui P in baza F(t), #(f). Dacd b trece prin zero,
atunci ambele coordonate izl sehimbd semnpul, De aeeen, la treceres prin
P, punctul ¢ traverseaxd i tangenta si dreapta definiti de Pgi &°'(1). Astfel,
in vecindtates Ini P, curba are aspectul din figara 48, isr P se numeste
pnat de  infleziune,

8.3. 88 generaliziim situatiile anterioare, Presupunem i derivatele de

ordinale 2.3, ... n — 1, sint coliniare en =°(f) iar 278 si (1) detarmingd
o bazd in TR
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Decarece ¥ k, 1 < k < n, 3r, € R a8n ca 21} = r,7'(t), formula Taylor
de ordinul = 4

e h] lhl—?l i . lil. ¥

P’Q""'(l +T|E+ +1".-|—[ﬂ_”—!]ﬂ[‘:|1'ﬂ—!

0+ 2 7,
nl

lime(h) = 0.

ot

Do aceen pentru || suficient de wmie, perechea {ﬁ, E;) realizeazii cu
"

aproximatie coordonatele Iui PQ in raport cu baza 2°(1), T=(1).

Rezultk ci in vecindtatea lni P avem: daci » este par, atunei curba
are aspectul din figura 47 ; dacl n este impar, stunei curba are aspectul
din figura 45.

T4 Ohservatll

1} Fle Pun punet regulat nl anel curbe = Dagd, Ia P toale derivatele de ordinele 3, 3,. ..
v o p R Et colinfare e Z {0 1n particntar daed teate sint aule, atuncl pu patem precita pozitla
curbel I mport cu famgents oo afuolorsl seestor derfvate. Tot ce pulem spune esle <3 In
veeindtates lol P abateres ewrbel de la tangenid este mich (lig. 28)

2) Forma vmel curbe ©: f{=, ) = ¢ In veclnftatea unial punct reguiat (T, g) cste datd de
forma graficsilal funciiel r—+ px) in veelnitates lul x,

b) P este un puncl singular
Prin ipotezd, in P avem (1) = 0.

9.5. Presupunem ci (1) si () determind o bazd in TR In acest caz
tangenta este determinatd de P gl de 270}, FPormula Taylor de ordinul
trel aratd ol

= R _ - e ., PR -
Wt B ? CR I E a1} =+ E e(h); lime(h) = O

i : Kt B3 D R
In vecinftatea Iui b =0, ::uplu!{‘—:l., ?] constituie cu  aproximadie

eooridonatele vectorului Pg. Prima coordonats % fiind pozifivi, arcul

aparfine semiplanului mirginit de dm:pta definitd de P s &) gl core
confine pe =) A dous mﬂr:luunﬁi% isi sohimbd semnul cind & trece

prin zero. Astfel, in P, arcul traversenzd tan-
genta, Be zice ¢l I este un punct de fnloarcers A
de prima spela (fig. 49). [

8.6. Presupunem of %"(f) este coliniar en
aU(8) gioedl () gl =) formeazd o bazd in
T.R* In ncest caz tangenta in P este definits
de P si de 2"{f). Deoareco prin ipotezfi Ire B
agn e T = rav{r), formula Tavlor de or- Fig. 49

e ——
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dinul padru di

e [al HE

4
Iy = £ 4 r E} () 4= EE =) 4

W o lim T8 =T
+£;{ ],ﬂ:;{]=u.

Mtiﬂ pontra | &| suficient de mie, perechen
T

Fig. 50 [-;-;—1 -:l-} reprezintid eu aproximatie coorilo-
natele lui P in raport eu baza 5(), EY(f). Deoarece, mmbele coordo-
nate sipt pozitive, curba trebuie 2f arate ca in fpura 50 (o ramurd
pentry & negativ, o ramurd pentrn b pozitiv). In acest eaz se spune cd
I eate un punet de infoarcers de gpefa o dowa.

0.7, Generalizind situaidile anterioare presupunemns of :
T = L. e EEI) = T, TN £ D,

D azemienes presu e, in P, derivatele de ordinul m 4= 1, m -2 ..,
coopm — 1 gint coliniare en E™(¢ far ™) impreund ow FCN  de-
termindi o bazd In TpR?®. Decarcce prin ipotezdsi, Vi m< k< n, 3r,e R
agh cik ) = ryon 2°Ni), formula Taylor de ordionl » di

PQ) es lﬁ: i Ar-1 1 ; .
P [Iﬂl +1"|{m+1:|! T n-l{n—l}j)?-}{q{' = [Z={1) + E(M)]s

imE(h) = 0.
L]

Pentru |[h| suficient de mic, (A—-'. _I.-1 ] constituie cu  aproximajie
m! u
coordonatele lui P in baza aleas de noi. De aceea pituntitle din prnctul

singular P se pot rexuma in tabelul

m | n | Forma eurbel
‘par | figura 47
| tmpar | figurn 48
lmpar | Higura 49
E | Tigara 50

Impar

par

35 Obrarvm il

1} Dacll o pirtin] sogular Poa slob indeplinite eondifille din 0.7, atunel ne putem preciza
eare exfe forma curbel Tn veclntatea scesbul ponel cu ajoberul derlvatelor (fg. %7, 28, 9L

Z) Fle curba C: fix, p) = & gl (2, )€ C wn punet critic al lul f 16 cate hesslana 1ol §f oo
eateidenticnule, Dael det &Pz g = 0, atuncl (5, poheste unponet inalat al carbsl g, 61, a):
dach det Bz ) < 0, atunel (Zppe) eMs un prmel dubla periru G (g 61, b
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/c— (]
e ]
(%) ; 2 _9;//’-_-

) 8 &)

Fig. 51
idacd def f{E, 1) = 0 atuncl (T, gy} este un pund de Infeareere pentro & (flg. B1, ), fetr-un
punct dubls saw da Inbeareere direciitle (I, mjale langentelor |2 © slob dote de

@y &
# 2L (2 ) + 2im
drt e axdy

F
(% g} + Ei':""""“

£ 10. Trasarea eurlelor plane

Fie o : [ -+ R af) = (z({), ¥(£)) 0 curbd pland. Pentro & desens imaginea
all) = R in raport cu axele de coordonate este necesar a4 se urmirenscs
urmitosrale probleme ;

10.1. Stabilives domeninlui de definitie I, precizares punectelor de
acomulare ce on aportin Iuk T si calenlul ltmlbe'iur lni ¢ = .r{:], i =r i)
in aceste puncte. Precizarea punctelor eritice (dack existd [)

10,2, Tnterseciii cu axele,

10.3. Se cercetensd dacd = este o curbd periodicd, adicd 3T =0,
aff 4+ T) = «(l), Wie I. Dacd = este periodics;, de periondsd T, atunci este
guficient si considerfim restrictia «: [0, T] -+ R~

Din faptul ¢l « este o curbil pericdici rezultd ci - 2(1), {— y(f)
sint periodice avind eventnal alte perioade decit «. Dacd {— 2(f) este
pﬂnl’.ﬂ%lﬂﬂ g are perioada Ty, — g(f) este periodicd $i are perioada T,

iar “1'" Ly @, atunei = este periodied §i are perionda T =g, = pT,.
2 i
Curbele date cartezian explicit prin ¥ = f{x) nm sint periodice decarcoe
m=1 nu este periodici I!:m.{i functia identitate. Dacit [ este periodicd,
atunei curba se dedoce prin translatie de-a lungal Ini Ox din porfinnes ei
construitd pentru o perionds o lui £

104, Se corcotenzd simetriile Iui 2(f). Dack ¥iel, 3¢ e I astfel incit

{1} -tfﬂ]' = 2(l), (') = —{t), (2} =(¥') = —a=(i), y{l ]' = (), (3) o(l') =
1), ¥t = —y[:j, (4) all’) = y(b), w() = x(f) etc. atunci curba

ﬂt& reﬁpwti'r' simotricd fatd de (1) axa O, (2) axa Oy, (3) origine, (4) prima
hisectonra ete. Be observih od sistemele (1), (2) gi (3) confin ca un caz parti-
eilar atudiul paritdtil gi imparitdtii fnoefiilor § = (i), | = ).

Delk 3re R astlel incit, Vie I, punctnl afr — 1) go deduce din =(f)
printr-o simetrie (in raport ¢u un punct san o dresptd), atunci resmltd

t' = r — I ceea oo eate echivalent eu %—-L—— Astfel ¢ &i &' sint simetrice
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in R fatd de % In acest caz trasfiim porfinnea din «(I) corespunziitoare
Iui In [72; eo) iar rezstul se completeazsd prin simetrie,
Dach u(v'];—) g deduce din =f) printr-o simelrie; aluned resultd i'=

m_lt' gan " = 1. In acest eaz trasim portiunes din =(I} corespunzitoars
Ini I {[—1; 0) U0 1]} iar restul se completeasd prin simetrie,

10.5. Stabilires punctelor regulate, Dinfre punciele regulate trebuie
precizate punctele de inflaxiune §i punctele in care 2, 0 = 2, 3,.. . gint
coliniari cu &

Stabilirea punctelor singulsre 5 a tangentelor in aceste puncte (eind
exiztd ). Dintre acestes trebuie precizate punctele de inflexiune, punctele
de intoarcere, punctele singulare de ordinul = in care &\ m =n -1,

# 4 2, ... sint coliniari cu & » 0 g punctele singulare in care T = O»
E<1.2...

10.6. Determinarea punctelor multipls gi a tangentalor in aceste puneta.
Dacs sistemul f # £, a(l) = o) 3hL) = ¥l este compatibil {deter-
minat san nedeterminat), atunci solufiile sale dan punctele multiple.
Dach sistemul este incompatibil, atunci curba are numai puncte simple.

10.7. Alcitoirea tabelului de variatie pentra functiile £ —» z(f),"t - y{t).

10.%. Stabiliren ramurilor infinite si o asimptobelor (daelk existi ).
Fotem intilnd situatiile :

1) }i_:':.::[tj = thoo, limy(f) = b In acest caz asimplota are eccuajin

Fealy
y=5b. Pentru a decide pozifia ramurii fat3 de azimptotd, din tabel se citeste
gemnul lui (i) — & in vecindtaten Ini §.

2) limz(f) = o, limy(t) = ghoo. In acest caz asimplota are ecusyin
E == E:‘._*I S

4) Ew{ﬂ = (oo, J-EEH.E'{H = gy,

Daci !i']..n'ﬂr ws 0, la.tu.nm (1, 0] eate directie asimptoficd. Corba oo
admits am'n;;{ﬂi-ﬁ (eamnurs parabolics).

= 0, atunci (0,1) este directie asimptotied. Curba nu ad-
mite nsh:;tgiﬁil (ramurd parabolicd).

Dagi ‘].En% =m, atunci (1, m) este directie asimptoticd. Dacd
lln:l.i,'_u,r{!] —_ ;11{1}1 w= g, atunci curba admite asimptota § = ma <= 5. Dacd
llm{y{:] = mx(l)) = foo, alunci curba nu admite ssimpiotd (ramurd pa-
mhumﬁ}

10.9 Exempiu
Curba de ecuatle £ 4 p¥ —3azp = 0, @ =0, se numeste foliul frl Descartes,
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&} 55 s gltenscd o roprezeniare paramelrich o curbed,

b} 54 =& consieubased aceasid eurbd.

Lolufie

a) Intersectfm eu dreapts o= 2. Inleenind inecanila curbel obflnem 2%z + Pz — Ja) =0,
Mal Inthi avem 2% = D, cera ce cotespanide prnctubul dubly (0, 0). Apol, pentru § ¢ —1, glslm

dar St

r B .
14 140

T -

b Pentro n construel cerba nvem e rezofval mal maolie probleme ;
1} Bomeniul de definifie. Simeleil, 5S¢ vede ¢ J€ (—oo, — U (=1, co) In pumsctels
doacumulare care na fac parie din domenlul de definitle trebufc 33 caloulio lmite, Astlel avem :

Hm (i} = (¥ e =(f)] = a5 m () m= = 0a
= [ | [

lim pify =0 Tim (1} = =g Limn (1} = gg.
| ——__1 iF=k =l

(hservim of G0, 0} este punct astmplotic atit pentru [ —» o eIt 58 pentry = = oo, Acest
punct e= confundi en punclul oldignukt §=— o,
Shlleml

e T mm———

1 == 1% I

Ba® Il

1417 14p

esle compatibll pedeterminat decarece esle satlsfieul pentrn orice ¢ g6 1 din relafla #° = 1.
Astlel curbe este simelricd fald & prima beecloafe. De noeea este saflzient sd construlm parfl-
unea (€ {— 1, Oju (0 1} laF restul & compictiim prin simetrie.
2) Puncle regulafe. Pumefe singnlzre. Avem
3 — Gar ,  Bof —— Satt

v
' mem———

(1 + PP {1 + Py

1 -
Dirl-'l"—ﬂ—f-i---.Il:luj;l‘-ﬂ-l-l-_--!ﬂ.l',h-!.ri. Apeasia  Insesmend ek foliul  Iwl

2
Descarted cile o t.'llu'l'_bi ecgulalil.
3 Pancle multiple.
Avind Ia vedere temnificafin lui § (panta el dreple), =+ = oo #l f —+ o5 dao ncelag] punet
{0, 0) pe curbd (punct asdmptofic) care eorcapumils Sntersec)lel curbel cia nza Oz = 0). Pe
de nlid parie § = 0 di pasctol {0, 0). Astfel origines cste punct dablu.

Sistgenal
b L
Sy Tafy
1+8 146
daff L0
L+] 148

aratd o nu mal avem s alte puncie mullipie.
Tangemtels In 0 0} sint axele Or 51 Og.



4) Tahelul de variajle pentro =(f) § (1)

—w =1 o ui’i’ ;E + e
= + + [ - -
% |y o “_w;“"npi_au‘;"f?k'ﬂ
;"_ — — o + 4+ 0 @ —
Fig. 52 A e \‘,mmiu"' u]h Eair-iuﬂ

5} Ramerl Infinlte, Asimphele

Pentru ¢ = —1 ¢ £ % — 1 avens ramurl infipite. Depsarece 1km ﬂr{ig'- == 1, reEulld &3
f===1
ambele ramurei Infinile admil direciia atimpletied (1, =1} Fe de altd parfe

-

1| 1) = Hem
m{;-[n o Py S

gt astfel avem aslimplola ul:l:lt'l p+x+a=i
6) Trovares curkef (Flg. 52)

g 11. Formule Frenet si elemente de teoria contaetului
Fie B:dJ -+ R B(#) = ((s), y{s)) 0 cwrbid eu viteza unu. Versorul
tangent este I‘{a} = B'(s) = (2"(s), ')}, iar versorul normal N(s) este definit
prin rotires loi T{a] ou w2 (fig. 53). Astfel, F{SJ = [—§'(8), 2'(8)).
Devarece (T, F) =1, rezultd (T, T) = 0 si decl T = (2", 1) vste
perpendicnlar pe T. Com avem & ¥ 1| T rezultd i T i ¥ sint coliniari.
Funcfin & == ks) definith prin ecuatin Frenet

T w kN
se numeste curbura lui B, Pentru curbele din plap, &{#) € B si semnoul sin

aratd cum se inecovoale BiJ).

11.1. Teoremi. Dach 5 J == RBY czle o corbd on vileza unu care are
curbura &, atanci avem :

a) Formulele Frenet: T* = k¥, ¥ =—1LT.
by i:u:lb, unde o este unghinl care dfi panin tangentei Ini B in
F]

punctul curent.
Dymonstrafie. a) Scriem pe 3 in forma
¥ = (2, DT 4+ (¥, F)N-

Giisim (N, M) =0 8i (N, F) = — (N, T) = — L.
by Folosim figura 54 si ﬂhﬂt'n atin off T=i cogs -+ "‘"—1/

< J sing, Flg. 53
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3 = ' d
Dhae ?":E.N ailied k=m‘Et
g as

¥ oA
112, Teoremdi. Curbura & determini pe & ab- 4
El:rﬂrl::ﬁ"i.;.'n ficind de pozifia =a in plan (de o izo-
metrie).
Demionstrafie. Tinind cont de teorema 11.1 ged
avem I:J'i.#"' 1" -
[}
¢
= = (#) 81 decig = g, -1—5;.'{-!}&.!, Py, B4

s
unde =, «ste unghinl pe carel foce tangenta la eurba cintatd in punetul
B = &y o axa Or, Pa de altd parte

i ,
= m OBy dy = gingp
e s

ai astiel

L= ur¢+5uuﬁ?ds, y=h+5ﬁnwh:
q

Ty

unide (o, ¥,) cste punctul corespunziior ni # = 1,
Constantele gq, 24, ¥, Du sint esentiale. Ele depind de alegerea axelor
do enordonate, XNo J:I.'Lf

& = S coshds, ¥ = S singds, ¢ = Si.'{a'}dl
"y oy iy
abzervim ol
{::! = I < ' cos, — ¥ KNS,
§ = i, 4= &' dinsy, + ¥ oosg,
gi deci o, determind o Foiufie, v (xg, §) determind o transladie.
Daed gy = 0, 1y == ¥; = 0, afubei punetul de la care se misoard absei-

gcle curbilingi coineide e origines coordonatelor, inr sensul tangented
in acest punct coincide cu sensal Ini G,

11.3. Teoremd, Dacl &(f) « (x(t), »{{}), te I este o curbd regulatd din
plan, afened ;
k _ liu'- -*l._m _ -I'y” U -:D" :
N {z'? 4 yrE)a

unde & este operatornl rotafici de unghi %, adiedi R(f, 1) = (—is &)

iar """ inseamnd derivats In raport cu 4. Fupetia —; I = {titel, K =
I

=0}-+ (0, oo) s numegte razd de curburd,
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Demensiratie. Avem ' = oT, R(&') = eR(T) = o¥, &” %i‘ +

+ ker¥ gi deci (", #E')) = ke
In §6 a fost definitii notiunea de ,contact de ordinul #” a dond curbe.

11.4. Teoremi. Curbele =, : ¥ = fi(x}, o, : % = f{x) an in punctul eomun
Myl g un contact de ordinul » dach gi nbumai dach

_f}'?'[.r.] i J"P]'{Eu]‘r Em bl umsW
AN m) o fi9(x,).

Demenstrajie. Curbele ; 5l =; an in M, un contact de ordinul n dach g
numai dacli ecustia fi(z) — fu(e) = 0 admite pe x, drept ridicing multi-
plé de ordinul s 4+ 1, adich dacd §i numnd daci

.I".t'“iﬁn:l "‘ﬁ”'l.-r&.’ =0, Fm=lyl,...; N
S ) — i Ny} v 0.

11.5. Teoremfi. Curbele oy :e =&ty vy =wf), C:fle,y) =0 an in
panctul comun regulat f, «» M(x,, v,) un contact de ordinnl » dach g
numai dach functia compusd  —» P[i) =« flx(t), (1)) saticface

Y =0, k=0,1, ..., 0, D) o 0.

Demonsirafic. Fiefﬂf{zn,yu} w 0. Atunei @ este reprezentatd infro
¥

vecinditate a Ini (z, y,) de arcul simplu si regulat « ;2 = 2, ¥ = y(x),
ca I. Restringind eventual pe I reparametrizim pe = prin & = =) s
glisim oy : & = x(l), ¥ = wla{l)) = w().
Deoarece Jlx(t), w{l)) = 0 czte o identitate intr-o vecindtate o loi £,
prin derivarve dedoncem jdentitiitile :
d dar 3 duy'™
® —_ - —_ — T H = [
(¢) (S5 +55)  fem um=o

in particular acesiea sint adeviirate pentrn | = I,
P&'&;punanl e o 80 o2y au in & Hylay, ) an contact de ordinul u,
T hI

dyin) _dtuin

{-*J df' ;l-r. a l.'“-t L

¥ klu”-rl:-aulﬂ,

)| L
=+l ity dips+ L
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f- i ey
= i .
! Curby osculefpzre Curba pscwlgtoare
el miisg AeZ, pried
Flg. 53 Fig, &6
Din {ws) si (o) rezultd ef functin @ - O = fot), yi1)) satisface
mgy— (292, @ dy\® .
(+24) oy = (£ 5+ =) et v L_r_ 0

IF=D 1 vy Hy
D) = [i dx .|_-{-I:="'-) ﬂa'[ﬂh !-f[*JJ'| * 0,

Reciproe, relatille (ess) gi (=) implicd pe (+¢), adied « |51. ap ol in fy e
a=+ M(ay ¥o) un contact de ordinul =,

11.6. Curbe ogeulatoare. Fie o, : @ = =(l), ¥ = y(t), t€ I o curbd fixatd
§1 @ if(3y ¥ 5 Oy Ogy o0 oy Byqy) = O 0 familie de curbe care depind de n 41
paramettd, unde JIg ratc o functie diferentiabil® de » + 3 variabile.

Se pune problema &} determinim din familin =, o curbd care s34 aibi
¢n &, intr-un punet dat, un contact de ordinul w, adicd u -1 punete
confundate. Aceastd curbdl g numeste cseulatoares curbei o).

Problems gisirii cnrbei oseulatoare se rezolvil prin inlocuirea lui m{1)
§i (1) in f, aplicaren teoremei 11.5 gi gisirea eclor n -1 necunosente a;
oot determingd eurba ozeulstosre. Dacd in punetul considerat curba objinuti
are cel putin un contact de ordinml » -1 en &, atunci ea 50 noumeste
supracscielaloare.

Deoarece eurbs osenlatoare a unei eurbe 2, este de fapt pozitis lmitd
2 unei curbe din familia 2. care trece prin # 41 puncte ale lui o, stunei
cind aceste puncte tind de-a lungul lui o, clitre punetul dat inifial, petem
afirms cd :

) daci # == 2k -1, atunel curboe opculptoare nu traverseazd pe oy
in punctul M, (fig. 55),

b} daed = 2%, atuneci curba osculatoars traverseazd po o in punctal M,
(fig. 56).

11.7. Exemiple

1} Dreptele din plam oz = by < ¢ = 0} formeazi o familie de corbe cu dol parametr] esen-
thali, De acees, lifind datd o curbd @ s poate deterniing, intr-unul din punctele sale, o dreaptd
asculatoare (combacl ordinul 1 ~3 puncfe confumlnie) care iﬂ“
este de fnpt fangendm la curbd (fig. 57 o punctele siagalars s, T3E
nlo Inf & cdreapta @Al eile supraosculnloare.

) Cereurile dla plan (T — 50 £ {8 — p)P = & s
(T— % — A? = 0 lormenzt o famibic de enrbo en trel paramselrd
esenbiali (coordonnlele cemirulul &i ram). Flind datd o curhd
afl) = (2{f), (7)) 5t un punet pe ea %o Peate delefmilna un are
aiciidofer  (contmel  ordinul T d pumcte  confundafel Flg. 57
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Pentrn  determinares  aeesiol  eere ne folesim  de  teorema 1150 Asile]l  impimem
seooiEille ¢

(&—T0— R =0
(B E—E) =0
[ E—e + al=0,

Eeuatia din mijloc d5 7 = I 1._"}. ande N atle elmpiil nodmal tnitar, ar oitima ceuafin
1

limplle & om — , unde F este curbura lol o. Evident, trebole lnpash condijia & o 0 In panctul
i

5 1l = =
comsbderat. Central eerculul osculator © = T 4+ — N 2= afil pe N 5l S0 nismeple eendre de
&

1
curkard, Fam cereulul psculator R = — s pbfine din prima ecmalle 3l 3¢ numefle Fodu
1kl
dr curdnrd o hel @, Cergul osculator se mal numegte §l core de cardard (fig. 55).
Explieit, pentrul cercalul otculntor edle dat de

L] P ]
:.—:—p'—#-li—-L. .l,.-.y-g-:‘.i,
=|H_.-r_1r|-rl r'pl-l B Il.lili

IafF rary aa esle

Fw VR
tf’u_!nilrll

= 1 =
Carcha v == % 4 — N, core esfe de fapd locil geomelric al cenirelar de carburd ale ful &,
E

¢ namejle erodife gam desfdpiirafa lul o

3y Fle o curbf o ¢ un punct pe aceasti carbi. In acest punct se poate determina o para-
bold csculafoate core s atbd cu @ un contact de ordingl trel; o elipsd sanu hiperbold oscula-
foare care af &bkl cm = up conifnet de ordioul patro ete

Fie {(a) o familie de eurbe din plan reprezentati prin ecuatia fiz, ¥ ; a) =
= 0, unda f ezte o fonetie diferengiabild in raport en cele trei argnmente.

11.8. Definifie. O curbd = : I — R?, z(a) = {z{a), y{a)) ¢ numeste {nfd-
surdtoarea familici (a) dacd satisface condifiite:

1) YPe ofl) s poate indion o ourbd unicd a fomiliei care #d conjind
enctul P ea punct regulal gi care o3 aibd in P un conlact de ordinuin 2 1
on aff).

) ¥owrba din familia (o), evistd un punct requlat P, al sdu care ad apar-

find pi Md =(T) 24 Tn core cole doud

Familia (2) enrbe d ol wn contact de erdinul
n=l,

3) Niei o cwrbd a familiei (a)

% e nu aibd wn are comun e «(I),

Cu alte cuvinte infizuritoaren

este eurba 1a care sint tangente

Flg, & Fly. 19 curbele din famnilin (a) (fig. 59).
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11.9. Teoremii. Infisuritoarea familiei (o) este inclusd in curba definita.

prin :
fioyg;a)=10
o (2, y; a)=0,
da

Demonsiraie. Prin ipotezd flzla), wla);a) = 0, ¥Ya. Derivind rexultd.

; of ds . ofdy . af i
{dentitates L 92 o A dY . & _ o saviem conditia es in punctele
o gz da +Eyﬂ¢ +a¢ o e .

i i if -E'—r iai d;ﬂ " 'i'E)
comune gl avem aceeasi tangentd adied vectorii {E‘m' E-y] gi [{h; Ia

&h fie perpendiculari,
df dz | &f dy
e T . S
doda &y da

Din ultimele doud relatii gisim
&
T 2,930 =0,
i

ceen ce trebuia demonztrat.
1000, Exemplo. 55 se determime infdfurdtoarea curbelor

fiz,pid)= (g—aff —(z—c*P =0

Solufte. Alelluim slitemmul

fingia)mg—af—(z—d =0
ar

~a—{=.r:=}- — 2y — &) + bz — &P = 0,
i

care eotduee In P — 2 =0 8

et 41 2T7ab+ 1
c{n:l-{ + 3 ]-

’
Bt 274"

Otsservim Insh of pusctole penteu cafe g* — = = 0 8ot puncle crilbes penfsi familia (o) adick

i,
puncte In care avem f=0, i =0, E = [, I peeen numal eofba & edte Infdsurfitoarea

iz iy
fansiilel {a).

g12. Corbe plane in coordonunie polare
12.1. Presupunem ci planul Oy a fost raportat la un reper polar si
ol puncinluf {x, ¥) §i corespunde punetul (g, 8). In aceastd ipotesd, o cwrlyl
pland mai poate fi dati st prin ecwafio polerd, p = f{0).
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12.2. Fie (g, 0) un punct al nnei curbe date,
diferit de pol. Unghinl ¥ dintre tangenta in
goeat punct s raes vecloare corespunzitoare

este dat detg V = -% . Dacd considerdim un

reper  cartezian a.di::ra.l;.: OX este Pe Taza
visctoare corespubzitoare punctului {g, B) iar
(Y este perpendienlari pe OX astfel incit XO ¥
s fie un reper orientat positiv, atunci tangenta
gi normala in (g, 0) an respectiv ecuafiile (fig. 60)

Y=t —p si E¥+X—p=0,
= [

e s
Noamerele reale OT o= L_ gl ON = p' 58 pu-

P
mese sullangentd polard 31 respectiv subnormala

polard (fig. 60).

- Daed curba consideratd trece prin pol, atunc

¢ = tapgenta in pol face cu Ox unghinl @ care
Fig. 61 amleazil pe p = f{#).

12.3. Punctale multiple ale upei curbe date prin p == {0} 3¢ gisesc
rezolvind ecupfiile

A9 =fi0y 4-2k=), fIO) = —f(0 += +2km), kel
12.4. Alura curbef se stabilegte oo ajutornl semnulni eurburii

R ot o Shoed |
(5" + g

Pentrie & = 0 corezpiind puncte in vecindtates cdrora curba go ineovodie
in sens opus polului, pentra & < 0 corespund puncte in vecindtates carors
curba se incovoaie ciitre pol, iar pentru & = 0 obfinem de obicei puncte
de inflexiune,

12.5. Valorile Iui 0 pentrn care limita Ini p = f{B) este infinitd, dan
directiile asimptotice. Fie 0, o direefie asimptoticd. Notim d =
=¢“T sin (0 — ;). Dack d cate finit, atunci curba admite o asimptotd

& ofirei ordonetd la origine este di{fig. 61). Dacd d = oo, slunci enrba are o
ramurd parabolicd.

CURNE ¥ [R®
#13. Tangenia si planul nermal
EBaportdm spafiul la reperul natural si considerfim curba =:1 -+ R?,
w(f) == (x(t), 9{t), =(1)).

rl;s'u;bal& din spafin se fmpart in doundl categorii: cwrbe plane i curbe
girade,
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0 corbd din spafiu 50 numegte curbd pland dacd Yie I, Ja, b, o, de R
astfel ca ax(t) + by{t) + ex(l) + d = 0.

Fig F == zil) on punct regulat al carbed. Se gbie (§2) e dreapta eare
trece prin P #i are ea vector director pe &°(f) este tangentd la curba = in P.

V1. Definifie. Planul care trece prin P gi are drepl vector normal pe 2*(i)
#e numegle plan normal la curba = in P (fig. 62).

lutr-un punct regulat fixat, P = aff), tangenta si plannl normal au
respeciiv ecuntiile :

z—afl) ¥—wi) =—2zl) har

— — w{t))='(t) + (y — y{y(t) +

peren v oo { by — wlth o
(5 — 2{l])2"(f) = D,

Dach I' = a{f) este un punct singilar de ordinul m, se glie cd dreapta
cate trece prin P gi are ca vector director pe x™\t) cste fangents curbei
in punctul P.

1.2, Definifie. Planulcare trece prin P gi are drepl vector normal pe 2t}
#e numegle plan normal la curba = in P (fig. 63).

Intr-un punet singalar de ordinul m, tangenta i planul normal la curbi
an respectiv eouatiile ;
a—aff) y—wl) -0 im (e
———ms——=—= i (r— o))" + (¥ — () 1) ==

el N G UL UR R DU

+ {2 —2(f))2"N1) = 0.

& 14, Curbe definite prin cenalii earteziene implicite

Curbele din ®* mai Eﬂt fi introduse §i pornind de la functii diferentiabile
de tipul F = (f, g}:R" -+ R* Fiz, ¥, 2) = (fl, % )y 8z, ¥, 2)) Decarece

ar of of
dz 0y ¢z
J(F) =
= \eg 20 20 |
dx dy o
punectele eritice ale Ini F se aflf rezolvind sistemul
Difig) _o DUO _, DULE _

Diy,z) = Dis,z) = Dir,yz)

13 = ¢, I a 193



Ponctele in care cel pujin unul din acesti determinanti este diferit de
zero sint puncte regulate. Mulfimes

0= F‘_I{ﬂ} b] - {{I: b :J il:'.I', L 1 315 RJ'I' ..HT: ¥ *'.:l = 5":-1!! L :.] - E’}:

s8¢ numeste wulfime de ecnafii carfesiene implicite flz, ¥ 2) = 0, glx; §, 2) ==

Multimen O este de fapt intersectia s dond multimi de nivel constanid.
Ea peate 38 conting atit puncte regalate ot s puncte crifice ale lui F.

Fie (24 ¥y 5p) € €. Multimen futuror punetelor din € a ciror distanid
fatd de (o, vy, =) este mai mick deeit nn numir ¢ > 0 0 numests vacind-
tete o lui (2, ¥, 7,) in C.

14.1. Teoremd. Dach (&5 v o) este un punet regulat din O atunck
existd o vecindtate o aecestui punct in care ecaatiile

Nl 4, 2) =a, §l&,9,2)=0"0

definese o curbd simpld g regalats.

Deémonstrafic. Deonrere ecuatiile flx, ¥, 2) = a, gia, v 2) = b reprezinti
respectiv multimi de nivel constant diferite, muljimes € apare ea fiind
intersecfia acestor muliimi.

In ipoteza ]E{ILH% (#gs Wgo Tp) # 0, teorenn functillor implieite asigurd

¥y 2
il sistemul ﬂ;:,ry,::] = @, 7z, ¥, 2} = & defineste doufi fanetii @ —Jwiz),
& — 2{x), in vecindtatea T a punetolui &, pentra cane

D f, 91 Dif, 9}
dy _Din,a) de Dizyy) |
de  Dif,g)  dr  Difg)

Dy, =) Ny, £}

Astfel porfiunes din © din jural punctului (2 v 56 poate i gindith
in mai multe moduri (fig. 64) :

= interseciia a doud suprafefe eilin-
drice {vezi Cap. 3),

— geaficul aplicatiei h: I - R3
Mz) = (wiz)y z(x))y

— imaginen Ini T prin aplicatis
arx =1, g= i) ¥=2z(). De nceen
aceastd porfiune este o curbd simpld i

1latd.

n ipotezele teoremei 14,1, mulfimea O
eate reuniunes imaginilor unor curbe
simple §i regulate, numindw-se curld de
ecuafii carleziens implivite flz, v, 2) =
oy gl W 2) e b, Acenstd denumire
s pistreazd uneori chinr dack © contine
#1 punéte eritice.
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Diaed f # g sint polinoame, stunei © 26 numegie clirkd algebriod,

14.2, Tangenta. Fie Plry, ¥ =) un punet regulat al lui C. fn baza
definifiei din §2 si a teoremei 14.1 deducem edi tangenta la Oin I are
ecuatiile

& — Xy ¥ —=Hy T

i,y  Dif.g)  THLO)
Dy zg)  IHzg @) Diaudy)

De aceea planul normal corespunzitor are ecualis

(r— ) e8] oy — gy D) g DD

D¥as =250 l INzgs 25) Dxg, ¥y

143 Obhaervn fil
1) D sluatii concrete curba © poate 0 dats prin doud ecuafil 81 pris mal mulle inecualii
v = g £ (laccuatile precizeazd o amun:ld porflone din spafiua).

2} Feprezentarca corbel © (s g uncl porfioni din C) En Torma aff) = (S 9tk =000
s poate face prin Inlermedivl tesremei 14,1 sau prén arfilbedl e calewl.

3) Fie o curbd din spatly dats in forma o) = (200 Bk 2000, Daci ponlra § = f avem
#'ifeh o8 0, atuncl testcma funcliel Inverse permite i sponem ed funelia r© = &(f) are knversa
{m I{x) In veelafifaten lul 0. Astfel p= ), == ofj) apar ca funclli compuse sag pe scurl
ca funcili de ilpul

¥ o= W2
e kil

5l decl. in vecinfilatea punciuiul ales, curba apare @ intersecic a dowd suprafete ellindrice,
4) In gemernl, dacil existh o funcile F o= {f, g): [RY— [R*® astfel inclt

10, pin, o) = o pxteh pli, )= b, VEEL

stomel fir po o= 2 gz, po2) o= boalnl ecuallile cartetlene Imiplicite ale carbel &(f) = {2,
g, =M, (e I
B Fle Cofis,gh 2 e o pix g,z) == b o curhd regulatd, Gradientl

e He e = W
'a'ﬁ' a-l 4 dx ﬂi'J'h

celinild pe £, sint cimpurl nermale la © (Excreijia 1),

14.4. Exemple
1} Dreapea, Femaflile carteziene implicite ale unel dreple din spatiu (ifersectie de plane)
sint

D:{n'.:-i-.ﬁﬂ-!-ﬁ=+d'|-ﬂ l‘ll"![.l by ﬁ]ﬂi‘.
Ay o by o g2 ok iy = D gy by g

lar counflile parametries dinl s 3w g+ 0 g+ m, o= 54 6l T8 R,
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2} Crrenal, De obleel un cere din gpatiu oste privit ea fiind interseclia dintre o aferd ol un
plan :

E{::-x.:uw PP+ (t = = -n" r==.+bm*r:--!-iliﬂ

er L by Ltz L dm Vot + 00 4
3} Lonicele. In general, interseetia dintee un plan 3 o cuadrici este o conlel tn spatiu ; astfl

=i Nz =0
et g teEtd= i,

aads .f{-;l.'., i £p cste un polimom de gradul dal.

g 15. Formule Frenet pentrn eurbe en viteza unu

Initial vomn face citeva obzervatii in legitur® eu stedinl formei onei
curbe din spajin in vecindtatea unui punct al siu, studin carve se face in
aeelazi mod en la carbele plane, Precizdim ¢f in acest caz, figurile 45 =0
ne don formg proiectiel eurbel (in general projectie oblied) pe planul de-
terminat de cele doud derivate pecoliniare,

O mai bund aproximare a formei unei eorbe din spatin se poate objine
utilizingd trei derivate linir independente. Do exempln, presupunem o
P este un punct vegulat s e ='({), ="(f), 2'"{{) determini o bazit in TR
Utilizind formuls Tavlor de ordinal irei

1 :
+ZE £ E + I, Im T <,

$  §3
ajungem la coneluzia el penta [h] suficient de mie 11'iplel.ul(h, %, h—]
]
dit cu aproximatie coordonatele lui PO in baza aleasd. Cind & trece nrin
oo prima si ultima coordonatd izi sehimbi i||=mm|1r iar cea din mijloc
E—I—i‘!}'.mtrn?ﬁ Astfel, in vecindtatealni P, arculze afld in acelasi semispajin
(1), traverseaz pe &"(1), 5|1} &i plann) determinat de P, 5°(1) si &"(1)

Iillg 63},

Planul determinat de P, 2°(f) si Z''(t) se numeste plen cscubator.

Agtfel, in vecindtates lul P, eorba considerstd are o abaters de la tan-
gentd (curbare) 5i 0 abatere de la planul esculator (forsionars).

Neo propubem 8 gisim elementele mate-
matice care misoard curbarea si torsionarea
unei curbe regulate din @

15.1, Fie §:J -+ R* 0 eurbd cu viteza nnu,
adich 1Bl =1, ¥ aeJ. Cimpul T = 3" 50
numeste ta_ljlp_lﬂﬂgrni i itar ulp lui . Deri-
vind pe (B'y B) =1 deducem [ﬂ'”r pl=10
g deci = B, B” LE. Dupd rationa
mentul ficut in §9, curba B e incovonie
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In acelasi sens on T u B”. Pe miisuri ca | E"II
eregte, ineovoicren lui B ereste. In neest fol T =
= " controleazd curbarea lui B, iar lungimea Ini
T di o misurd numericd & acestei curbiri. De
Mfﬁ g numeste cimp eurburd, iar funefia

koo = [Dy00) kiz) = ||-i'"[aj;:, se mummeste ourbira
lui § (fig. 686).

Presupunem & = 0. In aceastd ipotezd cimpul
veetorial N = Lk T 58 numeste oimpul norpal prineipal al lui §. Cimpul N

ﬁfi:;ﬁ'}

indici in ficcare punct sensul in care se curbeazi . Evident Tis) s
N(s) determind planul csculator al curbei B, Pentru controlul abaterii
curbei de la planul osculator {(fersionare) in vecindtates punctului Bz) =ze
utilizenzd versorul normal al acestui plan. De aceea 2o introduce eimpul
unitar B = T x N care se numegte cimp binormal pe B.

Evident cimpurile vectoriale T, ¥, It definite pe 5 sint ortonormate.
Ansamblul _i;'} N, B pearti numele de eimped reperului Frenel pe B, far
ansamblul Tis), Nz}, Big) se numeste reper Frened atazat punetulnl Bz}
de pe eurbd,

Acest reper determind un triedru Frenet (mobil) ale ciroi muehii se
numere respectiv : tangente, normala principald 51 binormala.

Plancle de coordonate ale acestui fricdrm se numese respectiv plom
HUr N F,J.ll'mt reetificant gi plan osculator (fig. 67).

Folosiren cimpulal reperilul Frenet in studiod uwner ewrbe regulate g
dd mai mulie informatii despre curbdg decit ar da folozsirea orickrni alt
cimp de repere. Ideea de bark eare pune in evidentd ntilitatens acestw
cimp de repere consti in posibilitatea exprimirii derivatelor T, N7, B' en
ajutorul Jui T, ¥, B. Stim of T° = LN, 80 ariitim ¢k B’ este coliniar
cu N, Pentru aceasts este suficient &4 dovedim cf (I, B) = 05 (B 5"} ek
= (. Prima relatie este adeviirati decarece Bis) exto un versor. Pentru a
dem onstra o doup relatie derivim pe (B, T') = 0 g gisim

:_f{lb-i-:' -+ {E- fJ] =} :;Eu I:EI1 i-] = ----IlFa"1 I‘.‘i] =0,
Functia reald =:.Jf = R definitd prin

ﬁl =% —l':it

R mmeste fersivmes curbel (zemnul minos &te
pus prin conventie). <{#) poate fi on nomar
negativ, nul san pozitiv. Ulterior vom aritas
madul in care + mizosrd abateres enrbel 8 de Ia
planul =fin osenlator.

B8 exprimdm acum pe f’, in raport cun
T N, B. Avem

¥ ow (3 DT + (3 5F +(F, BB
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Decarece: Ni(#) este un versor rezultd ci (N, ¥) = 0. Pentru evaluarea
tui (N, T) g1 (3", B) pornim de la (F, F) = 0 5i (F, B) =0 pe care le
derivim in raport en s Gigim

{FI* fj' = "':fr fr:l o _Li-TJjI-F}= —k,
ffirﬁ.’= —[:‘l‘, E}-.—— —tj?p _:EE'} .

Astipl s demonstrat @

15.2. Teoremit { formulels Frenet), Dael f:J = R e2te o curbd cu viteza
unu, en curburs & =0 31 cu torsiunes 5, atunei

f" = I!Ji-'
L Y -B
Ei = == ':J.?-.

15.3. Aproximarca Frenel, Ne propanem 2i didm acum o aproximare
@ unei curbe B in vecindtatea unui punet al sdu si en ajutornl acestei a %
ximfri 58 ardtdm in ce mod curbura si torginnes influentenzd forma cn
Pentry aceasta pornim de In aproximores Taylor

i r § == " 1 - = FRE
= BO) + = o) - = 3oy + S E
Bla) = B0) T B (0) T 3" : B0}

pe care o voul exprimis ou ajutoral reperulni Frenet in punctul considerat,
Avem

oy =F, B0 =x5¥,
Pe de alti parte
il

b e kf‘ _—__:'_I.: —"-jf_itl
) (k) T ¥

gi fologind formola [ni Freoet pentra N Edsim

- 1k

B(0) = = BT+ 01F, + kovobie

- Inlocnind in aproximarea Taylor si refinind

#: numai parten principald in fiseane componentd
(puterile cele mai miei ale ni #) objinem

&
Bis) ~ B0) + T, +:f,.*_‘1:r,+;-n.__L B.
Notind Pﬂﬂ" dreaptd cu F(s) objinem o

eurbd v :o - R? numitid aprovimarea Frenet a
lui 2 in vecinditaten lui s = 0 (fig. 68). Precizim




cii f are aproximdri Frenet diferite in puncte diferite. Dacl & = 0 este
inlocuit printr-un punct arbittar 8 = &, atunei in expresiile anterioare &
pe Inlocuicste ou & — &

S4 examinim aproximarea Frepet dati anterior. Primul termen in
expresia Iui ¥(#) este chiar punctul B{0). Primii doi termeni dau tangenta
Iui § in B0):

.:-pE-[Dj +i§"'.,.

Accasta este cea mai bund apropimare liniord a [ui 3 in vecindtates Ini
B0, Primii trel termeni dau parabola

T,

= #2
o+ B0) +afy + 47

cara este cex mai bund aprogimare Elﬁ-l'rﬂ-ﬁ-[‘ﬂ a i B in vecindtotea lai B0O).
Obzerviim ¢3 aceastd paraboll se aflid in planul osenlator al loi 8 in punetul

B(0), ure aceensi formd ca si parabola y = i',!j;::liﬂ planul =0y si este

complet determinatii prin curbura k. Astfel by, mizoark abaterea curbed

de la tangenta in 2{0) in sensul lni &, :
In final, torsiunea =, care apare in ultimul 3i eel mai mic termen al
lui %, controleazi abaterea lni § de la planul siin osculator, in B0}, in

directia lui F,.

& 16. Formule Frenet pentru eurhe eu viteza arbitrard

16.1. Fie =: I = R t = =), o curbd regulatd care nu are viteza une
gi 2:J = RY #-+ B(s), reprezentaren sa normabl. Dacl s:1 — J este
abetizn corbilinie, atunci

Yiel, xit) = Bla{).

Daeck ks >0, =5, T, :‘?a sl E. sint elementele Frenet pentru B, atunck
pentrn = definim :
— funetis corburk: &k = kge s,
= funetia torsiune: = o4,
— cimpul tangent unitar :'[.'if|I = Fyen,
— cimpul normal prineipal : & = N3,
— cimpul binormal: B = Fyes
§1 astfel obfinem elementele Frenet pentm
o cwrbd cu vitexa arbitrard (fig, 69),

16.2, Lemé. (Formulele Frenel penire o e
cibd oo vilera arkitrard). Dacdh a2 I — R*®
e3te o curbd regubntd on viteza o 31 k> 0, o T
atunci
i.“ Sl Ir_‘f
Nr— —keT +ﬂ'j:‘-. ¢ 3]
Ei = —_.["..ﬁ Flg. 63
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Dymonsirafie. Fie 3 reprezentares normali o lui a. Prin definifie f{l} =
s Tg[a{l_l}, te I, i prin derivare gisim

Pl1) = (0 Ta0e(0)).
Fe de alth parte teorema 15.2 di
Tifs) == kss) Nals).
Inlocuind pe 2 cu (1) si revenind la T1) deducem

T'(t) = #'(t) ksl (1)) Nis(t)) = vt) kit) Fa).
Calalalte formule se demonstreazd analog,
B exprimim acum eimpul vitezd si elmpul accelerafie in raport cu
T.¥si B
16.3. Lemi. Dacd & este o curbd regalatd cn viteza o, atunei cimpurile
vitezd i acceleratic ale lui = gint date de

Pyl §m P el
i
Dymonsirafie. Deoarece % = :Tm Eisim

() =) Bial)) = nit) Tyla(e)) = vit) T1).

O nond derivare di (fig. 70)
" = ﬂ—t? T -5 1T = ﬂ—#' 7 - k2N,

Formula eare di acceleratin este mai complicatd decit formuls care Jd&
viteza. Prin definitie " este variatin vitezel &' in unitates de timp g in
general ge sohimba atit lungimea lui =° cit si direcfia.

Componenta tangenfiali ?-5 T o lui & indicid variatia lungimii lui &°,

iar componenta normald Fe*N indicd variatia divectied lui &' )
Ne propunem acum s3 dim formulele explicite penfru determinarea
clementelor Frenet.

16.4. Teoremid. Dacdi =: J - R esta
o cnrbd regulatd, atunei

.

] = =
f:rllﬁ, N m B ox T,
B
=—aad |

B
NE" xE"

l &-r H E“ |= [El x 'i"u !r Ehl.lj
= m—— Bl —r—————————
= =" xa”|®
unde ,,’ " insenmni derivata in raport ou .

3
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Demonstratie. Deoarece ¢ = '] = 0, formula T o —_—f:.- eate echiva-

el
lentd en &° = o7
Fologind lema anterioard glisim

VR T T
Decarece || B =1, & = 0 si v=0; obtinem
ket = 2" x 3"

Aceastd relafie aratd i pentru curbele regulate conditia k > 0 este echi-
valentd en [[E = 2| = 0. De aceen, pentru & = 0, veclorii 2° si =7 sint
liniar independenti g determind planul osculator in fiecare punet, oa i
T & N. Rezultda

el

E_E":-dE" _ ExE"
ke® [l&* = &“H

Pentrn obfinerea produsnloi (&' = &", 2"") este suficient s8 exprimim
pe &' cn ajutornl Ini T, N, B. Avem

= (% T —|—kﬂ‘f]r = kel + ...

Ceilalti termeni o ne intereseazdl deparece :E, T‘] - ], fE‘, _¥:| = i),
Reznltd

(B x & &") = ki
si deoarece |7 x & || = bo', glsim formula pentrn -

165 Observalie Din punciul de vedere ol cnleululul csie sullelent s folosim acecasi

literd = abil pemtru cerba dald Enifial ¢l gl peotru reprezeptaren el normald §f anabog aceleasd
natafil pestro elementels Fromet.

17, Aplieagii ale formulelor Frenet

In baza rezultatelor din § 15 si § 16 cste suficient =i facem rajionamente
numad peatru eurbele en viteza una (in loe de curbe regulate) si preferim
aeeete rationamente decarece sint mal simple,

17.1. Teoremd. O curbd cu viteen nnn f:o = R? cste o parte a unc
drepte dacd 5i numai dacd k = 0.

Demonstragie. Devarere kig) = ||T§"fa] [l relatin &k »= 0 este ochivalenmtd
en BU(E) w0, Veed.

17.2. Teoremit. Fie p:J = R® o curbd eu viteza unu pentrn care
kE =0. B este o curbd pland dacll g nunad dacl < = 0.
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5ist Demonstrajie. Fielplanul (F — 7, E_]I = 0.
e g =e afli in acest plan, stunci (3 —
= Fo ) = 0, Derivind, obtinem

H"'-‘.‘.-'-""h. - -
[T 1 |

=
I

(B, a8)=(F"a) =0

Rezultd ci @ este perpendicular pe T = B gi
i
N = B, Asttel

; JRAL
i
adich B =0 si deci © = 0. .
Invers, presupunem <t == 0. Din teorema 152 rezultd B = 0 si deci
E = a,. Vom arfita off B se aflil in planunl care trece prin B(0) gi este per-
pendicular pe B {fig. T1). Pentru acessts considerim funegia

f:d = R, fis) = (Bls) — B(0), B).

A-.rcm:—f = (B, B)ms 0 si deci f(s) = const. Cum f{0) = 0, gisim
5
(#) = 0. Asztfal
(Bis) — B{0), B) = 0, ¥a.
17.3. Teoremi. Fie 5:J — R? 0 curbd cu viteza unu care are curbura
E =0 g torginnen <, § este o parte o uoni cerc de razd —;— dacd gi numai

dach & = const. &1 T =10,
Demonstratic. Fie = =0, adicd § o ourbd pland. Considerim curba

7 - E’-q-%f-‘: Glisim F = B - -i— =7 +-1_— (—kT) = 0. Astfel curba 3
e reduce lo un punet, sdied

Veeld, s +%5;{a} e O i deci || B(s) — Ol .=”-.%f.*

-4

Rezultd e 3 se afld pe cercul cu centrul in @ 2 de rm-.i.—:: {fhig. 72}

Invers, fie § o parte o unui cerc de razil r. Deoarece
oercnl este o ourbd pland avem f{g) = ¢ — rffs]l i
=10. De aici 5i din teorems 15.2 rezultd 59z = Tiar
= —r.:'_i"{a} = rkTis), adick 7k = lean k = X, 55!
r
fn continuare ne vom ocupa de elici cilindrice.

17.4. Defimigie. O onrbid regulatd a2 T - R, 1= all)
al odrwi veclor tangent wnitar T(t) face in fiscare Fig. T2
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puenct s waghi congtant ci wn versor dat 5, adicd
{T(t), W)=cos 0, ¥ e I, te memeste elice eilindricd,

Conditis impusi nu este afectatd de repars-
metrizgare. e feesk e voin ocpa o elicea ci-
limdricsk 5:of == R? care are viteza unu,

Fic B o curbd en viteza unu pentrm eare
(F, 7)) = cosh, Luind pe %0) drept origine, o)
functin h(s) = (Bls) — 300), ¥) aratd cum se ri- LFle- T
dici B{#) in directin lui % (fig. 735). Po de alti parte

ﬂEj"l =3, 5) = (B, 5) = s 0
&

51 astfel
h#) = & cosfl,

Dacd prin ficeare punet al lni & ducem o dreaptd paraleld cu W, atunci
obtinem o suprafatd cilindricd pe care se afld B Considerentele de mai sus
aratil o pentra orice ekice eilindricd & existd o eurbd - astiel incit

B#) = F(e) - #cos 07,

unde abscisa curbilinie # este mdsuratd, de exemply, de ks zero. Curba vy
se numeste curba secfivaii franacersale o guprafelei cilindrice pe care se afli
B. Ea ge afld in planul determinat de punctn] 300 31 de vectorul normal
W (fig. 74). e asemenea, dacd curbura lui B este &, atunei un ealonl simplu

aratd ci functia curburd a lui ¢ este i

gin® O
17.5. Observafie Pentry o parnmetrizare arbilrati avem
B0 = T + () con BT,
unde s = 5(f) este gbscita curbilinle.

17.6. Teoremi. Fie f:f - R o curbd eu viteza unu care are curbura
k>0 g torsiunea < § este o elice cilindricd dack si  nomai

daci % = const.
Demonstrafie. Dach B este o elice cilindricd en (T, §) = cosd, atunei

0 =(T,% = (D% =0uFu9=FiH=0

Astfel, ¥ s e J, % se afli in planul Jai Fis) si Hs.
Deoarece ¥ este UN Versor, avem W = 1 oos § 4
4+ Exin & gi prin derivare gisim

0 = [k cos B — fainﬂ].i"--:-uezgn= const,
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Invers, fie —E— = ¢onst. Alegem pe O astfel ineit %: ¢tg B gi constroim

cimpul T = Teosd 4 Bsind. Deoarece [ = (kocozd — =sin®) ¥ =0,
rezultii ¢t T este un cimp de vectori paraleli i deci el se reprezintd prin
vectorul @ astfel ineit (T, %) = coaf, De aces B este o elice cilindricd.

Un eaz particnlar al elicei cilindrice este elicea circulari. fn acest caz
suprafata cilindricd esto un cilindra cireular drept, iar sectiunes transver-

&I
aald eate un eore de razd . H'.

17,7 Exemplu. Fiz 3[R = [R? o curbd en wilezs unn eare are curbarm & == 0 5 tarsiunsa
< ¢ 0. 55 5¢ arate o 3 este o (parte dintr-o) clice circularg dacd 8l numal daed & = comst,
M = = panst.

Solufie. Pemtru implicalia directd vomm da o demonstrafle cars poale se7vi ca model penira
delerminarea elemeatelor Fremet pentru o curbd co vilezs wow

2 bs
Fie elicea circularl B{s) — (#m -L. ﬂ'ﬂni. —]. wnde comm P =8, a0, b a0,

[ T C
Aver
— — @ ¥ a ] &
TiH) = Bia) = {— — #iE—, — o — )
i Ll C 4 £
F{J]—i"’{ -—(—im:i. _._"m,lrn)
ot T f €
8l dleci

W) =g T = — 2 =0
' PR

Deanrece ?’ " I."-. Eilalm

am ] &
Mgy = (—:u-t—, — o —, I:I).
Astfel, Yo, b, semsul Jui N este spre axa ellindrubel (fig. 75). Din B = T % N reanlts

— b
ﬂlj-(i-lu..-l —_— = DO% *_ 3 ..q.]
& & € [ 5

5l desl

o e @ ]

T Din B = ==N recults

i) b &
U Y




Imvers, fla ﬁ-n curhd cu viteras uno pesmfru eare
& = gonsl. = 0 5l 7T = comst. b 0. Dleparece T
-:1- m by = const., § esle o oelles  clilndricd.
Decarcce k = comsf., rezultd ed setfloso braps- o
miuwmunnrﬂknmm;a. Dy accea [
aste o elles elresiard. Lubnd 0 m B oo, 2
b

£
0 ¥ &
o 4 1
Flg. 76 Fig. 77

=
- .

¢ Elsim represéntaren
al o

ﬁﬂ]- [Eml. naln:—, !‘.':.]
e @ e

178, Dbhgerva il

1) Curbura 5 torsiunea defermind o carhd din spatic absiretie eind de pozifie (adied
de & izometrie)d [33). Ipotera esenibald care permite demonstrofis nocestel afirmafil ete &= ik,

Chlardact kseanulenzd intron singor ponst, car cteral geometricnl curbel e poate schimba
rodical in acest punet. Pentro o pune Iy evidenid acest locra fle [ R — [B o functle dileren-
fiabilh care satisfnce condifille f{f) = O penteu £ 5 O, f{f) == 0, [0} = 0 pentrs £ 5 0 3 curbele

0 f=0) <0 O fi— 0y =0
oy} = L0, 0,05, fe=0 gl = £, 0, ), =D
0 fim 0y t=0 {8, Firy 0, =0

Ohservdm el ambele curbe nu neeca® curburd care se anuleszd nomol In fe= 0, In = O
fia pufem defini tofsiunea, dar pentra § o 0 ambele curbe au torsiorea muld, Tateadevir,
arcnll <2 0 al hd =y se aflfi in planol o0z, far arend = 0 seafill in plaea] 0y (Mg T8
Curba =, evle [n Intregime vitustd n planul o0y (fig. 77). Evident cele doudl curbe nu pat 0§
suprapess prinfe-o izometre.

2y Courbele din plan pot 1 privite ca nkte curbe parfleulnre din spafiv. Aol restrictiv, arles
carbid regulats dio spafiv pentra care & = 0 este carbd pland dacd 8§ mimal dack, © o= 0
By aceca aen pulea obline elemente Frenet pentra eurbele regulate din plan prin partbealari-
marex motiuniler Introduss |m paragrafele precedente. Acest punct de veders exte insd prea
restrictiv & pu oferl liberlalen de care digpanem In plan (vexl § 11}

§ 16, Probleme

1. Fie carba = : [0, 5] — [RY, aff) = {sin f, cos*f, 5 alnf, 1 —3 coa®{). 54 se arnte cii
esle Inchish, Gar prejunglrea o x:[R — [RBY este periodics.

2. Fle ¢urba = [B == [R* =) = {sin {, 1-keoa {, sin f + coal § sin? £} 53 se arale od punciul
& [%] eite regulat, lar tapgenis s curbd in pcest ponct este perpendicolard pe dreapils

de directhe 'J-{:I.l,-u ﬁ—ﬂ.ml}. 53 s determime hiperplanu] normal b 2 In ponctul
.{1]-
4
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3. Fie ¥ un cmp vectorial pe curba a(f) = {sla £, 1 = cos &, sin £ + cos? £, in® . In Gecare
dintre cazurile urmitoare, si se exprime ¥ In fornsm ¥ = gdy + 0oy + 0ty + B

1) Ecr} este veetorul eu origines in () 5l o extremitatea in ofiginen lul [RY.

23 ¥y = E — =0,

3) ¥if) are longimen unu 5 este perpendbenlsr pe 200 &0 8 pe 7700,

4 i"{:} este veeloral en arglnea In o{f} 8l oo eXlrombstes in afl 4 =),

#. 54 £ cerceteze ramurile Inflaie 8 &5 se delermine ashaptotele (dacl existi)
i+ & A
Namnp:(R=—{1)=R% o= ——. A= ———.
-1 :I"-l
240 i
Naminp: R~ RY = )=
1+

N

| af a1 | !
B. Fle carba w:(ff — [— L i —= RY o) = | ——p ey ey o g e [ 8
fma] Pe=] Pe=i Il f41

1} 54 se nrabe cf punecbal (=1, 0, = {, 3, 0} se a4 pe curbi i 56 se determine tangenta

§i hiperplumul normal da cerbd fn oecst punet.
3y 54 se cerceleze mmurtle Infinkte ale curbed 3 o s determine asimplotele {dacl cxbEd)

6. Flo curbha o= (0, 1j— m", aff) = ﬂ'.E, r'l";, 1—10 8& se reparametitizeze prin
B0, 2)— B, M) = ud

7o Fle carba % : [ 35)— RS alf} = 2 oo [ — coa 2, 2 ala {—sin 3), 54 e delenmine
absciza curbllinle corespupzdtoare originii f = 0 5l reprezentarea mormald.

8. Fie curtm o: ([R —{00— [R5 aff) = (E—“-r!l i, E—i:-‘ﬂrd.i) il searnlo ol @ esde o

i I

curhd regalatd # =% = calewbeze lungimea arcclal 08 [2, 3]

8. Flo ewrbele

a3 [, 2] e R, w(fh = (cos f, sin® 4 2 & akn f, 1 —con ),

a1 0 25] = RY wll) = (m—.t. -;-mi. % 4 cot f, 1—:1..1)-

1} 54 sc arale of sint curbe Inchise 3 an un punck comun M
Z) 84 e mrate cd eele doud eurbe au ug contact de ardinal fnefi fa A i sd se deterenine
wmghiial curbelor In Mg,

3
lu.saumuuu:mqpn_qn_(z+" '

148 148
y ilefermine punciele slngulare ale cupbel, tan-
gentelo # normalole In aceste pamete,

11. Curba descrish de un punet M aflat pe
t un ccre de razd ree se rostogoleste (1Ard alune-
- e, care) de-a lungul nnel drepte se puomeste cioloddd.
g 56 te phventcd ecmailile pamametrios ale ciclo-
ided (fig. T8} 54 se defermine nbsciia curdilinke
gl lungimea primel arcade a curbei, 53 se ealcu-
Lrelaids _,{;-. rit=gim g} lepe segmentebe tangontd, sabtangentd, normali

yar{f-cosi), LER ¢l submormestd fntr-un pasct oarecareal elclnidel.

Flyg. 7 12. 55 se comiirulasch curbele de plvel con-

)ﬂhamm simpll. 54 se
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¥
\ ty
: ~ = -
a
x

Azfraidd Strofoidz
Flg. 73 Fiyg. A0 Fig- #1

stant [N 1) 400, FY1) pentrn f(=, g) = =*—g°. In flecars cox sl se cerceleze In care
puncte spafiul dangent va 0 [¥M]L.

13. 53 se glseascdl o pafametrizare giobald pentru fizcare dintre urmdtoarcle eurbe, arien-

tato prin L::d + nnde [ este funciia definif de membrol $ing al fHechrel oooathi =
I¥

1jor+dgpame, Byl
F -]

;],_...ﬂ_;, ool bk,
a

Hp—estmg o

2=l >0

T4 54 sc orate o = : [0, S=] == E‘, w[f} = (dr cos® &, 4 r n'n‘i'll. (Mg 7% are pundle do
fntosirecre 51 =8 se delermine tangentele In acesle pancte.

16, Fie curba © = {0} unde [iz, )= s + ap® + 2¥—a=z® (lig. 50), 33 3¢ amie cd
crigiven este punet dublu pemtra curbil. 55 so dotermine tangentele la curbd In ncest punct,

16, Fle curba © = 40y fiz g} = 2 —=t—p? {fig. B1). 34 sc amte cil origlnes este
punci lzolat al curbed €

17. 51 #¢ arate oi origloes este popct de Intoarcers pentro curba © = Y0), fiz p)=
= xl 4 o — Dap? (lig. &)

18, 53 ¢ trosege urmlicarele curbs

1} Carbs Cawss: g =™ [[fg 17

2} Liimfigorul : y = %t-!-""'+ o~ I (Mg 1E)

2) Parabola citbicl: g = a2 (fig. 19)
4) Curba Agndsi: =iy = do¥{2e—p) (g 83L
5) Lemmiscatn Bermoulll : {#+5*F + 38 (=25 =0 (Hg. 84},

J ¥
g I
-
L
Cisgidy & Divcles
Fig. BB Fig. 8

E

Fig. B
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¥ ¥
z
=3
Fiy. B Flg. 86
6] Curba Lissajous: g o con 3, g = sin 3¢ (g BE)
il chii ah I
TpE=—1 g = — (g 36

! i
g) x o 1 — 0, g F— U £7)

19, 54 se determing parabols ci axn paralsid
¢n curba g =* In panctul ¥ = 1.

e O eare ame Wb

coptact e ordinil dal

am, 54 s determine inffgarhtonfey urmitoareior famitl de cuthe :

o
1!{#-—41‘]"!-]"'—?-&

i} 3—-1-1-—1-0-. gind =%
a
4 :mt&-pﬁnn-—i = i1

.:|,'|i|.-n:|:+-F—-
a4

pi, 54 se determine pveluta penima curbele !

1j _:: p..l'l—;-n
a M

e aif —slad), 4= all — eas I
22, 54 se construlasch eurlsele (rozetd cu trel L
p = asin 30 {fig. 85}

{1+ sp {1 — 2P 1

1. Fio l:l,l[hl B{’:l =

poL i U
5%

.i"q :{.Ir E k, %

by

_,ﬁ:

pud ood 38
Fig- &8

Feasnim
Ekg. A

208

4 A g™ =0 (O const. )

g == a cos 38 (i 2.

). 5 (— 1 1} 3 se determine

ag. 54 se  determing mhels
cirbillinke m curbe=l

1 e R+ RS wll = loosh
sin & B

ay o[~ W% =) = (echt,
a skl afl

na:R-~R.0= (f o by
{ sin f, £2), Julsd o arigise
punctial In eare curba  Inlersecs
Leazh planal :{}pfﬁ s ghsenscd
E“untﬂm F'I.'IHEI'- Tu -H"q I-ﬂ.‘r !| TH
g se gerie peuakiile mmuzehillor $l fe-
telor triedrulul  Frenst in meest

panct.



1
25, Se oumeile curkd Tifeica, carba peobru care —— o = comst., unde 7 este torslopes
T
intr-un punct arbilfar al corbel, far o distanta de la un pueet fix Iy planul esculstor al earbed.
54w arale ¢ C:xpzm 1, 3 = 2 wale o curbd Tljekm.

Capltelul 3
SUPRAFETE

&l. Nojiunea de suprafuji

Fie spatinl R?si TyR*spatiul tangent in origine la spatinl R?. Spatiile R*
gi TyR* sint izomorfe g1 de asceea de cele mai multe orile vom identifics,

O suprafatfd in spatin este o submulfime M o Ini B, netedd si cn dond
dimensiuni.

Fie D o multime degchisd din R De exempln interioral noui dreptunghi,
al woni cere ete,

1.1, Definifie. O functis diferentiabild, regulald gi injeclicd r:[D - R*
se uumepte harld (de coordonate).

Imaginea ramj o uned BErid r este o submuljime netedd s on dond dimen-
siumi a loi ®* (fig. 91), Obgerviom of avem diagrama din fig. 20, unde 3,
eate izomorfismul canonic dintre R® =i T,R* Astfel lni r putem si-i
atasfim o funetie 81 numai una de tipul ¥ : D — TyR?, ceta e ne permite
gh privim mulfimea 7(D) ca fiind descrish de extremitates unui vector
variabil ¥ eu origines fixatd in O (fig, 91).

Din definitia Ini #{D) reltd echivalenia

P e r{D) #e A, v) € D, P = rju, v).

Evident, splicatiile anterioare gint caracterizate prin coordonatele lor

enelidiemne
Fib, 0} = |::F{'l"'r t:"!'l gy, v), 2, v}y {u, vle mh
¥ = Flu, o) = z(uy o)7 + yiu, )] +2(u, 0)F, (4, 0)e D.

Ipoteza deregularitate se face pentru a ssigura netezimen lui oD iar ipo-
tezn ol aplicatia reste injectivibasigurd of n{D) nu se intersectenzd on en insfgi.

Pentru a defini suprafata plecim de I idees o orice reginne suficient
de micd dintr-o suprafat® M trebuie s semenecn o regiune din plan. In

!
/X
&
e R

Flg. #0

kv
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Fig- 82

particulsr, I multimi deschize din plan frebunie sd corcspundd mulfjimi
ileschise din sup a M g invers. Acest lueru este asigurat dack presu-
punem ¢f in veeinfitatea oriciri punct al sﬁui 04 se poate exprima ca
imaginea nnei hirti proprif. O hartd r: D -+ R® 3¢ numeste proprie dach
functis inversi v : D) =+ D eate continui (Imaginea concretd pentru
D poate fi aceea a unel figii de canciue conceputd fird margini ; in acest
ciaz rD) se objine prin intinderea §i indoires Ini D). Pentra precizare
definim tecindfatea I in M o lni P e M es fiind mnliimen taturor punetelor
Ini M & cfiror distantd euclidiand fatd de P este mai micd decit un numir
=0, O parte a lui M se numeste deschisd dacd odatd cu fiecare punct al
siu contine si o vecindtate U din M & aceatul punct.

Hiirile ale ciror imagini zint confinute in [ se oumese kdrfi a0 M.

L2 Definifie. O submultime M a lui R®, care se bucurd de proprilatea
od W P e [M exishi o hartd proprie in M a odrei imagine od confind o veoing-
fate o Tue P din M, 8¢ numegte siprafaid (Tig, 92).

Ohserviim o imagines (4 = r{E}] & unei biirfi proprii satisfnce definifis
1.2 gi deci este o suprafaifi. O asemenes suprafald se numeste simpld,
Definitin 1.2 aratd of orice suprafatd din RB? poate fi conceputd en ren-
ninnes unor suprafele simple,

1.3 Exemiple
1) Sfers esle o suprafafd In sepsul defindfel 1.2. Pentro = pune In evidenid scest locra
=5te sulleleat s conslderdm sfera cu cenfriil fn ofigine $f de razl oon (Mg 93)

M: 2+ +etmi,
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Me propunem 3 gisim o hartd proprie In 4 eore s& scopere o wecinktale o polulal nord
o, 0, 1k Prin prolectia flecirul puncd (£ 5 2) al emisferel nordice a lui 4 pe planul 20 in
(2 ¢ 0 gisim o corespondentd Dunivoch a acestel emisfere cu un dise [D de razd ven dia
planul o0y, Dach ldentlficim acest plan cu [B¥ prin (x g s (= gl atonel D devine un dese
idin [B* cafe comstd din punctele {if, #) pentfl care &+ 8 <2 1, Exprimingd corcspondenia dintre
D 3t emisfera nordicd ca o functie pe D gasim

D= % A o) = (o0 1—F — ).

50 arRtdm of F edbe o hart® proprie. Mol Inili obiervdm of roeste o aplicalie diferontiabild
5l infectivii. 12e assmenca F odle 8 regulati doearcse transpusa matrieis Jacabtan,

d
g 2
ar

V= fiTE—R,
b
a1 —'r
do

are rangull dol, Y{u, o} [D. Decarces fupefla lnversd r*1: rﬂm}—-m cate dald prin FoYT, [, £
m (F, i) rezultd of r7 oesle conmtinud. Decl roesle o hortd propric.

Facem observalia ¢ harin r acoperd o vecinRtate o Jul PO, @, 1) din M- In mend ncoessr
en Aceperd o veclniitate o oricdrui all pamet @ din embsfern nordiok.

Amalog, pulem gisl zite cigel hirtl prapril, eare ai neopere celelalte cinel emislere ale slerei
si asdfe] verllcfim o) slera edte o suprafald In sensml delinifict 1.2

) Swuprafafe u\i rpw fix ) Fle [ D == m @ fenclie diferemfiabili. Gralicu] s

M = iz g2l 2= iz oh (nop)e D)

esle o suprafa |4 simpld (fig, 94) decarece poate I acoperit de Imaginen el |D prin harty pro-
prie (vezl ratlenameninl de la sferd)

e D= RY rim o) = (i, 0 flr ok
0 harfd de scest tip 8¢ numegte haorhd Monge. lor despre m se spape o esle dald prin ecwrofie
carterfand explicltd ¢ = fi=, gl
3) IMm acum un exemplo dis care i rezubte neceshaten ¢a o hartd ai fic propric,

Presupitnem ol avem o [lide dreplunghinlark de cavcloe cu ajetorn] eireis esnstruim confi=
guratla [+ dis tigura 95, Configuratia [ ou este o suprafald fn sensul dnt anterlor deoarece Bu

z iy
I
7 w
£
|
: e
I
I
I
I
|
'
b
Fig. 95
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satisface cerinta oo bn veckniiaten arfedmef pumet o8 semene &0 0 porflone din plan. Tnir-adovgr
ale-g hungol bl 05 en seambing oo intersec)is & doud plane. Mal mult, trecerca de la fisla pland
la (M este conbinud o timp ce breceren Inversd ou este continud desarece [ trebale rupld de-a
lungud lui Gz

Alntematic, consiruciia anterlsard s prezintd astiel @ fie m dreptunghiol desclis =m <
ol i 1!.'Ill1ﬂl1 1] r:m'ﬂ- [R' aplicatia definitd prn e, £ = (8o o, sln 2, 8
S verliled ngor o reste o hartd (aplleaile diferentlabill, Injeed v 5l egulaid). Nobdm [ = ﬂm]-

Observim e [0 = Dy v D0 Dy unde D) = [-—-:.—1;-} = 1 u.-[---;i. %]:::

40, 1), D = G ")xiﬂ- 1 ¢l decl M = MU MU vnde M, =D i=1.2.3.
Gaisim
{—o —are 4in 7, 2) % i 2 [

I BT = L fare sin =, 5 e M
fme—are slnr, = (rQn0E M

Funelia r™ nu este continui In punciele (0, 0, &) 0 < £ < 1. Astfel r npu egle o Barli proprie
| E\] - I"l:m:l na cile o sapralald In sensul definilizd 1.3,

4) Suprafete definite prin ecnafii carlesiens fmplicile,
Considerim o aplicatie diferentiabili de tipul f: R* - R. Deoarece

&, &, o
Jm_[az dy 8

punctele eritice ale aeestel aplicatii (dacd oxistd) so ofli rezolvind sistemul

of af af i
-'I':.';-‘-. {I1 ¥, ﬂ' e ﬂ', _ii.-'y_' [-I'l iy ?]' = "5:_" fﬂr i ‘-:l = 0.

Punctele in care cel pufin uns din aceste derivate nu se anuleazd sink punete
regulate,

Cu ajutorul lui f construim mullimes
M = Ye) = ({2, 0, 2 |(2, 9, 5he RY, flo, ¥, 2) = ¢, 0€ R, ¢ fixat],

care se pumeste mulfime de nivel consland o zan mulfime de ecuwalie carle-
sigud implicitd fiz, v, 2) = o. Pa geurt se serie M :fiz, ¥, 2) = o, Presupu-
nem oA M nu eate vidd gi precizdim of, in general, M confine atit punete
regulate eit §i punete eritice ale lui f.

L4 Teoremf. Dacd M = f~Y¢) este nevidd si dach funefis [ este regulati
(snbmersic) in punctels ni 0 = el atunci [ et o supraisti.

Demonstrafie, Pentra ¥ Pz, ¥, 2) € M, trebuie & gizim o harth proprie
care si acopere o vecindtate a lui P din M. Ipoteza o § este regulatd
in punstele [ni 04 este El:hi_l'ﬂlﬂnt-ﬁ 1 presupuneres o cel putin una dintra
derivatele paq.lale;;f‘ ;—‘F i;'r— nu este zere in P; fie, de exemplu,
& i i
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ji[P]- o 0, In acest caz teorema
functicl implicite spane o in veci-
nitatenlui  ecuatin flx, 9, 2)=¢
defineste pe = ea funetie de
#1 i, Mal precis, existd o funetie
diferentinbili g definitd pe o ve-
cinfdtate D a lui (= ¥) astfel
incit (fig. 96)

(1) Wiu,v)e m! (%, 7y glw, v))e
2 M, adicdi flw, ¢, gln, v}) = ¢,

12) punctele de forma (w, o,
g, ©)) e (u, t)e D constituie e
o vevindtate a Ini P in (M. 3

Rezultd ed harta Julun;ft& r: D —» @ definitd prin ru, r) = (u, *, g, )
zatiaface ceringele din definitis 1.2, Desarece P este arbifrar in M, tragem
conclhuzia ¢ M este o suprafajd. o

Daedi M :fix, ¥, 2) == ¢ este o suprafatd, stunei spunem el [M este definitd
prin  ecuafic carferiand implicitd flx, ¥, 2) == ¢ (denumires de P.I_lprﬁiat-ﬁ
pentra M : fx, ¥, 2) =0 se plstreazdi nneori chiar daed M confine §
puncte critice ale bai f).

Dacit f este un polinom de geadul o, atanci 4 se¢ numeste suprafofd
algebricd de ordinul n. In particnlar avem nrmitoarela denumiri : suprafete
algebrice de onlinul unn (plane), suprafete algebrice de ordinnl dod {cua-
drice) ebe.

.G O bservafll

1) In sitwatii concrete [ poate 1 datd printr-o ecoatle $§ pein mal multe inccuagtl fn x,
i & {inecuajiile precizeari o amunild porfiene din spatiu).

Ty Heprezemiores lul [H (= a mmel porfiend din n'-1]- In forma = = o, 68), § = A, MY,
3 = z(n, v} se poaie face prin ifermedin] teoremel 1.4 sau prin artificil de cabeul.

3} Fle suprafota slmpts ¥ : £ =2, 5); @ = @, oy 5 = nn, o) (15, 7) E M. In gencial, Lre-
eeTed de la aceastd feprezentare ln reprezentares carferland expliciti e pomte face oumal loeal,
De exempli, dach I:h'_.:._m. {ilg b o6 0, otunel teorema funetlel inverss ofalf cd In wecinid-

D, #)
taten lul (e, B0 restrictis ol T e wp, 0), g e, o) admille liverss e mr. g) pm=
= o x, P1. Aatfel, restrictly 1ol & = oy, ) opare ca o funcile compusl de Hpul & = s P
afx, gl

) In gencenl, daci existi o funcile = g =) astfel bnelt fin, o), pim o) 2(n o)) =& ¥
{m, ¥je II}. mluncd [, g @) = ¢ cite ecuafin earteziand implicitd a suprofefel ﬂh‘ o= #u, B,
g o= g, o), = = xfu, 0), (u, e D,

g2, Corbe coordonat e

In acest paragraf vor fi prezentate unele proprietdti ale hirtilor care
sint necesare la studinl unel suprafeje date.

Fie r: D — R, (4, v) = fu, v), 0 hartd.
Functiile parfiale « = r{u, t) 8i ¢ = r{u, 0) sint curbe on imaginea in
AD). Explicit, ¥{u, v)e D, corba u — riu, 7,) 20 numeste curba de para-
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- r(l)
v o 15) -“i
I Ly E T .E"I
Curbeie oo
prarametryd v
Fig. 53

nrefrat o g ciirba v = oy eurbe ¢ == fug €) e muneste cerba de paramelre
v san citiba @ = iy (fg. 97), Astfel imaginea D) este acoperitd de aceste
doud. familii de eurbe, care sint imaginile prin e ale liniilor orizgontale s
varticale din . Prin oriee punet al lui /D) troce o curbd din familia (i)
gl una din fanilia (), De aeces uneord pentim aceste ewrbe se intretmin-
feazd denumires de curba coordonate,

Dack va D = B este o hart® & (u,, ) e D, atwmc

(1) vectorul vitezd; in #, al curbei de parameirn o« se noteazi oo
Falug vh;

{2) wectorul vitezi, in ¢, al curbei de parametrn ¢ se noteazd on T {6, 1),
{!_\-{.?Jtsqla]rii Fultins oly Tl £,) 50 numese vitexele parfiale ale lui rin (ug, v

ig. D8).

Astfel ¥, si r, sint func{ii definite pe @ ale edror valori in fiecare punet
(14, 1) € ID gint veclort tangenti la R* in riwg, vy). Indicii s si ¢ sint serisi
pentm & sugera derivaven parfialit. Dacl harts este datd cu ajotorul coor-
donatelor =zale

|II1:""I:I ) = {ﬂﬂl ), _Hfﬂ, ﬂ:': ﬂur "]':':
atunci vitezele parfiale sint date de
Fl = (L, ¥ur Fuhy Tem (#es ¥ey Zehy

e Pr::}mza.rm ci punctul de aplicatie al lni 7, si 7, este prin conveniic
i, ).

Pentru a testa dacl o submuliime M & Ini RY este o supeafatd, definigin
1.2 cere hiirti propril. Dar deindatd ce gtim ol [M este o suprafajd aceasti
conditie este de la sine indeplinitd. Intr-adeviir, dacd M este o suprafati
#i doed r:D — M este 0 hartd in [, atonei se demonstreazd i r este o
hartd proprie (vezi §5). In probleme de naturd lo-
cald, restrictia ca r s fie injectivd poate fi lizafd
deoparte. e acees sdmitem

2.1. Definifie. O funcpie diferenfiabild gi requlati
r:D - R a odrei imagine se afld intr-o supra-
Jopd 04 Yee Tnuemente § parametrizare o _regiwni :;_(m}
din M [{astfel o hartd este o parametrizare injec-
ivi).
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In acest context w i ¢ se numese parawieri, relaliile = x{u, v}, y =
o= i, 0), & = =(u, ©) 8o numese ecuafiile parameirice ale ni fD)c M.
iar T o= rl, 0) 50 numeste ccsafia vectoriald o lui /D) =M. In unele cazuri
AR} poate §i intreaga suprafafd M.

Deoarere parametrizirile au o mare importantd in aplicatii, vom pune
in evidentd un mod prin care putem stabili dacid o aplicatie l]i.ier&ntia.hil.i
r: D — R® este o parametrizare. fn primul rfnd imaginea lui © prin -
trebuie 84 fie in M. Dack suprafata M este datd implicit prin fiz, ¥y 2 =,
atunei funetin compusi fir) trebuie 53 aibd valoares constantd e,

Pentrn a proba dacd r este regulatd, considerim vitezele partiale ¥, §i
. 8l produsul vectorial

. - T 7 E|
FaX Fe= g o ="
|IBI ¥r =

Se observil ci ulfimele doud linii dan transpusa matricei Jacobian a lui r.
Astfel regulavitaten Ini r este cchivalentd eu Fox 7, # 0, ¥, rie D,
adie’ cn faptul oi vectorli viteze parfiale sint liniar independenti ¥, v) e D.

g1, Suprafe(e riglate

Existh mai multe moduri de a genera o supraiaii. In acest paragral
me vorn referi la unnl dintre aceste modur,

Mai intli reamintim ed o dreaptd D oo trece printr-un puncet P, &i are
directin B, poate fi veprezentatd prin ccuatia vectorinld F = &, - 08,
rE R (fig. 99).

3.1. Definifie. @ suprafafd care poate fi generats prin migearsa unei
drepte I care se sprijing pe o curbd & : [ —» R” 26 numeste suprafajd riglatd.

Direnpla I se numeste generalosres suprafetel riglate (fig. 100).

Avind in vedere couafin vectoriali & unei drepte, rezultd o o suprafatd
riglatd poate fi parametrizatdl intotdeauna sub forma

Flu, o) = (w) & o8{u), (v, )e D =Ix R,

tu precizarea ci punctele in care 7, % ¥, = 0 nu gint incluse in mulfimes
pe eare o pumim suprafatd.

In cazurile concrete » e poate restringe la un anumit interval si de aceea
in sceste caxuri generatoarele sint segmente de dreaptd. De asemenes

uneori s convine ca s fie privit ca un cimp vectorial definit po curba =
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1). Suprafete cilindrice. Dacih generatoa-
rea [r ge migedl plstrind aceeazi directic,
atunci sprafata riglatd se umegte supro-
Jatd cilirdricd. Curba o pe care se sprijing 0
se numeste curbd directoare (fig. 101).

O suprafatd cilindricd admite o parame-
trizare de formn

Fluy 0) = T(u) + v,

unde B este un vector en coordonate con-
stante

In continuare, prin Pz, y,3), @i, ¥ 5), Kz, y,2) vom infelege poli-
nogme de gradol uno in trei variabile,

3.2, Teoremii. O suprafaid cilindricd cu generatoarea paralelii eu dreapin
L Me g2 0, i, ¥, 2) =0 este caracterizatd  printr-0 couajie de
forma J{ £, ¢} = 0.

Demenstrafie. Multimes dreptelor paralele en dreapia J) este reprezen-
tatd analitic prin

Flg, 100

Py
#

& = w0

Conditia ca droptele (1) s& se sprijine pe curba

(1) (i, 2} e R

{3] E= :n:":l:l ¥ = 5"[”.- = ﬂ:l:ll € Ir

se obfine eliminind pe =, ¥, z, { intre cele cinei ecuatii (1) §i (2). Se deduce
Jivk, 00} = 0 81 deci

{3} JEy ) = 0.

Reciproe, fie M suboud{imes punctelor din spatin caracterizate printro
ceuptie de tipul (3). Dach planele P e 0 g § = 0 determind o dreapis
s dacl M nu confine puncte eritice ale Ini f, stunei M este o suprafatdd
cilimdricd. Intr-adeviir, pentra orice solufie reall (x, y,2) o lui (3) existi
doud numere reale w gi w0 asza o Plo, y2) e Qo ¥ 5) = w0, Aceasth
intersectie reprezintd o dreapti paraleld eu D: P =10, ¢ =0, iar u
gi tw verificd conditia fiu, ) = 0. Deoarers w0 este funetie de « (teorems
functiilor implicite [ reznltd cd M admite parametriznren

Flae, v) = ®(w) - 08, unde B di directis lni D.

3. O bservalle Suprafelele ellladrice eo geperslaarele paralele eu axele O, OF, Oy,
s pot carocterim, respectiv, msticl

04 : iz, plo= O, 04 2 A 2= 0, M : fiz, x) =0,

2} Seprafefe eonice, Daci generatoaren O ze migel trecind prinfr-un
punet fix V, atunci suprafata riglatd se numeste suprafofd coniod. Curba
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po care sa sprijind I ae numeste curbd
direcionre, iar punctul V &s numegle eirf
{fig. 102).

0 suprafatid conicd admite o parame-
trizare de formn

Fi, 1) = & 4-opln),

mnde £ este nn veetor o coordonatele
consfante a cimi  extremitate csle
virful ¥ (virful nu apartine muliimii pe
care o numim suprafatd conisi),

3.4, Teoremi. Fie MM o suprafatl co-
nicd cu virful Fig. 102

V: Plz,g,2) = 0, Qa, 9:2) = 0, W, 3,2) = 0.

Multimea M — {{@, ¥, 2)| Bz, ¥, 2) = 0}, este caracterizatd analitic printr-o

ecuatie de forma ¢
F QY
! { R j'i:] =

Pemanstrafie. Mullimea dreptelor ce tree prin punctul fix ¥ g care nu
aparfin planului M@, ¥, 2) = 0 este reprezentatdi prin

(4} Peuall=0, Q —wll =0, (n,w)e RL

Condilin oo aeeste drepte &0 se sprijine pe o curbd de ceungi (2) se obfine
eliminind pe o, ¥, 2 ¢ intre cele cined eonatii (2) si (4), Se deduce fiw, w) = 0
& deci

(5) ,r[%. g) = 1.

Reclproe, fie 3 mullimea punctelor din spatin caracterizate printr-o
ecnatie de tipul (5). Dacd planele P = 0, § — 0, B — 0 determind un punet
&l dack iH nu conjine puncle critice ale Ini f, atunci M este o soprafatd
comicd, Intr-adevir, pontrn orice solofie reali (o, %, =) & Ioi (5) existd
doudt numere reale w s5i o afa on Plo, y2) — Rz, w2 = 0, O, v, 2) —
—0f(x, , 2)=0, iar « i w0 gint legati prin relatia flw, w)=0. Deoarece &
ge exprimd local prin o, rezulid of suprafats admite parmmetrizares

Flu, 1) = = 4 08{u),
pinidde x A& vieful,

L3 Observatleo. ¥ ccunfln (%) s¢ poate deduce o ecuafle omegend En trel variabile
P 0 K= 0§ reclproc. De acem, In genemal, o ecuafie cmogend de tipul of P, {0, 1) s Oy
upds Foe= 0, (=0 B =0 dotermind nn punct, reprezinli o suprafald comlei.
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3) Suprafefe  convide. O snprafald riglatd gene-
ratd dde o dreaptd D care se sprijing pe o dreapld
fixdi A (axd) sl po o curbid « (curbd direcloare), se
mmmegte conoid (fig. 103).

Dacd A este Juatd drept axd Oz, atunci conoidul
admite paramelrizaren

Flu, #) == (1 cox 0(r), wsin B{o), k).

Un conoid o cdimi generatoare rimine paraleli

en un plan fix P se numeste conoid cu plan di-

A reclor. Acest conobd admite o parametrizare de
forma

Flth ©) = =(n) 4+ r,‘.‘-{u:l,
-t unde BIP i (& — BIIA.

3.6, Teoremd. Fie M conoidul cu planul divector P = 0 zicu axa d : =
=), & = 0. Moltimen M — {{x, ¥, 2) | P{x, ¥, 2) = w, Rz, ¥y, 2) =0} este
caracterizatd analitic printr-o ecuagie de forma

(n5)-e

Demonstrafie. Abstractie ficind de dreptele D: P =u, K =0, mul-

timea dreptelor paralele ea P s care intilnese pe & este reprezentatd ana-
litie prin

(6}

{.PI-‘:‘H
Q= R o= 0,

Conditia ca aceste drepte s ze sprijine pe o curbd o de ceuatil (2) 2 obline
eliminind pe «, ¥, 2, { intre cele cinei ecnafii (2) gi (6). Se deduce fiu, 20} = 0
gi deci

i)

) I(P, 'E) D,

Reciproe, fie N submuljimes punctelor din spajiu caracterizate prinir-o
eeunfie de tipul (7). Dacd P = 0 cste couafia noui plan care taie dreapia
A:Q =10, R =0 s daci [N nu contine puncte eritice ale Iuif, atunei N
eite un conoid. Totr-adevir, pentru orice solutie reald (z. y, 2) & lui (7)
exzth dond numere reale «, 9@ 083 ca P =1, § — @R = 0 cu fly, o) =0,

g4. Suprafeje de rotajic

41 .D'Eﬁmm 0 suprafafd care poate fi generatd prin rolafia unei curbe €
in jurid wmei drepte fize D, numild ard de rotafie, s¢ nunesle suprafolc
de rolafie.

Fie Plz,y,2) = 0 planul perpendicular pe axa I si (o, 5,2 =0 o
Btul‘ﬁ.nuﬂe;:t.;ulpn.ﬂ.ﬁtm o

#.2. Teoremd. O suprafatd de rotatie cu axa D este caracterizatd printro
ecnatio carteziand implicitd de forma f{F, L) = 0
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I mangtratie. Orviee punel de pe enrba ©
se va deplasa intr-nn plan perpendicular pe
axdty, o= gl va destrie un cee cn centrul
pe axn de rotajie (fig. 104). De aceen su-
prafata de rotofie poate fi privitd o fiind
loen] geometric al cereurilor oo centrele
pe £, care trec prin ¢ si ale ciror plane
sint perpendicnlare pe] 2 Astfel ristemul

IH:-:l-'-.'l'-:"-"':' = 1 w =0,
Ployzl=n
o= 2f), ¥ = y(f), .=t} Fig. 104

trebutie & fie compatibil. Eliminind pe =, y.25 0 resaltd fTu, &0} = 0 51
deci M:f(P,Z) =0,

Reciproen este evidentd.

Caznl cel mai des intilnit este acela in care € este o curbd sitaatd in
mecki=i plan en axa I3, fird ea © 81 0 & se intersecteze. In acest caz coveurile
din [ generate prin rotatia fiecdri punet al loi O se nmmese paralels,
inr diversele pozifii ale lni © se numesc meridiagre. Pentru simplificare
s presgapunem cd O este in planul o0, iar 2 este O (fie 104).

L) PDocd Cafley ) =0, 2 =0, % =0, atnnel M:fley® =53 =D

2] Dhoed © eate datd prin pavametrizaven o) == (giu), Bwul; 03 Afw) =0,
i I, atancd B admite parsnetrisarea v, 0 = (gl Waieos v, hiv)zine),
uwe [, e R,

2%, LCaleul diferentinl pe suprafete

N ]‘lh‘.r}IH:II!IN]] ad aritim ed pe orice suprafati M se poate face un ealeul
diferential asemanitor calenlului diferential obisnuit din R2 Elementels
peestui ealonl ; funefil, cimpurl vectoriale tangente ete,, aparfin suprafele
gi nu apatinlni enclidian ®? in care este seufundatd suprafata.

Presupunem of § osto o funefie reall definitd nomai suprafata {4,
adicd f: M- MR. Dacii r:[D - 01 este o hartd, aumfm.r:m_m [
numeste erpregio i § ie coordonafe. Dach fer este diferentiabilii in sens
obisnuit, oricare ar fi . atunci f se numeste diferenfiobild,

Fie acum fuociia F: R* — M. Orice hartéi r in M 43 o expresie in coor-
donate 73 F pentrn F. Evident aceastd funclie compusd este definitd
numai pe muliimea (deschisd) 'c R* pentru care F(INc rD). Dacik
rie F este diferentiabild in sens obisnuit, oricare ar fi r, atunci funefia F
s numeste diferenfiabild,

Fie (M 8i N doud suprafete, v, o hartit in M si vy 0 bartd in M. O funetie
Fi— N se numeste diferenfiabild dach funefin compush ri'=Fory eate
diferentiabild in sens obignoit, oricare ar 0 v, 8i r.

In particular, o functie diferentiabild de tipnl =: 7 —= M, nnde I este un
imterval deschis al drepted reale, se numeste curtd in [M.

5.1, Teoremil. Fie curba «: J = M si harta r: @ = M. Daci 2(I= D),
atunci existli o pereche de fonetii diferentiabile w, ¢ definite pe I astfel
it 2

w[l) = r{tfl), v{l}}; 161 san &« = rin; £
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i thar fult), vit])

futel,vie)

b

(]
Fig. 185

Demonsirafie. Prin ipotezd, expresia in coordonate rla:J =D este
diferentiabili. Ea este o enrbi pland a edrel imagine se afli in domeniul D,
de definitie al lui r (fig. 105). Dacd (w, ¢) sint coordonatele enclidiene ale
lui r ez adied rYz(f)) = (uf), o)), atonei &= re(rYex) = Au, 0L
Functiile « s v sint unic determinate. Intr-adeviir, din presupuneres
o= My Byl resultd (i, o) = rlea = F N, o)) = (b B

Funecilile v, v sint numite coordenafele curbei 2 in raport en harta r.

I¥im fGrd demonstratio

5.2, Teoremd., Fie M o suprafatd. Dacd F:R" -+ R? eite o funetie
diferentiabili o cdrei binagine se afli in [, stunel funefia Fi:R* =M
este diferentiabild in senzul dat in acest paragral

Aceastii teoremdl aratd legitura strinsd intre ealeulele din ®* si caleulele
de pe suprafata . De exemplu, ea implich faptul cfi o ewrbd din R*
care ¢ afld in (M, este o carbd 4 lui M.

Fie M o suprafatd g1 7 o harvld in M. Deoarece haria r eate o funefie
diferentiabilsi definiti pe D= R* 51 en valord in RS, reealti ci r este dife-
renfinbild zi ca fonctie in M.

). Conseeinfi. Dack ry, s r, sint hirti intr-o suprafatd (4 ale cliror
imagini se suprapan, atunei functiile compuse ry s rg 5i 7y 'or, sint aplieatii
diferentinbile definite pe mmliim deschise din plan (fig, 1046},

De exempla, fonefin vf'sry, este definild numsd pentra acele punete
(1, £} din D, pentru care ry(w, v) se aflid in imaginea ry(,) a lui vy (fig. 106).

Dupd un ratiommment analog celui folosit pentro demonstratia  teo-
remei 5.1, consecinia 5.3 poate fi retranscrisd astfel

3.4, Conseeinid. Daed v 81 ry sint hirji ale
siror imagini e saprapun in 04, atonei existi
o pereche unich de functii diferentiabile f & g
astfel incit rJe, o) = i fire, 20, gite, )], Wi, 0)
din domeninl de definigie al lni v 'r,. Analog
pe poate exprima r, in functie de r..

onsecinta 5.8 sugereazi o melodi concreta

e n stabili daci o fupetie este saun oo diferen-
fiabild pe M. Dacd f: M — R, stunei in loe &5
voriliedim ofl toate expresiile zale in coordo-
& nate f=r sint diferengiabile in sens euclidian, este

Flg, 106 suficient 54 facemn sceasta pentru oo anumit
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numir de hirfi care sd acopere pe M. Adeses este suficientd o singord hartd.
Demonstratia este un exercifin din calenlul en funciii compuse. Intr-adevir,
fie ry 0 harts arbitrard ; din faptul of fer 8l ryter, gint diferentiabile rexulid
edl forerylor, este diferentiabili. In general ultima functie este o restrietic
a lni fore. Dacl Insd imagines lni vy, acoperd pe M, atuneci for, - /it or, repre-
gintd pe fory & astfel diferentiabilitates este demonstrats.

Din punct de vedere intuitiv este elar ce inseamnpd un vector tangent
la o suprafatd 4. Definitia formald se bazeazd pe ideea ¢ o eurbd din M
trebmie sd mibd tofi veetoril vitesd tangenti ln M.

Sede Definitie. Fie M o suprafafd g0 P oun punel sarecare din ea. Un
vector T tangent In R in P aé nwmests fangent To [ in P docd este vectorul
vitezd al unei curbe oarecpre din [ o2 rece prin .

Multimea tuturor vectorilor tangenti la 0 in P se numeste plomul fan-
gent al Ini M in P & se noteazd cu T (fig. 107} Imagines concretd
o lni T in R® poartd aceeasi denumire.

Teorema urmdtonre aratd off T4 cste un enbspafin vectorial bidimen-
sional al spativloi tangent T, R

3.6, Teoremd. Fie I un punct al unei suprafete M si ¢ o hartd in M
astfel ineit wluy, v,) = F£. Un vector @ tangent la R in P este tangent ks
MM dacd i numai dack i poate fi seris en o combinafie liniard o hui 7 (u,, 1)
B 7 thy, Tyl

Demonstrafie, Vitezele partiale ¥, si ¥, sint tangente la [M in orfee punct
al Ini r{@) deoarece curbele coordonate ale Ini r sint curbe in M (fig. 108).

84 presupunem of % este tangent la M in P, adich existh o cnrbd =
e [ pentr care &(0) = 0 5 « (0] = . Dupid teorema 5.1, curbs = poate
1i serigd in forma 2 = r{w, ¢) & () = Fluil), o(f)). Regula de derivare a
funciiilor compuse di

e = e | - in
= Falth, B) = = Fltl, B} === s
1 uf,'!m—rrt }m

Deoarece wfll) = P = rlug v;);, avem w0} = vy, o(0) = ¢, =i deed, pentro
fe= 0, misim

o dw . de | -
W= ()= ar (007 (g Tp) - E7Y (0)r (1g, vy).

t.’riar Rl fes)
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i Invers s presupunem i veetorn! i € TpR®

. peocate fi geris in forma & == o, F (4, Tod-+ opF oty 7).
&
{ "\.\
N

Coalenlin] anterior aratdl ef @ este vectornl vitezd

al eurbei ={l) = Hu,+ iy, v, i) 10 momentul
s 0, Astfel & este tangent In M in P.

7

Fig. 103

Deoarsce vitezele parfinle sint voetori liniar
independenti, teorema anterionri arath off, YFe
e D) = M, vitezele partiale formeazi o bazd
o planului tangent Tr M.

5.7, Definitie, O funcie X care avociazd Sfiecdrui puncet Pe M un veclor
_ff[i"; fangent la R in P 30 numeste cimp veclorial swclidion pe suprafafa M.

Fie X = fix, 4, 2)7 - glx, . x}j-{- bz, w, 2)f un cimp vectorial enclidian
pe suprafata M. Daci functiile coordonate f, g, b sint diferentiabile pe M,
atunei eimponl U se numeste diferenfiabil.

Un cimp vectorial enclidian ¥ pentrn care, ¥ P e M, ¥(P) este tangent
In M in P se numeste cimp vectorial fargent To [ (Hg. 109}, Dacl T este

nn cimp veeltorinl tangent la [, atunci orieare ar fi barta r: D - M,
avem

F(riny ) w= Fiu, 0)Fu L Gn, 0)F..

T acee Y este diferentiabil dack §i numai daed fuaneliile F gi G sint
iliferentiabile pe D,

In continmare presupnnem of lnerim numal en elmpuri diferentiabile
si precizim ed de eele mai multe ori cimpurile pe M sint definite local
(mwmal in anwmite regiung ale boi M).

b Obserpafie, Chrmparibe vecterials langente 1o E‘l‘ wpartln eafcuiulul din [H. deparere con-=
formy defimlflel 5.5 ele dau in flecare punct vitezele ninos carbe din M.

& 6. Cimpuri mormale pe suprafeje

Fie M o saprafatd si P un punet al sdn. Un vector = cu origines in P
care este orforonal planului taogent TAM, adicd ortogonal oriciral veclor
tangent la M in P, se numeste sevfor normal la M. Un ¢imp  vectorial
euclidian Z definit pe M se numeste cimp normal pe M dacik fiecare vector
A0 este normal la M.

Desarece TpM este un wb:e-p:;txu hidimensional al Ini T.RY, existd
niumai o direcfie normald la M in P, adicd tofi vectorii 2 normali in P 2int
coliniari, Astfel daci T nu este zero, rezultd o T constd numai din
veotorii lui TeR® care sint ortogonall luni 7. Dreapta ce trece prin P si este
perpendionlard pe planul tangent T se¢ numesto normals suprafetei
in punciul P,

Fie r|D) regiunea din [M acoperitd de harta r : D — M. Funetia vectoriali
ZiuTe) = F, % To atascazd ficchrui punet din @ un vector normal Ia 4
in oz, vy (Gg. 103} e acess Z(n, v) ponte fi privit on un cimp normal
definit local pe M.
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Dach giud_i;_ur Tsl o fiind determinat de punctul Pl ¥, ) s de
vertorul nnrmnl'f{un_. gy alunel gisim pentra Ty ecnafia

:i-l-"—-’f-"u =W F—m
E T T T ke

| 2, e, £,

unde &, = afity, gl ., = Tyltiy v,) ele. Normala 1o M in P are ecuatiile

Xty ¥t Eeh,
_-P'jj'- z) _-:I-][ Z, &) Dz, ¥}
Dittpr ) Diligy 0} Dithg, vy)

Daci saprafain M este datd prin ceuafin carteziand implicitd, atunc
este wsor s punem in evidentd cimpul normal sl cimpurile tangente.

G6.1. Teoremi. Dacd [ : fiz, ¥, 2) = ¢ esle o suprafatd; atunci gradien-

tul 7 f = j—f 3+ —‘?"'r— i+ ~:£ k, definit pe MM, cste un cimp vectorial
E i
normal care nm se anuleazd in nici un punct al lui M (fig. 110},
Demonstrapie. Gradientul nu se anuleazd pe [M deoarece prin fpotezi
derivatels partiale f, f, f; ou se pot anula simultan in nici un punet al
Iui M(%1).
S aritim acum ol (T P), ©) = 0, ¥¥ € TxM. Pentrn aceasta observiim
ed dach z este o curbdl pe MM, atunci fla) = fla(t), yif), () = 0. Dec

if 8w  of Ay & . dr
E;{“]E?+ﬂ—l:“} dl+ E&fﬂ}di 0.

Alegind pe = astfel incit /i afbd vitezs inifinla

E(0) =T = 0,7 + 15 + 1aF,
in «(0) = P, ghsim

» a5 0 i dy s .
0 = f(=(0)) 7 {0} 3= f{=(0)) i (0) 4= fi{ (0]} 7 (0} =

= f{ Pty -+ f( Yoy % fi{ Py = (Vf(F), T},

Din punet de veders analitie, ecoatin plenulni
tangent la MM In Pz, ¥y, 50 este

(2 — zelfey 1+ (¥ — Yolfi + (= — )i, = 0,
iar cemafiile normalel gint

N ilarsie. S B | T . T
f:'ll -irﬁ I'I
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P In particular pentru reprezentares earteziand
g explicith = = fiz, y) avem :

% w planul tangent, & — 2, = pla—xg) - 94—y

pormaly, = — 0 L X% 2%
Fig. 111 Pe T -1
62 Observathl 1) Planul tangenl T el aproximalia lEiniark a suprafeiel [
in vecindlalea Iul P.
2) Cimpurile vecloriale nornmle apargin caleelutul din [R % Ele slnt folosite in stadial lai M
din punciul de veders al unui observator dia R

§7. Proprieta}i topologice ale suprafejelor

Stprafefe conexe, Fie x = I = M o curbil de pe suprafate M & [a, 5] = I
Restriciin «: [a, 0] = M ¢ numeste segment de ewrbd man l-segment pe
suprafata M.

7.1 Iefinifie. O suprafafd M 8¢ numegde conerd daod YP, (0 [M exesld
in segment de cirbd = : [a, b] = M, ol pufin confinnd, asifel fecit z{a) = P
il afb) = @, adicd imaginea x([a, b)) = M wneple punclele P 51 @ (fig. 111).

O suprafaft conexd (M este toatd dintr-o singard buemd, De exempluo,
exeeplind hiperboloidul ea dood pinze care nn este conex, toate cuadricels
nedegenerate sint conexe.

7.2, Teoremit. Fie M, si M, douit suprafete. Daci M, este conexd
iar F: M, - M, cate o aplicatie surjectivil & diferentiahili, atunei M,
esle Conexs.

Demonstratie. Fie R, 8§ doudl puncte arbittare din M, Deoarece F este
surjectivil existd P, ¢ € (M, aza ea F(F) = K, F{) = §. Dar prin ipotesi
M, este conexd 5i deci existd nn segment de curhil « care unegte pe P cu g
Tmagines Ini = prin funclia continud F este un segment de curbd ce
uncste pe B cu 8, adicd M. este conexd.

7.3 Comseeinfit. Dacd D este o mulfime deschizd si conexdi din plan,
iar r i D — M este o parametrizare, atunci /(D) = M este conexi.

T Exemplia. Hiperboloidul cu o pluzh este conex deoarece ¢l este mulfimea valosilor Tune-
el diferentiabile @

rmgchucdr P=bechusinrmz=cahy

delinlid pe mililmea conexd m*.

Analog putem stabili & flecare dintre pinzeles hiperbalaidulal co doud pinze esie toneXi.
Deoarees acesbe dond plaze sinl muljiml disjasete, reznlid e hiperbololdul en dould plare pe
vile comex,

.. Teoremd. Fie M o suprafajd conexd & f: M — R o aplicajie dife-
renfiahill.

(1) Dack df = 0, atunci f = const.
(2) Dacd [ ne z¢ anuleazd pe M, atuned f> 0 zau [ < 0 peste fot.
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Demonstrafio, Fie P, ¢ e M doud puncte arbd-
trare. Prin ipotezii acestea pot fi unite printr-un
segment de curbd a: [a, b]—+[M. Utilizind func-
pis diferenfiabild J‘m; [, &] = [fla(e)), fM=(d))],
o, d& [@ F], cdireia ii aplicdim teorema crogte-
rilor finite si proprietates lui Darboux, deducem
f = const. §i respectiv f =0 san f< 0 peate
tiot, Fig- 112

T8 Obwarwvabic Osuprafald n-‘ poate 11 privith e on spalio tapalogic §i In acest con-
text putem demsonstra cf [M este conexf dach §l numal dacd (1) [¥ ou este reunkunea & doud
miilfimi nevide, disjoncte # deschilze snn docd # numal dock (3) singarele smbmuljiml lochiss
g deschlse ale ful [M stot 2 M & M- B

Suprafefe simplu coneze. Suprafafa [M se numeste simple conesd dacd
orice curbdl inchisd de pe M poate fi deformatd prin continuitate (fArd a
pirdsi punctele suprafotei) astfel incit 84 se reducd la un punet (fig. 112).
De exemplu, sfers sste (conexd gi) simplu conexd ; cilindrul circular drept
{este conex dar) nu este simpln conex, deoarsee cercurile situate in plane
perpendiculare pe axs cilindrolui nu se pot redunce la un punct fard a jegl
{in eilindru ; hiperboloidul eu doufl pinze (nu este conex dar) este simpla
ey eto.

Suprafete compacte. TFie (w,#)e BT gi intervalul bidimensional Inchis
(dreptunghi inchis) D, ;e u g bh, o v g d.

Fie M o suprafatd. O funciie diferentiabild de tipul r: D, - M se nu-
meste 2-zegment in M, figurs 113. (Atributal diferenfiabild este folosit
in sensul ¢l r 2o poste extinde diferentiabil la un interval bidimengional
deschis ce confine pe D)

7.7 Definific. Suprafofa M 2¢ numele compactd daed poals fi acoperitd
prin imaginile wand sumdr finit de 2-segmenie.

De exempln sfera este o suprafatd compactd deoarece este neoperitd
de imagines 2-segmentului o, 0) = (z; - aocos ueine, ¥, -+ ¢sinwsing,
g =+ 0 00d v), (4, 0) € D, = [0, 2x] % [0, =), De asemenes tornl de rotatie
este o suprafald compactd.

Be atie ci orice functie (real®) continufi definitd pe un dreptunghi
inchis M, isi atinge maximul (minimual) intr-an punet din @, Acest rezultat
il fologim pentru s demonstra teorema urmdtoare.

7.8, Teoremi. Dach [ esto o funciie continud definitd pe o suprafatd
compactd [M, atunel f isi atinge maximnl (minimul) intr-un punct din M.
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Demonsirafie. Fie r:D, = M, 1 < i < k, 2-8egmentela ale ciror imagini
acoperd pe M. Decarece aplicatiile r, sint diferenfiabile, inr [ este continui
rezultd odi for; : D, - R sint functii continue. De aceen, pentru fiecare 1,
existd punctul (w, &) & D, in eare f.r, in valoarea maximi. Fie fir,(u,, v,))
cel mai mare dintre numerela fir(w,, 0,)). 84 aritim o P = ryu,, 1) este
punetul in eare f are valoarea maximd. Intr-adeviir, decarece r, sint in
numir finit, ¥ e M, existd un indice © aga ca @ = rifu, v) 8 avem :

JAP) = flryfwy, o)) 3 firdug, 0)) > firdw, o)) = fi@),

ecees o trebuie demonstrat.

Teorema anterionri poate fi folositd pentra & probs od o suprafais
nu este compackd. De exempin, cilindml M cu generatoarele paralele cu
)z o este o suprafatd compacti deoarece funefia coordonatd » di cota
2 P), Y P e M, & aatlel ea nu are o valoare maximd pe M.

0 submulfime M din R* ¢ numeste inchisg in RB? dach complementara
it R — M este deschisd in @2

O submultime M4 din @ se numeste mdarginitd daci distanta enelidiand
dintre dond punete oarecare ale sale eate mai mied decit nn numidr real
ilat. On alte envinte (M este mirginitd dacd poate fi inclusd intr-o sferd
de razdi finitd.

7.0. Teorema Heine-Horel. O submulfime din R? este compactdi dack
gi numnd daed ea esto inchisd gi mdrginitd.

O suprafafd de tipul (M : fiz, ¥, 2) = ¢ este inchisi deoarece ea constl
din punctele f~%{c}), {¢} este o submmifime inchisfi din R, iar f este o
functie continnfd. Astfel o suprafafd M: fix, ¥, 2) = e este compactd doedk
g numai dacd en este mirginith in @7 Do exempln elipsoidul eate compact,
dar hiperboloeizii nu sint compacti.

700, Teoremf. Dach f{z, v, 2) este un polinom omogen de gradol « > 1
aare are ¢l putin o valoare pozitivil, atunci M : flz, v, 2) = 1 este o supra-
rajd. Dacd fiP) =0 exeeptind F0, 0, 0}, stunci M este compaetd i
feiproe.

Drewonsirafie. Prin ipotezd existd un punct P, y,z)eR? asaca fir, v, 2)=
= g = 0. Astfel (M conline punctul _iﬂ::,_u, z) & deci nu este vidi Din

Vo
formula Iui Evler pentru funcliile omogene rezultii of orice punet @ care
satisface (@) = 0, @) =0, f(¢) = 0 eatishace gi Q) = 0. De aceea
¢ M 5i astfel [M este o supralati,

53 presuwpunem >0 exceplind originea. Fie sfora 8 5 ¢: § > R?
injectia naturali. Functla compugd fed : & =+ B este continug. Deoarece S

eate compactd functia foi are o valoare minimd b si 5> 0. Dacit Qe R,
AVEIT

Q) = 1¢1° ,r[i} > Q" b.

el
De acees pentru i) = 1 gisim || @] = -_i « Hezultd o M = Y1) esta
Ve
confinutd in sfera inchisi cu contrul in O g de razi -_‘ . Aztlel M esie mir-
1)

ginith st decl M este compaeti.
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Reciproc, presupunem of [M este o suprafatd compactd. Rezultdh cd M
eate mArginitdh §i deci f(Q) = |@]* b Do aceea f=0, exceptind origines.

EUPRAFETE TRIEXTABILE

.11, Definifie. O suprafopd [ e numeple orienfabild daood poredd un
cimp vecforial wormal 2 care &4 ni #¢ anulese in nici un punct of Jui M.

Din §6 reznltd of

— orice mprafatd simpld este orientabil,

— orice suprafatd M : fle v, 2) = ¢ (tare nu posedd puncte critice ale
Iui f) este orientabili. De E-I:"rl'.:?hl plamul, sfers, cuadricels nedegenerate
wte. gint suprafete orientabile. In particular orce suprafatd datd carte-
zian explicit este orientabils,

im fard demonstyatie nrmdtosres teorema.

7.12. Teoremd. Orice suprafatd simplu conexi gi conexd cste orientabili.
Pe de altid parte avem

713, Teoremd. Orice suprafad conexd g compacti M este orientabili.

Demonsirafie. Daci M este o suprafald conexdil gi compactd, atunci R®
ae descompune in doud pirll conede, uns margnitd 04 & alta nemirginitd
®? — M. Suprafata M admite dond cimpuri vectoriale normale unitare
opuse dintre care unul indicd reginnes nemirginitii. De acecs [M cste
orientabili.

7.14. Teoremd. Dl M. ozte o suprafaid orientabilfi, iar F: M, = M,
este o aplicatio regulatd, atunci suprafala M, este orientabili,

Dremonstrafie. Presupunem ed [M, admite eimpul normal nennl ¥ gl
construim funefis reali

ul(F, i) = (X(Q), T % 1), T, 0 e TyM. @ = F(P), Pe M,

Fie F, matricen Jacobian a reprezentdrii in coordonate a Ini F. Dack

@, b sint doi veetori independenti din TH0M,, atunci F g, F, 7 sint doi vectori
independenti din TyIM,. deoareca F este regulatd. ]Jhe?inim

(F* @)@, ) = p(Fod, Fyul)-
Deoarece F este regulatd rezultd F*u # 0. Constroim

. axF
Z{P) = e
(F*uld, 5)
Aceastd expresie este independentd de alegerea lui @ 51 3 5i di in fiecare
punet un vector normal nenul. De aceea P -+ Z({F), este un cimp normal
nenul pe MMy adied My esto orientabild,

Un cimp vectorial normal unitar pe o suprafafd orientabili [M se numegte
oriendare pe M.

7.15. Teoremd. Orice suprafafd conexd si orientabilil admite exact doud
orientiir,
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Fig. 114 Fig- 115

Demonstrafie, Fie £ un cimp normal global definit pe M. Cu ajutorul

lui putem construi pe 40 = 4 —_"-ﬂm sint cimpuri normale unitare.

1 ot
Si aritim acnm ef orice all clmp normal unitar trebuie sé fie -+ san — T,
Fie V un cimp normal unitar arbitrar definit pe [M. Evident avem ¥ w
= (7, flﬁ, unde f e (F, ) are in fiscare punct valorile —1 san -1,
Dupd teorema 7.6, f are peste tot fie valoarea —1 fie valoarea -1, c.c.t.d.

Totuitiv, teorema 7.15 aratd cf, suprafetele conexe si orientabile au
dond fete. O suprafatd ovientabili impreuns cu o alegere & unei oHentiri
(alegerea unei fete) 2o numeste suprafali orientald. Convengional faja care
corespunde alegerii sensului dat de 4-U' se noteazdi cu + (fafe posilind),
iar fata opusi se noteazd eu — (fafa wegatind) ; fig. 114 ; orientare in con-
cordantd cu regula burghiului drept.

Fentru suprafefele orientabile ce mirginese un volum finit sensul
pozitiv pe normald se ia prin conventie din interior cfitre exterior (fig. 115).

Daci M nu este conexd, dar se compune din porfiuni conexe §i orien-
tabile {de exemplu hiperboloidul eu douf pinze), atunci orientares eom-
ponentelor determing o orientare a luf [M.

88 ne referim acum ls suprafetele neorientabile, adicd la suprafetele
care au o singurd fah. Cel mai simplu exemplu este banda lui Mibius,
Un model al ei se poate obfine daed risucind o datd bueitica dreptunghiu-
lard de hirtie ABCH, se lipesc capetele ei in asa fel ineit punetul A 5
coineidd cu O, iar Ben D,

Banda hui Mobius (fig. 116) nueste global orientabild decarece orice
eimp normal Z definit pe [M trebuie s& se anuleze intr-un punct al lui M
§1 2d-¢i schimbe sensul Ia trecerea prin acest punct. Pentru a vedea acest
lucrn fie oz [0,1] - M o curbdl inchisd pe M en a(0) = of1) ca in fig. 116,
Diaed presupunem ed # nu se anuleazd in niei un punct, atunci risucires

5 ¢ in M 85 contradictia Z(«{0)) =—Z(2(1)),
deoarece functia Z(a(t)) este prin ipotezi
A r diferentiabili.

7.16. Teoremd. Orice punct P al une
supraféfe neorientabile M oste cupring
intr-o regiune conexd gi oricntabilfi.

Demonstragie. Fie D o multime deschish
gi conexi din plan g r: D - 4 o harts in
Flg. 118 . Dupd teorema 7.3, (D) este conexd. Mai
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mult, imagines D) este orientabili decarece £ = Fo % 7, [este un [cimp
normal nenul,

Teorema anterioard aratd cfd pe sn]:rra.feglt:la neorientabile exiztd numai
cimpuri normale local penule. In sprijinul acestei afirmatii vom da un
exemplu folozind wn alt model al henzii Mihitne, Fie a(w) = (eok w, sinw, 0)
un cere de rash oo situat in plannl 20y g [PE] un segment de longime
unu asexat radial en mijlocnl pe cerenl . Presupupem o mijlocul segmentn-
lui deserie cerenl gi simultan sepmentul ze roteste in § mijlecului 2in
(momentan in planul normal eercului), astfel inecit in momentul cind
mijlocul segmentului incheie o rotatie de 360°, segmentul incheie o rotafie
de 180°, Suprafata riglatli care ia nastere este o bandd Mdbius particnlard
de ecuatie vectoriall

Tiu, v} = &(u) 4- vB(u), ue[—%. Y

uudﬁ_ﬁ{u} f [ma -E-)E—F (H-ITJ. ;—)1—'

Deoaroee Z = F, % Fo ¢ 0 a5 local un cimp veetorial normal nenud,
rezultd e banda Mobins este local orientabili.

§8. Aplieajia Weingarten

In scest paragraf gi in paragrafele urmitoare introducem elementele
matematice ce caracterizeazd forma suprafetei intr-o vecindtate s wunui
punct al sfiu. Toate aceste elemente an la bazd o transformare liniard

definith pe planul tangent §i en valori in planul tangent numitd aplicafia
Weingarien. .

Fie M o suprafafd, X un eimp vectorial evelidian definit pe [M g ¥
un vector tangent la M in punctul P, Vectorul D=X se numeste dericala
covariantd a lwi X pe suprafofa M. Aceastd derivatd se poate calcula in
dond moder ;

(1) Iuim o curbi = de pe suprafata M astfel incit =(0) = F g G0) =7,
Explicitim componerca Xeox gi

d o= .
DX = — Xl b=
R o (o))l mpn

(2) exprimim pe X in forma X = j7 4 g7 4 M% § atunci
DX« Def 4 Degj + DebF.

Chiar dacd X este un clmp tangent la M, deri-
vata covariantd DX nu ezte in general tangentd
Ia M (fig. 117).

Presupunem aseum off M este o porfiune orien-
tabili dintr-o saprafaid conexd &1 cd ep » fosb
orientatd prin  alegerea cimpului normal uni-

tar .

1B



T 8.1. Definifie. Fig P un puncidinM g T
# spafiul lunfmfkgu M in P. f?uuﬂcgl'n dd_fl-ﬂ-iﬂli prr[tr:

B8.%) = — Dz U, TeTHM,

#e numepte aplicafia lui Weingarten alui [M in
prenclul P,

Deoarece T, constid din vectorii ortogonali
lni T(P), derivata D+ indich variagia
planelor tangente insensal lai F si aceasts di

Yig. 118 o deseriere infinitezimald o modunlui in eare
g curbeszi 4.

6.2, Teoremii. Aplicatia Weingarten este o transformare liniard & spa-
tiului tangent in el insugi (fig, 118).

Demonstrafie. Pentra o arita ci Sp are valorile in Tp [ trebuie &3 demon-
strim ol 8,(%) L T(P). Pornim de larelatinl = (I, T) pe care o derivim
in raport cu . In baza proprietitilor derivatel covariante avem

"M ;mﬁn .

0 =F(1) = BT, 0)) = 2(D:T, T) = —2(8:(¥), T(P)),

.6,
Lininritates loi S, este o conzecinfh o lindaritdtil derivatel covariante

Sp(aF 4 b)) = —Desl = —a D0 - b0, T =
= a¥p(¥) + bS:{w).

Funclia P - 8, va fi nomitd aplicafic Weingarton s suprafefei M si
va fi notatd en 8.

53 presupunam acum ci f = =(f) este o curbd din [M, iar T eate restrictia
cimpulni normal unitar la =. In acest caz observiim ol

8E) = =",
8.3. Teoremf. Aplicatia Weingarten este simetrich, adicd
(Sp(8), B) = (F, 8,(#@)), ¥7,E e TolMy

0 demonatratie simpld a scestel teotems este datd m § 12,

Toorams 8.3 este schivalentd cu faptul oid matrices atasstd  teansfor-
mdrii liniare S, in raport e o bazdi ortonormatd & Iei TeM esto simetrici.

Elemantele intrinsesi ale transformarii liniare simetrice Sp g anume
determinantul; wrma, valovile proprii (care sint reale decarece 3, este
simetried) si vectorii proprii au semnificafii geometrice pe eare le voin pune
in evidentd in paragrafele nrmitosre. Pentru explicitares aceztor elemento
este suficient s alegem o bazd {7, w} in planul tangent, s explicitim
matrices atazetd lai B, in raport cu aceastd bazd,

Bp(v) = av -I-Il"'r;:‘ [n cl]
Bp(ir) = o7 + di bod

#i s determindm determinantul, urma, valorile proprii §i vectorii proprii

ai asestel matrice.
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B Exemple

1) Fle 4 : ox + by -+ ez +f d = G un plan din B Evideol noenstn este o supralsil concxd
# oficolablld. Orientém pe M alegind
i ai + b + ck

al o B g

Decarese cimpul U este paralel avem S(3) = — Hgilr = 0, W2E T M =[M- Operatoral Weln-
garten este [destie rero ceea oo corespande faptulul intoitiy of planele o se Indoaie (flg. 119%

2) Fle m 12l o gl = opm ellindro clreulsr drept din H". Acensta edle o supfalald comexd
# orienfalili. Orlentfim pe [+ alegind

— - -

— o+ g+ 0k

Ll ] .
i

Fle " un pusct din m,.:,_ un versar tangent s gemerntoares e¢ treee prin P g : un versor
Bangent la ecrenl e secfivne ¢o (Fece prim P

Deoarcos £ = (), 0, — 1), gi*im Sp(e) = 0, ¥ P, adich de-a longul gemeratoared, U rimine
paralel eu el Inwagl. Analog & = (—f, ¥, §i glsim

Dgsi+ Doyl  —il+2  §

Splty) = — =2y WPEMM

F r

Aceasia aratd o de-n lingul ceroulul de seciiune cilindrul te corbeazd unlferm (Ng. 130).
3) Fie sfera 2% 4 5 4 2 = % Orlenlfim pe [ alegind

o A

r
Cidiadm

= 1 - - = -
B{F) w3l = ...T,;j.:li-:i-i- hﬂjq-ll-;n-].-—n;- Yo, YFPE[M

1
Agifel In aceat caz aplienfla Welngarten se reduce la muitiplicares eu — —. Agcastd wnalfarmi-
r

totle o lul 5 reflectd rotupfimes sferelor, adicd faptol cfi, W' P, sfera se curbeazd In ncelagd mod
In teate directiibe {fig. 13k
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Fig- 122

§9, Curbura normali

Forma unei snprafete influenteaz® forma oricfirei curbe de pe suprafata
reapectivii. Se punoe problemsa ca folosind anumite eurbe de pe o suprafatd
s} caracterizim forma suprafetei.

Presupunam cff luerim intr-o regiune a unel suprafete conexe [M orien-
tatd prin alegerea cimpului normal unitar 7.

Bl Lemd. Dacd = eate o curbd din [, iar 7 este restricfis  clhopuln
normal anitar la =, stunei

(BE), T) = =", T).

Demonatragie, Deoarecs =° este tangent la M avem I,".'ﬁf} 0. Prin
derivare gisim (7, T) 4 (3, ') = 0. Stim insf of 8(F") = — 0" §i astfal
formuls din lemd este adevirata.

Formuls din lans precedentd aratd c¢d componenta normali a accele-
rafiei Ini =, componentd care apare din canza ﬁdnlﬁi suprafeted, depinde
numai de ' 5i 8[="). Co alte cuvinte componenta normali a acceleraiel
in punetul P este acopasi pentra toste curbole de pe suprafafd ce tree prin
P on acesnsi vitesd v (fig. 1232).

Aceastlh observajie ne sugereazl si caracterizim incovoierea suprafetei
dupd o directie prin funciia din definifia urmitoare.

8.2, Dafinitic. Fie d un versor tangent la M in P. Numdrul k() =(8(¥¢). 7)
a0 numegle curbura sormald a Twi M o directio Tui 9.
Deoarese avem :

ku{—%) = (8(~F), —¥) = (—B(@), —7) = (8(F), ¥) = k(?),

numdirul kf€) este definit pe direcfin tangentd Ls M iu P generatd de ver-
sorul ¥. Astfel, desi evaluim pe k, pe versori, avem totusi de-a face cu o
funciie reals ps mulfimes direcfiilor tangente la M in punctul P,

Fie ¢ un varsor tangent la M in P. Considerim o curbi & de vitesd unu
pe M astfel inclt «(0) = P gi &70) = ¥F. Ttilizind lema 9.1 si formulele
lui Frenst pentru curba a, glsim

kJ(B) = (B(E), F) = (S(&'(0)), F(0)) = (F(0), T(F)) =
= R {0X ¥ (0}, T(P)) = k,(0) coa 8,
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Fig. 123 Flg- 124

unde &0} = 0 este curbura lui « in punctal P, iar § este unghiul dinire
oormals principald & curbel i normals saprafefel (fig. 123).

Functia reali definitd prin 8 = E(¢) = k (0)coz 0, b€ [0, =] arath i
incovoieres maximd s lni M este indicatd de corba « pentra care 6 == 0
gan 0 = = (punctele de extrem ale funcliei). Aceasti curbil este intersectia
dintre M si planul determinat de F, E"{I-']. ¥ §i e numeste sectiunca normald
a i M in direcfio lui &.

Pentrn sectinnes normali a, de vitezli uom, avem (fig. 124): 5(0) = ¢,
acteleratin g"(0) = k0) fﬂ:lj aparfine planului de secfinne gl cste per-
pendiculard pe a'(0) =&, N(0) = & U(P), ku(e) = @k (0).

Fie P un punct din suprafata [M, € un versor tangent la [M in P si k(&)
curbura noroali corespunzidtoare. Ttilizind sectinnea normali a Ioi 04
in directia lui ¥ s tinind cont ed normals principalf X s unei curbe din
epatin aratd sensul in care aceasta ee curbeazd, putem da urmitoarele
interpretiri geometrice ale semmpulul Ini k(%) relativ la alegerea cimpului
normal unitar £,

1) Presupunem k(€)= 0. Rezultd ci TP si N(0) au acelasi sens.
De aceen in vecindtates lui P gl o divecta lui ¢ suprafata se incovoaie ln
sensutl indicat de U(F) (fig. 125).

2) Presupunem k(F) < 0. Rezulia ci T(P) i H(0) an sensuri opuse.
De aceen in vecinfitatea lui P si in directia Ini ¥ suprafata se curbeazd
contrar sensului Ini O F) (fig. 126).

3) Fie k(F) = 0. Rezulti k(0) = 0 g N(0) pu este definit. ¥u putem
Bpune precis care este forma suprafeier b vecindtatea punctuloi considerst

(2]
E!PJIFI‘EJJ "
1 4 \r
o 4
B )
Flg. 125 Flg. 126
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pe directia ¢ . Putem insd afinna of intr-o ve-
cindtate alui P pe directis & suprafajs se
curbeazd foarte pulin.

Preaupunem acuwm ¢4 fixdm punctul P ogi
i extremitatea lui ¢ deserie un cerc in pla-
nul tangent. Diversele sectiuni normale ce se
pot faee ne dau informalii despre forma so-
prafefei in vecindtatea Ini P in diferite di-
rectii (fig. 127).

Fie by = max ka{e ) u ky=min EJE L Acesta

a =1 #
Flg. 127 OLIene m:.i::!t}i detarasse |L111|l[i:||||3.-.:| dletarmi-

naté de relagin [€] = 1 este compactil (cere), inr funclia o-—+& (&) este
continui.

8.3, Definifie. Numerele ky gi by g2 numese ourburile principals ale lei M
in punciul P, Direcfiile pendru care s¢ pisese aoeale volors exframe 8¢ mitneng
direcfic prinoipale ald Tue 04 i P, Versorii acestor direcfii s¢ numese vaclori
principali o luwi [ in puactul P, 2

Dacdi in punotul P avem &, = k., atunei rezultd k(¢ ) = const., adicd M
ge onrbeazd Ia fal in toate directile si toate diveefiile ee tree prin P sint
prinei prade,

9.4. Dofinifie. Dacd & (6) = oonst., ¥ & € T, |0 ||=1, afunoi punctul P
#¢ numegle punct ombilioal.

8.5, Teoremi.

(1) Dacdi F este un punct ombilical, atunei operatorul Weingarten in P
se reduce Ja multiplicarea cu kb = k. _

(2) Dacdh P nu este un punet ombilieal (&, # k), atunei existi doud
(3i numai doud) directii principale ortogonale. Dacd 7, 8 7, sint vectorii
principali, atunei

'E:El] = Ky -S:E'g] = Fipf 4

Altfel : Curbarile principale ale lui M in P sint valorile proprii ale lai 8.
Vactorii principali ai lui (M in P sint vectori proprii ai lni 5.

Demonstratio, Fie {e, ¢} o bazik ortonormatd o lni TpM. Avem
EFI] = 88, + 'S::I?I
S(Fq) = S8y + Baéa
unde &, = (8(€,), E‘ﬂ, ihj=112 g 8,=48, din simetria Iui 8. Pentru
orice vartor nnitate & tangent la 4 in P putem scrie (fig, 128)
g =¢8(0) =cosBe, +sinbe, e [0, 2x).
Cu acestes curburs normall devine
Fi8) = E#F(0)) = (8(cos 0F, + =in OF,,
cos OF; - gin 06 ,) =
= 8, c0s?l 4 28, sinfeosd + Fosind, Be [0, =)




Prin derivare glisim

,{‘:f_ﬁ o= 2(8yg — By, 5in 0 co8 O 4 28,,{cos?§ — sin?0).

(1) Punetul P este ombilical s - "1-" — 0, V0 8, = 8, 8i 8, =0.1In

acest caz motind k(F) = ¢ [mmta.ntm obfinem S(F) = cos 0 8(F;) +
+ einBS(E) = 8,,F = k(6 = &, ec.trd.

(2) Presupunem of P nu este un punet ombilieal. Putem proba ugor off

% — 0 are douf solutii 0, 0, + E in intervalul [0, 2x) si ci la trecerea

lui § prin aceste puncle Eﬂg izi schimbi semnul. De acees pe aceste donii

directii ortogonale k,(2') isi atinge extremele.
Presupunem acum of funcfis k,(€) 15 atinge valoaren maximd &, chiar
pe &;. Rezultd 6, = 0, k; = 8, sl ajnd—']-; (0) = 0 rezultd 8§, = 0. Din

mfionamentul precedent dedueem el valoarea minimid by == 85 este atinsh
In directia lui #. De acesn

S(E) m Kby, S(E) = k:-én
.o.trd.
Ca o consecin{d avem :

9.6. Formula Eunler. Fie k, &k, curburila 'Ipn.'l:Lm]mlE. g ¥, & vectorii
prioeipali ai Ini M in P. ]Jar:ﬁ == eos B8, < gin 0d,, atunci

E () == Rycos®d 4 ksintd.

Yom utiliza acum curburile principale k() & k(. P) pentian & construi
o aproXimare pitraticd o suprafefel M in vecindtatea punctnlui P, Pentro
Rocasta presupunens o :

(1) P este origines Iui R
(2) ToM = =0y,
(3) Tr = (1, 0,0)p §i Jp = (0,1, 0), sint vectori principali,

In vecinitatea Ini P suprafain [ poate fi re-
presentatd in forms & = fiz, ) pe care o orientim
cu ajutorul lui (fig. 129)

- =EI- LI IE
N+5+5

Din (1) i (2) rezultd fi0, 0)= {0, 0} =£{0, 0)=0.
D aceen avemn wrmdleares aproximare Taylor

7~ —; (20, 0) + 2zyfunf0y 0) 4 ¥H(0.00).
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Prin caleul direct gisim
BT} = ful001T + fu 0,00,
S = L0007 + fiu(0,0)].

Din (3) gi din teorema 9.5 deducem f,(0,0) = 0, fu(0,0) ==k, gi fa(0,0) = k.
Aceste rafionaments aratd of in vecindtatea punciulni suprafata ™
are aproximativ aceeagi formf cu suprafaja

. =.§ (kx4 ko)

pe care o vom numi aprozimares pdtratiod a lui M in vecindtatea lni P.

Definitiile 9.3, 9.4 i teoremele 9.5, 9.6 an fost formulate pentru punctul P,
Ele sint valabile in toate punctele din r{-.giu_,na.a.. origntatd & lun M unde
este definit cimpul vectorial normal unitar U7. De acesa

P k(P), i=1,2,

vor fi doud funefii reale &, &, definite pe acesasi regiune cu 0. Aceste
funetdi se nnmese cirburide principale ale lni 4.

8.7, Exemplu. Fie clicoldul drept M 5 = o cos o, g = o sin 8, & = 5, {if, #1E R He pro-
puncm s ghshm curbure pormald @ curburile principale fn punctul carest al lul M Peatro

acensta representim pe[Min forma 7 = o cos B i £ maln b + 0 £ Vitezsle parfisle sint

'r'.—»:ﬂr?-i- IIHEJ’: F.—-r-u 1l|'|n!-|'-u mnfﬂ- i

T-‘ Foo mbegerm drept bazd srtomormaid s plasslal angeatl In punctal curént al

Iheonrece
saprafelei pe
P 1

o - -+
£ e e g B 4 o],
LA

& 1 z —i.rlln.li'ui-ur.qllf-pi
[ L - -
T 14

Orlentdm pe 4 prin abegerea lul

= FouF, tin & I M ' -
[ | Fisw ]"1+u' o+ )
Avem

d == = - -
B nulnl- |_..‘.'.”"E:- L, A 1 i

diz O+ EPR (g 4Pt (1 4 untnt

S(3,) ' S T
(A | lil FI-I-I'(FEI.-#I.I' F|+u" )
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B aceca @isim

B o= (S ) =0, Sy o= (S(egd o) =0,

Sys = (SGM ) = s SN = ——

14 ut
Fle ¢ = cos 88 + #lin 82, Oblinem
in 26
(B = k(3B = — ——
1 o a?
§i e
1 I
= — iy KO & ——
1 4 1 .m 1 +u"'
wdici
'F3 3 1
"“"'*-(T *"“‘] “TEa
| 1
**"’-{T‘*'* "‘] et

g0, Curbura Gauss

Fie (M o suprafatd si § aplicatia Weingarten. In acest paragraf vom da
semnificatiile geometrice ale determinantului i urmei operatorului S.

10.1. Definifie. Funcfis K = detS:[M — R #¢ numeste ourbure Gaowss
a suprafefei M. Funglia H = % urma 8:[M -+ R &2 numeple qurburg
medic a suprafefei M.

Curbura Gauss: si curburs medie 2e exprimd cu ajutorul curburilor
principale k, g ks

10,2, Lemd. Avem

K == Ry kg, H-FE:—"'JF_

Dawiosigtrafie, Fie P un punct din M. Toate matricele ce se pol atasa
aplicatiei Sp an acelagi deferminant g aceeasi nrmi. De acess pentru
ghsirea determinantului §i urmei lui 8p este suficient sd alegem in planul
tangenl T o bazd convenabild in raport eu care aplicatia 8 sd fie
reprezentatd de o matrice simpli. Alegind dvept bazf vectorii principali
&y, £ dlin teorema 9.5 reznltd cf Ini 8¢ ii corespunde matrices

[kl{P} 0 ]
i k)
#i astfel lema este evidentd.
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"f.l' {,ﬂ;rﬂ f;fﬂ?'ﬂ.

Fig- 131 Fig. 132

Observafie. Dacd U se schimbd In — U, atapci &y gl k, s schimbd respectiv in — ky,
= kg, curbum medie B ge schimbd tn —8M, br eorburs Goess K plmine seschingbotd.

& In continuare vom da interpretarea geometrich a semomlui eurburii
AR,

10.3. loterpretarea semnulei loi K{1)

1) Presupnpem of in punctul FPe[M avem A(P) >0, Din K = kk,
reznltd o &(F) gi kJP) an acelasi gemn. Din formula Enler remltd k(€)=
=0 san k8) < 0. Aceasts inseamnd ol in vecindtatea lui P saprafata
g incovoaie fie insenzul lui I, fie in sens contrar. Aproximarea pétratich
a lui M in vecindtaten lui P este paraboloidul eliptic 2r = k({P)e® +
+ ko Ply® (fig. 130).

2) Presupunem K(FP) < 0. Din K = kk, remoltd ed k(FP) gi k(F) an
Barine opise. Aproximarea piilrstici & Iui (M, in vecinftaten Imi 7 este
paraboloidul hiperbolic 22 = E(FPua® - &UFPc De acesa in veoindtates
lni P suprafata aratll ca o sa (fig. 131).

3) Presupunem K{F) = 0. Deoarece K = bk, considerim urmitoarels
doudi eozuri

(&) numai una dintre curbuarile principale este zero, de exemplu &) &
# 0, &yl P} = 0. In acest caz aproximarea pitraticl este cilindml parabolic

8 = k{P)a®
gi deck, in vecindtaten Ini P, suprafata M arati ea o albie (fig. 132),

(b) ambele curburi principale gint zero
E(P) = Ry P) = 0.

Aproximarea pitratich se reduce la planul 2 = 0 § nn
putem obfine nici o informatie cu privire la forma lui
M in vecindtaten lui P, Un punct BE 04 pentru care
Bl P) e 0y B P} me O 80 numeste punst planar,

10,4, Exemplo

{1 Torul de rotatie este un excepln de saprafati pe care svem
dera faee cu cazurile 10 2 4 3) (ak

In punciele reghingl A (Ng 135 avem K =0 dearces In acesls
puncte toral se indepdricazd fald de plasul tangent. [n punclele res
ghundl B pvem K =< @ desarece In veclnltntes oflcidrul punel din
aceaild roghine lorul smmadnd eu o, Po eede doud corcward cane
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separd reglenile A § I avems K = 0 decareee de-a luagul aceator ecrcurd torul seamidnd
{leml) cu o albie.

{2) Pomnctal O, 0, 0) de pe saprafata (Hg. 134)
i e fxp? = Feir - 1g)?
eile un punet planar.

In continnare vom da formule pentrn calenln] funegiilor K i H,

10.5. Lemd, Dacli ¥, 5i 7, sint doi vectori liniar independenti tangenti
Ia M in P, atuneci

E[Fl]' - F’ "F' $I. o E[F.’ = EH‘.PT?I - ?!-

Dremonstrafie. Deoarece ¥y & 0, formeazd o bazd o planului tangent TR0q
putem serie

(T} = aF, + b7,

5(Fe) = o7, + d¥s
Astfol

a c]
b d
eate matricen lui & in raport eu baza ¥, 7, Gizim
K(P) = det 8 = ad — be, mm_—-;- urma § = ?'?{u+ ).

Fologind proprietafile produsulnl vectorial deducem

E[_ﬁl} = Eﬁ:} = {E-E| + iﬁ"';}H IE?| 'i' ﬁ::' L2 ] {ﬂ"li — h‘}i‘.i H?:'_ K{P_ﬁﬂ H?!-
Analog se ghzeste relafia in care intrd H{P).
Fie soum 1._""; gi ﬁ: doufi cimpuri vectoriale tangente independente defi-
nite pe o reginne orientatd a lui M. Tn baza lemei precedente avem
ST} x BV =KV, x Vy
IE-*F:_:I b4 ?t + _1}:_ ':l": H{Trt =EHTIL H F,.
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Decarece cimpurile 17"1 gi f, sint liniar independente, adick Ltﬁ » f,ll'
= Inmnlt.lnd pealar ambil membri ai acestor ecuatii eu eimpul normag
F, x F, gi ntilizind identitaten Lagrange gisim

| (8(Vy), F.} (S(Vy, 7l |
g LSV T (87, V)
(Fy V) (Vo ¥
(Ve 7 (Vi Vo)

SV 7 SV V| | (FuF) (FuFa

Aol V¥ u¥) | (87, V) (8(Fy), To)
o Vi ¥ (¥, P

(Fa T (Fy Ty

+

Evident functiile K gi H astiel obtinute gint diferentiabile,
Dack funectiile K g H gint cunoscute, atunei curburile principale sint
date de formulels din consecinta nrmitoare.

10,6, Consecinid. Pe o regiune orientatd U din [ curburile prineipale
gint date de

ky ky=H 4+ Vi K,
Demonsirafie. Belatiile rexnltd din fwptul o3
gl deci
e P L el L
4

Formulele precedente aratd of Tunefiile k; g & ol continue pe U.
Aceste funetii nu sint diferentiabile in punetele in eare H! — K =0,
pdicd in punctele ombilicale. Dack U nu posedd puncte ombilicale, stanci
functiile k, i k; sint diferentiabile.

54 prezentim acum unele tipuri de soprafete,

10.7. Definipie. @ suprafofd pentru care K = const. se wumegle suprafafd
ou curbura constantd. [n particular suprafefele pentrw care K = 0 2¢ mai
numeze @t focal suclidiene.
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10.8. Exemgple,
{1} Supratata de rotajle
tem T2 = preen B P, 20

numils pseude-sferd, fig. 130} are eurburg K o= —1,
{2) Planul {fig. 119}, cilindrul clreulsr drepe (fg. 1204, conul fhed virf, banda Mabies (g

116) elc. dlob eXemple de sopffele local eticlldiene.

Suprafetele desfimerabile (adied suprafelebe riglate pentru care elmpul normal este paraled
In [R* de-a lungul fleclirel gemermtoare} slot local ewclidens.

Hegipros, supraletebe conexe, Inchise (ca sabmulilme In [B") ¢ bocal enclldiens sint desfijura-
hile. D¢ asrmenes ele sint local izometries cu planal, adicd existl o aplieatle definitd pe supra-
fata respeetiva 8b eo valorl In plam eare padstreanzd produsul scelar ml veclorilor langenii (I2o-

meedrie loculd ).
{3} Sera S+ p* + ' = 1 are curbura K = 1L

10.9. Definifle. O suprafopd pemtru care H = 0 go numegle suprafofd
minimald,

Facern observatia cd suprafetele minimale au curbure Gauss K < 0,
deoarece din

Huk‘T‘f"*mu resulth ¥ = —kg

Exemplo. Elicoldu] cu pian director (flig. 138) este o suprafaid mintesls.

Denumirea de suprafagd minimali provine din aceea ofl, dinfre toate
guprafetele ce trec printr-o curbd inchisd, suprafaia de arie minimd are
ourburs mwedie puli.

§11. Formele fundamentale ale unei suprafege

Fie F un spativ vectorial eselidian real si & ¥ =V o transflormare
liniarit simetricd. Funcjiei & | se poate ataga forma biliniard simetricd

AV =V =R, &, w) = (Flv),w)
| = ¢, #F° “l



&1 deci implicit forma pitraticd
Q:¥ + R, Qr) = o, v) = (F(r}, v).

Porma biliniard simetried o (implicit forma pdtratied Q) atasatd wned
transformdri linjare simetrice 5 contine exnct aceeasi informatie ca gi
F deoarcce F poate §i recuperatd din formmla

(7o), 10) = % [Q(e + 1) — Qo) — Qo))

care este adevirati pentrn orice vectori o, w0 din V.

Fie M o suprafatd, F un punct din M 3 T spafiul tangent ls [
in punctul P. Forma bliniacd sinetrvied Ip azocitd idestitdiin pe T
sddicd functin reald definitd prin

Ll ¥, ?‘5.'} = (7, TF]'J T i e TpM,

Ao numeste prima formd fundamentald o suprafefei [M in punciul P, Se
observi o I nu exte sltceva decit un produs sealnr fiind restricfia produsu-
Ini scalar din R? la swbapaginl bidimensional THAM. Funcfia F - I, #o
numeste prioa formd fundamentald o suprafefei M §i 8¢ noteazd en L.
Geometris pe M dervati din prima formd fMndamentald se nnmeate
geometrie indringecd, Confinutul acesteia reznltd din faptul i funetin I,
gi deci cunoagterea produsului sealar pe fiscare ToM, permite caleulares
lungimii uoni are de curbd de pe saprafsia M, o unghinlei dintre doud
tangente lo suprafais M, o ariei unai porfinni din suprafaia [ ete. Do
exemplu, dach «: [a, 4] == [ este o onrbid regulatd, atanci lnngimea lni «
eata datd prin

"I

df.

|

fia) = S 2

i L

=

tl

Prosupunem of M esto o saprafafa oonexd & notdm e £ muljimes curbelor
regulate « : [a, #] —» (M care unese punctul P = afa) en punetul @ = ab).
Distantz de la P la @ se defineste prin

di P, @) = inf Ka).
=ED

Aceastlh expresie definegte o distanfd (mefriod) d pe [M §i deci o suprafald
conexd este un exemplon de spafiu metric. Mal muolt; topolegia lui M
determinatd de metriea d esineide co topologio originalil & loi 4 (ca sub-
warielale),

Fie M o suprafatsd orientatd, P un punct din (M §i T.04 spatiul tangent
laMin punetul P, Forma biliniard simetricd IT, asociatd aplicatiel Wein-
garten §p, adicdl fancfia reali definitd prin

]Ir{;r EJ = iErle'?r E}r I;! we T:M,
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so numeste a dowa formd fundamentald a suprafefei [ in punciul P. Forma
piktraticd corespunzdtoare se poate exprima prin

I0(F, F) = (ST), F) = (&"(ts), TP,

unde «:f —+ M cste o ourbi din M pentru care aff) = P, &'(f,) = 7,
jar I este cimpul wvectorial unitar nmormal la M. In particnlar, pentra
1% ||== 1, numdrul IT:(7, 7) este ogal eu eurburs normali a lui M in punctal
P, in direcfin ¥. Funefin ' —= IT, se numeste @ dowa formd fundsnentalid
o suprafefei ™ gi #e noteaxd ew I7. Cunoasterea acestein este echivalentd
eu cunoasterea aplicatiei Weingarten. De aceea gecmetria pe [M ce emand
din & dous formd fundamentald confine elemente matemolice ¢o  permit
deserierea formel suprafefel local san global : eurburd  normald, ewrbord
principale, corbura Gauss, curbura medie ete. Degi toate acestea sint
introduse pornind de la eimpul vectorial unitar pormal pe saprafais M,
adied de la un element care aparfine calenlului din R? totusi Ganss o
dﬂlmnntmt ol curbura care azi i poartd numele este un element intrinsec
Ilmate. exprima cu coeficientil primei forme f1|1'|d1mmnluh.:l Proprie-

l-ﬁ.!-l suprafetei M eare nu depind numai de prima formd fundamentalis
B numese propricdfi rigide,

Primele doud forme fundrmentale Imﬂmunti. eu anumite relatii intre
coeficientii lor fixeazd suprafata M p o jzometrie in

Forma biliniard simetried 11T, Mmam patratului aplimplei Ini Wein-
garten Sp, adici functin reald definitd prin

IIIH¥, ) = (8}F), %) = (Sp(T), Hp(W)), 7,9 e ToM

e numeste o treia formd fundamentald o suprafefei M in punciul P. Acessta
determind funcfia P — Iy, notatd cu IIT s npumitd o treia formd fanda-
mentali a suprafefel M.
Formele fundamentale I, IT, ITI, curbura medie B g ourbora Gamss K
sint legate prin relagia
1 — 21T + KH-f = 0.

§12. Formule de ealeul

Fie M o suprafatd. Ne propunemn 33 exprimim curbora Gauss K, enrburs
medie I g1 curburile principale &y, E; en ajutoral uned hicgi in (M.

Fie r:[D - M o hartd en ajutorn] ciireis reprezentiim o portinne r(D)
din M. Acested hilrti i atasim trei funclii reale

B e [F.q Fu)y & = {F“ Foly &= {Fn F.}

definite pe M. Functiile F g & gint strict pozitive /"
deparece represintd pitratele longimilor vitezelor parfi- K ¥
ale. Unghiul 6 dintre 7, si ¥, depinde de F (fig. 137) 4

deoarece g

e

VE™
F oo |7, || 7]l cos 8 =) EG cos 6, Mg 157
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Functiile E, F 8 & misoard modul in eare r indoaie reginnea pland D
pentru & o aplics pe reginnes eurbd r([D) din M. Aceste functii determind
complet prima formd fundamentald a suprafetei. Intr-adevir, dacd 7 & §
sint dod veotori tangentl la M in punetwl e, 7}, atunci avem

{‘} E - ﬂﬁ:i +E:F1.: T" - 'E'J_F- 'i' bj?i
&t deci
I(d@, b) = (8, b) = B oy + Flayhy + agby) + Gaghy.
in particular pitratul elementului de are (al unei curbe de pe D)) este
ds? = (dF, dr) = Edu? +2F du de 4 & det,

_ Uu ajutorul vitezelor parfiale ¥, si 7, se construieste funcfia vectoriald
Z = Ty T, care atageazd fiechrui %mt (4, v)e @ un vector perpendi-
cular pe r,, ry in punctul #{u, ¢} € r (). Avern

I Z] == || Fu % Full = | BG —F* =0 (identitatea Lagrange).

Din punct de vedere local, funetin Z poite fi privitd ca un eimp vectorial
onormal pe rD) = M #i cu ajutornl ei construim cimpul normal unitar
I ¥e % ol
Conform  observajiilor anterioars, caleilul derivatelor sovariante ale

cimpurilor vectoriale defipite pe M in punctele curbelor parametrice «le
hiirfii r sa redues la calenlul derivatelor pargiale in raport en w §i v Dacd

":{“'r ¢) = (w{u, v), ylw, ), =2(u,0))
atumei

To= (s ¥a1 2a)s ;:l = (Tgy Yu» T4}
ai

-l:l-" - {.-Tnlg L :'Il} = D",-;l!
For = [Taps Yuws For) = ]}':.;:! = D"}__rrn

.:F-' = {I-"r By E'l‘} - u:_?h

gint vectori legali in u, ©).
Fie & aplicatia Weingarten atagatid lui . Cu ajutorul e definim pe D
alte trel funofil reale

= (8(F.), F.),
= {S{F.}. Fl} - Flr S[Fr”r
A= {.ﬂ'{;,}, F.i.
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Decarece ¥y, ¥, constituie o bazd o lui TAM,[¥' P e #D)= M, aceste funetii
determingd unic a doua formd fundamentali. Intr-adeviir, dacd @ gi b sint
doi vectori tangenti la M in punetul riw, v), atunei avem egalititile (o)
gi deck

(@, b) = (8(@), B) = loby 4 miaby + aby) + nagb,,

tn particular
(B(dr), d7) = [ du® 4+ 2m du do 4 n de*.

Coordonatele Ini S(v,) & 8(¥,) in raport cu ¥, ¥, nu sint simple din cauza
faptului cfi baza ¥, 8 ¥, nu este in general ortonormatd. Avem insfi avan-
tajul o ohtinem expresii simple pentrun curbura Ganss si eurbura medie.

12.1. Teoremd. Dacd # este o hartd in [, atunci
in = m*

B — F;' .H-I:I":I e

61 — 2Fm 4+ En
2EG — )

K(r) =

Demonstrafie. Expresiile Ini K(F) i H{P) in funetie de vectorii ?.{P]
A F.{PJ tangenti la M in F sint date in §10, lema 10.5. Daci vectorii
V(P) si V4 P) sint inlocuifi eu vectorii ¥.(u, v), ¥.(u, v) tangenti la (M in
¥{u, t), atunci gisim pe K{ru, v)) gi H{rlu, v)). )

Dacs harta r reiese din context, atunci functiile compuse Kir) gi H{r)
vor fi sorise pe scurt K gi H.

Determinares funcfiilor I, m si v pornind de la definitie este complicstd.
Do acesy, urmind ideea din lema 9.1, vom gtabili nigte formule mai avan-
tajonse din punctul de vedere al calonlelor. Deoarece

([, F.) =0

derivares parfiali in raport cu ¢ [derivarea obisnuid de-a lungul curbei
de parametra o) ne di

'] = i tEp ?._:' F= Lﬁn FI:I + ':UT;;I]"
2u

Pe de altd parte gtim ci
T, =— 87,
gi astfel gisim
m = (B(F.), Fo) = (T, Faa) = (T, Foa) = (Foy ST
Astfel sin pus in evidentd o noud formuli pentro
caleulul boi s (fig, 138) 5i am demonstrat of ope-
ratornl & esbte simetrio.
12.2, Teoremd. Dacd r este o hartd in M atame
[ = (8T, Fu) = (T, Fu),
m = (B(F.), Fo) =(Fur SFN=(T, Fu),
H= tE[_r.t..lr ‘_F.,:l o {ﬁ: _r-l"-:l'




Demonstrapie. Pentru I se deriveazi ﬂ={[}; ¥} in raport cu w, iar pentro
n se deriveazd 0 =(U, ¥,) in raport cu e,

$13. Corbe speeiale pe o suprafaji

Carbe principals

13.1. Definifia. O curbd regulald « de pe supra afa 04 s¢ numegle curbd
principald zau linie de curburd doed vileza sa & delerming in fiecars punet
al curlei o direcfie prifgcipoald.

Astlol enrbele principale sint trajectorii in  directiile in eare curbura
mwormaks a im 0 devine maximd sau minimd., Abstracfie ffiecind de re
maetrizivi, prin fecara punct al lui M, eare ou este panet ombilieal, te
dond u:urhu principale (necesar ortogonale).

13.2. Teoremi. Fie = o curbd regulati din M si U restrietia cimpului
normal umitar s a. -

{1) Curba o cste principald daed gi numai dack I7 g & sint coliniari in
orice prnet.

(2) Dack = este o curbd principald, atnneci

& r" 7).
kl T-LITH —-u =]
(II'I i ')
Tremongtrafie. (1) Curba o este prinmpali dmed 81 momai dack Sk’ s

& sint coliniar. Pe de altd parte Si@') = — o gi astfel afirmalin devioe
evidenta.

{2) Deoarece 'I-I:J i este un vector principal avem
-4
4 & &’ 8= %) _ @0
= & g | ¥ -:—]1"!:"--—-3-— :.'HT..
i B Ry v "'[u } ( (ua’d) = =F (&)

(vesi gl lemin 9.1).

Corde mslmpiolice

Directiile tangente lx aupru.fa.l:l- 0M pe care curbura normald este  Zero
g numese direefii asimptotice. Cu alte cuvinte un vector ¥ tangent la (M
eate admptotic «=k{?) = 0 = (8(F), 7) = 0.

133 Teoremii. Fie Punpunct din suprafata M.

{1} Dacii E{FP) =0, atunci in F nn existd di-
rectii asimptotice,

(2) Dacdi K{FP) < 0, atonei existi exact doul
directii asimptotice in . Bisectoarele acestor di-
rectii sint directiille principale. Unghiul dintre o
directie principald #i o directie asimptotich cste dat
de (fig. 139)

HF)

gt = —
¥ kol I}
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(3) Fie KiF)e= 0. Dacd ' esie plvar, stune oviee directie e trece
1.!}.an P este asimptoticil. Dach P nu este planar, atunci oxistd o singurd
irectie asimptoticl care eite si direclie principald,

Demonstrafie. Totul reznlid din formula Ealer
kW) = k{05l + kil Plain®h,

{1} Deoarece &y, &y au acelasi semn rezultd k() = 0.
{2) Deoarece &, si &k, an semne contrare, din ecuatia

kye0s20 4 K SN0 = 0

oblinom dond directii asimplobice.

(3) Daci P ooste planar, adicd 5{(P) = kP =0, remltd E(u) =0
gl deei diveeiibe ssimptotice sint nedeterminate,

Dach k(P) # 0, kfP) =0, atunei &(u) = &(F}eos®d e annleazd

numai pentrn § = :-_? 81 deci ¥ = 7.

13.4. Definifie. O curbd reguiald a din M 2¢ wumesle curbd asimplolicd
dacd viteza ga & dd in fiecare prunct o direcfie asimptotiod,

13.5. Teoremi. Fie a2 o curbi regulatd din M si U restrictia cimpualui
porinal anitar la

(1} Curbn = este asimptoticd doaci i nonmai dacd 74 si & gint ortogonali
in orice punet. _

(2} Curba = este asimptoticd dack si numal dacd acceleratia sa =™ este
tangentd In M.

Dremongtragie. (1) Curba = este asimptoticd <= k() = 0 == (§(2'), 2")=0,
&i {inind cont ed S(F ) =—F, e (I, %) = 0.

{2} Derivind pe (T, 2') = 0 gisim

(T 7) + (T, %) =0

i e [E."r;:"]- ﬂwtﬂ ') =

LG, Teoremi. O suprafatd @M este minimall dacd gi numai dack in
Tisrare punet al sdu existd doud direefil asimplotics ortogonale,

Demonstrafie. H{P) = 0 e E{P) = —k(F) #= (1)P este planar (8 ori-
terinl eate banal) san (2) K{P) <0 on 0 = 5 Tﬂ oeea op Insepmna of cele
dowd direcfii simptobice sint ortegonale.

13.7. Teoremi. Dacl [M este o suprafald riglatd, atunei (K < 0. Supra-
fata riglatd (M este local enclidiand (K = 0) dacd gl oamai dacs T eate
paralel de-n lungul fiecdrel gaporatoars & lni M (de-a lungnl generatoare
avem acelasl plan tangent),
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Demonstrafie. O dreaptdh & = @ -t situatii pe o suprafafi este o curbi
aglmptoticd deoarece & = 0 este un vector tangent la (M. Prin definitie,
prin fieeare punct al unei suprafets riglate trece o dreapti eare este conti-
nutd in suprafagd. Astfel in fiscare punet avem cel pufin o direefis ssimpto-
ticd g in baza teoremei 13.3 rezultd K « 0.

Fie = o goneratoare QuTeCArs @ Tai M. Dacd T esta paralel de-n Inngul
lui =, atunel 8(3') = =" = 0. Astfel = este o eurbid prineipali cu enrbura
normalii k,(z") = 0 8 deci K = &k, = 0. Invers, daci K = 0, din cazul
(3) al teoremei 13.3 rezultd cf directiile asimptotice (si curbele) din 04
sint i principale. Astfel fiscare generatonte « este atit o eurbd principals,
adicd

Sa) = k(2%

cit gi 0 curbd asimptoticd, adicd k(=) = 0
Reznlti

0= — (&) = 0.
Geodezlen

3.8, Definifie. O curbd regulatd = din M 50 numegte geodesiod a lwi M
dacd accelerafia ga 2" esle normald la [M.

Dooarece 2 eate normald lui (M, unobservator din (M oo sesizeazd nici o
acceleratie de-a lnngnl lui 2, adick pentru un astfel de observator geodezics
& eite e linia dreaptd pentru un observator din spatin. Se poste denonstrn
o arcul de curbd care di minimul distanjed intre dowd puncte pe o supra-

4 eate o geodezicd (§i reci ;
tE\tl?‘ilza z 0 geodezicd a lf:i - P]'m a" este normald la [, in particular
Ve

(27, 2) = 0 = (3, ') = const.
gl deci viteza unei geodazice este constanti.

Degi definifin geodezioed unei suprafete este independentd de aplicatin
Weingarten, totugi intre elementele Frenet atagate unei geodexico gi
aplicalia Weingarten existd o strinsd legiturd. Pentru a pune io evidenfs

acest lueru, fie = o geodezicd eu vitezn unu. Deoarete N = — este un

k
vector pormal la M, avem

—N" = B5) =8 T
gi in baza formulelor Fremet gisim

S8(T) = kT — <B.

B4, Arin unei porfioni de suprafajd

Fie = o portiune dintr-o soprafatd (M = R* reprezentatd de imagines
funetiei r: @D, - M, adicd ¢ = r{D,), unde D, ste un dreptunghi inchis,
iar rE:JII-'r <+ M, D = int. D, =ste o isrti. Dorim sé definim aria i o =
= r{ll},).
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vedv - t w
I

Flg. 140

Fie ¥ = Flu, v}, (8, v) € D, ecuatia vectoriali & lui oD} = o. Liniile de
coordonate impart pe o in patrulatera eurbilinii. Dintre acestea alegem
pe cel mirginit de curbele (w), (e), (v = Au), (¢ 4 A¢), figura 140,

Arin patrulaterului curbilinin PQRES se aproximeasi eu aria paralelo-

ului rectilinin constroit in planul tangent T M pe vectorii F,Au g
rAre, Agtfel

Aria PQRS = |7, 4u % ¥,Ar| = ||¥, X 7, ||Aude
&i
Arin o = ¥, Aria PQES = ¥ |7, X F,[ Aude,

Aceate observatil ne permit 84 spunem of simbolul

do = |7, x 7.l dude =Fr:,?f — (Fuy TP dude = [ B — Frdudo
wate elementul de arie al porfiunii o, Ara lui o ze defineste ca fiind inte-
grala
4= g&:lc -ESF EG — Fidu de.

Daecdl & este dotd cartezian explicit prin 2 = f{z, ¥), atunci

de = Y14 p*+ Fidrdy s .-!.-Sgi'l-l-pii_-q‘ﬂa:dy.

Fie M o suprafati gi o = M un numir finit de imagini de tipul r (D)
eare nu sy I comun  decit  frontierele g
¢fig. 141).

Prin definitie avem

Aria (q, U o U ... Y &) = gsgda-
“x
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14.1, Exemple

1) Fie a sfera d¢ razd M. Ea poate 1 privitd en fiind Imaginea lul [ :ﬂ-ﬂ'? & Ty
0= 8 2% prin

roe= I oakng cos
g B osln g sin @

r= R cos g

L o
9 [ EG—F = R aln g, Astlel A -5 Srﬁrn;dwﬂ - dniT,
o

2 Fie torwl de raze L o p - 0:

#m= (M + rcos U) ook P
g [ <+ F oo ) gin @
£ r sl (i B)E [—= 5]x [—m =)
S5 5o arabe of
Amdr Rr

215, Subvarietali ale ui B

Fie m' spalial cuclidian camonde ey n dimemsbuni.

150 Fle m £ » doad numere naturale. Iacluziunes catonich B BT este (.- Tgl=F
= {Fye ey Eg 0 ... 0 Unearl se scrie H' - m'xm"-.

0 siebanulbnze m: Tl m' se nueneile siplrarietofe d¢ dimenafitne m dsed satlsfnee una dinlre
urmiitoarele condifii (echivalente):

{1} penira W eg [H cxistl o mulfine deschisd [ din m' cafe conline pe 2 31 wn difesnar-
flsm =D = ADi= R® asttel et KOO0 = KD 0 R™:

(2} pentra WrE [M exisid o multime deschisld [ din [R™are conline pe 281 5 —m funclil

dilferentinbile _I'4 :m - m, im= 1, E. .., n astlel el veelordl gTId..r‘I:I_:II.ﬁ tie linkar Indepen-
deafi §l

0An M =1lzi=E M Hiz)=0....f_g{zh=0};

(3) pentru Wag M existd o mulfime deschisd [ din [BR® care conjine pe =3 o submersic
FD—= B*™ ostlel Incit M n D = {= | z€ [, fiz) =0]:

(4} pentru Yie H'-'I exlatl] o mulilme -dt.'u,-hlqm.d.ir: m" eare eoniine pe T = (Iy. ... T)
a mnlfime deschisd [E din [B™ care conlioe pe (350000 Tg) 81 0 —m funelli diferenfiablle
h:E—=R, i= 12 ..., n—m, astfel Incit, abstractle Glelnd eventual de ¢ permuatare &
coosdonateler, M n [D =4 fle gralleal aplleatlel (& ... h"__:l I E—r [E"' L

(5} penlru Weg ¥ existid o mulfime deschish m din m' core conbine pe oo milflme des-
chisi [F din [B™ % o lmersle lajfectivii g:[E = [R" cu imaginca Mo [ § co Ieversa
Mo — [E continub.

Dacl Im fRecare dintre acesle definffhl utilizdm Tunefil de clasd OF, a.!ulnlnu'l:.: niamesle
sebrarietale de clasd P,
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Mumiirul matoral m—m g mumeste codimensinea lul 4.

15.2 Subvarletdtils do dimessiune O slut moltimile de poncte izolate dis B Sabwaritgille
ife dimensliune 1 se numese curde, ar subvarictifile de dipvensione 2 se pumeso sRprofale.

Subvarictilile de codimensione 0 &int muillimile deschise din IR" Subvariclilile de codlimen-
slune 1 e nunvess Aipersuprafele.

15.3. Fie [M o subvarictate a Tul [R" de dimessiune m. O funcile diferentinbild & : [D=+[R*®

e preprictitile
1) [ este o muljime deschisd din [R™,

) MDY = 4
35 b oesle o lmersle Infectivi,

e mmeste bordd In M.

Dach b este pumal imersle; atunel k se numeste peromefrizere n reglundi Hm:l din m.fnnl'urm
Inl 15.1.05%) orlee punct = & [ admite hirid &z m—r [H afifel Tocit =€ MDD

18.4. Fie ﬂ'ﬁl o subverietate o Tul m'. Un weclor & din [R™ s¢ zkoe fangeal In £ la [H dlaci
cxlsth o carbd din [M (o aplicatbe diferenbEabili = ; F = [fq, f=Interval deschis dig [R) penteu
care aiflg) = 2, &l =0, LE L

Muljimea veetorilor din R ® tangenti ia 4 o zesteun subspafiu veclorial al lul [B* de dinven-
slupe m, pumlt spafic! dongent Is u'l'i Im = 8 nodat ca T,. n'l'.'.

MulfEeen Tm— %T_‘m se nnmeste flbrover damgendt n ]nln'l‘. Aeeastn este a subvarlctate

o lod R de dimepsiune 2m.

155, Fie [Mo subvarielate a lol [R®§ &: J—s [+ o curbd din[M. Bestricils x: [o &—
—=h Ev!. [o, B]e= F. se mupseste segmenl dle curdd liy H

0 subvarletate [M de clish C7, p 2 1, senomeste conerd dack ' 1, p@ [ existd un segment
e curbd In m nfe anejie Pe T oow §

15.8. @ submulilme 4 a lul [B% s¢ numeste subvarbelole de Jf menrinne m, e froaifend,
dack pentru %2€ [M existd o mullime deschisi [ din [B" eare contine pe = 8 un difcamar,
fisen fi[D = N = R® astiel Ineit

FD N M= 6D 0 (= =ieln
wpde I = {{F5. .. r_}E m'. T, = ap 5l cE B
Mulpimea S={x| o€ M, fixdE ™" (o) x(el], numitld frontfera lul (M, este o subvpries

tnte de dimensline ot — 8. Mallimes [ 4. namith ieferfarad lol [, ete o sulivarictale
de dimenslone m,

Spatiul tangent T, [ 5o defineste ca §§ pentm o varletate fdr fremtlerd.

13.7. Hipersuprafefe cir fraafient. Fie ﬁn hipersupratald In [R_'.l:l Mpersuprafald® ey fron-
frerdt By E"' it N deflislid asilsd

0 = irEﬁ | Q) 5 e oo @ls) & ey} made P :[F[—r ®

slnb funcill diferenflabile cu proprietsfile g Ne) n pf’{.:’; =0, Wi sl gradgfs) £ 0,
&
W xE o7 Ve Frontiera Tul M este 4= Ug:"-t._—l]n M

Lacli hiperuprataia ﬁ:lntv catacictizald prin ccuslia f{zh = O(gmd f{z) =& 0, ¥ o8 fﬁj,
L
atunel [M = e} 0 Yo7 =00 8 T, = (re T, [R* {=. 7 [z} = 0}, Un vector

o]

231



e T, ze MM = M (adied =€ g7, pentro amumi [ se mumeste
1) orfenlm edire exferier dach {7, 7 (=)} = 0,
2) orlendod edtre inferior dacd (p, 57 gylzd) < O,
) tangent lo frontierd dack (8 7 g,z =0,
Ay mermal fa fromfierd dacl (6, = =0, ¥ of T, 0 T50M-

15.8. Fie [ o hipersuprafald a lul [R® <y sau 14rd frontherd. Us elmp  vectorial mormal

unitate & pe [ s¢ numeste ortentars o 1ul 4.
Moliunen genernld de orientare va [l datd In capilolal 4, § 7.

gl6. Probleme

1. Fie funciis D - [E', datd prin r (i, &) = {ced Iz w, skn Iz u, 0), S se prate o F
esde o hartl proprie §i cf AD) este suprafata [M: 2+ =1, I 2 <1, 9 >0, ER-

£ Fle imersis r:r—utuhp-l.r:ri.n.ﬂ.:-:Ilu[#-b—'ru"—d’}.t?-*ﬂ.u'E'[t.m}.PE ®.
23 se determine curbele de pe fprafala fs, ool = [R) care Intersecieard curbele & = 0, sub
am wnghl constani.

3. 54 se defermine ecualille cartezione impliclte ale suprafeetor ellindeles ale efror curbe
direcioafe &t

14—+ — 1=l 2= i},
PDal=ztP=1=0 =0

ale chror gemeratoare sint perpendicnla re redpectiv pe planele curbelor direcioare.

4. 5S¢ considerfi functia r:[RT— RY A2l = (1 + ux. &+ @ 0® 4 0?p),

1) 54 se amate ol .rl[m'} este o ,suprafall conicd™ :
2) 5@ #¢ glseascd ocuafia carieziand a ol rR™.

5. O suprafald care admite simultan parameteizirite T, o) = Sa) 4+ e300 3 T, #) =

= (o) + uB{e} se numeste duble righaid,
1) 58 se arate ef orlee suprafald duble riglatd este o enadrled ;

1 1
L) Se considerd hara r definitd prin r—u[u-k—]. g-l(u-——). fm E "
w £ [}
BE [R, PE [ — {0} 58 32 arate cil Imaginea AR ([ — {0} este o supralats dublu riglata.
58 se determine curbele coordanaie ale suprafeled si cevafia carleriand a suprafefed.

6. Suprafata geseratd prin rotirea sinui cere in Jurul wmel axe confinatd in planol cerculad
(oare no intertecienzl cerenl) se numeste tor.

Alegind convenabil axebe, i se ghsenscd o parametrizare o toralul. Apol =8 se delermbne
eeualla carleziand Implicitd.

7. Fie sfora [[4: 2%+ " 4+ 22 = o 5l Barta o afcrd A4, B) = (@cos B &l 8, asla g sine
aoos By (i, #)E (0 2x) 5 (I =) 58 =+ gAseasch expreslile in coordenate pentrn urmiloarele
fapclll delipils pe D"‘I:

Ufiemeye =¥ 210 2 fiz, o) (g — = 4 2,

B. 53 #¢ comstrulased mulilmile de mlvel 4 = MMeh penlm s g =2+ —F &
£y m — 1 oy m 0, ¢y = 1. Pentru flecere dinire efe 5§ se cerocteze in cane punele spafial tangent
va fi [%F fpE,
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% Fie wprafate [ : 2% @17 = 1, o, f v€ [R. Planul tangent la [M tn punciul (2. g, 5
Intersecteazd axels de coordonale fespectiy In purctele A, B, C, 58 s¢ arate o punctol (2,
B Tol ette ceateull de grewtate al ymaselor™ =, B, 7 aplicate reapectiv in 4, B, €.

10, Fie D<= [R* o mullime deschisd 8 conexd, lar r: M=+ [R* « parametrizare, 54 se arate
o dacd normala la sEprafats FD) wre direciie fizd, atunci suptafols este o parte o unmk
plan, 58 s=e verlfice seest requliat pestru

1) r: R? —{i0, 0)) = R o, o) = (o + 0%, ue, o 4 0ff),

A r: m’-—[[r.l.ﬂ]l'u =0oo 0 ge—p =0, 0=y = 0= QY

rjr, &) = [:u—p}', ut — 3k, %A [l.l'--il:l_:ljlr
i

11. S8 ¢ arate ch suprafata Titelea m prpr — 1 = 0 o este comexd.

12. Fie a > b 2= 0 3 fonetla ”IR'" m'd:ellnltqphﬂu,n_:—{{u-i-#wlnmu. {a 4

s b coa #iskn o B osin Pl
i) BH se arale cfl F este o parametrizare a torulul, dubla perlodied,

2 58 se arate <d torul este o supralald conexd gl eampactd,

13. Fie Hum‘pﬂ:hu orfeniatd ¢ e 11?} o baczll pentru planal tangent Trﬂv!. S5 e arnie

el oflentares hiﬂtlﬁ.-l'} este coerents cu orlentares Ua ol 4 dacd $ nomai decd este inds-
plinitd una dinfre armétearels condiji:

1) (T, Txd) >0

kL ; - ﬂ.(i) pentru O < 8 < =, oode #; este rotajin pozitivy de unghi 8in T M-

nak
14, Fle supminfn [ : 5 = [is ) orientatd prin alegerea clmpulal normal unilar
= —II—fJ+E
F!_+_-JI + li-
Presupinem o {0, E! -I.[ﬂ. 0} = ,P_"{U. Q) = i,

1) 58 se amte of { 5l J vt veclod langenti la [ In  {0,0,0)%
2) 55 5= arale ol

(1) = fa(0, 01 + 00, 6)]

S(FY = £, 0,08 + fa(0, 037

16 Fle M= 1) unde fiz,p, 5= —zt + " & 1% 50 3¢ orientene suprafalo [M. 54 se
delermine curburm Rormald & supmafelel In poncial MO0 1k In direclin T. pmde T esle un
vector opltar, F€ T, Cazurl particulare ;

- - = 1 1
T 0o fom {0005 2) 0 oo o (0, 0,00; 3) Do | oy mem , 0]
(77
18, Fle ky, k,, corbiurile principale ale suprafelel § de teparafle o ool lebld, Preslupea

normali p, pe eleméntel de supratals, [nir-gp perct garecare, ¢ Sal¥ de ecualln laplace
o[k -+ kygh = p, upde a este lensiunen superliclald; consldernis consianti. & s afle presiunea
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P claill £ esie:
1} Suprafafa Enneper

z - HnSu—ﬂu. g = ImS{I 4+ P, = Re S:mm

T 41, Pa—1,
) Jamn ; Foe EY,
17. Fie suprafe}ele

1) n-l'i::- P L — ) m::—lnm:—'lutup, ) H::-—{z-l-ﬂp}'. S8 se deter-
ol curburile princlpale $i aproXiimaren phtratick o sapratetel M In jural Dol (@, O, 05.

I8, Fie barta Monge ro3 =@, =& &= fie, 0 58 se amie cd

Emidfl, Fuff, G=1+ [t

J'..-r.._..II m-f_". H-E.r'_
w w W

unde W e |1 2+ 12
¥
1% 53 se arale of imaginea imerdel fsuprafala Eaneperhr: R = [RY, nu. o) = [u - §+

1
] a—% < Ife, u‘"—p'). efte o suprafald mialnmil.

29, Prendosfera. Fie afu) = (nju), W) unde xiw) —5].!’1:';;1!. plu) = e u>0

& e [H suprafata de rotatle elviioutd prin rotires bol o io Joro] fel @2 54 42 omie of MIH
curbura Gamgs K o= —1,

=1. O saprinih pentro care K_ll'd"- s const., wnde K esle corbura Gooss pe soprafo b, lar
cile Eldlanta de lo en punct Mx la plaoul tangent Inte-un paocl carecate Al suprafelel, se
oumeple suprafofd Fifelee. 55 se arate cd [ =pz—1 = 0 este o supratatl Tijelea.

22, Fic § o curbil cu viteza anu #l curbur k > 0, Suprafata dghta ¥, o) = Hu) + 2 T (u),

# >0, s numeite sefrofofe fangendd m lul 3. 34 se prebeze ol T R T 05l o supmiala
tangentd esfe local cuclidiand.

2. 30 consbderd Imersla definbtd prin Tecos i cod 8 Fe ool if SiGF, F=say-—
" 7] T
~In II[T & ?). U [n.?] (o0 [H. 53 s¢ determine lintile de eurboey g lslils
™
nslmplotice ale suprafelel r [:{{F. —-] W EJ .
]
24 Fie P ceptral mascl puncliforme m, cate s2 misch pe o suprafafd cu scoclern b a 1]
o
fie N resciionen (normals In F is soprafafi). Dock asafion parilcabel P o aclioneazd lofie

exferloare, atuncd 31 se arale o P deserle o corbl 2, care osle o geodexicd a saprafelel.
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| B 1) SA se afle afla  supralelel [M: (=7 4+ 0% — 4P $ {2 — df = L.

2y S8 se orate of avia supratelel M 0P b2 - 2P 0, 20 b gt 1 oste Amow |2

i 1
Hl. 58 oo glscaseh arka lLenzil MAhing @ T ook 0= 0 eot O 008 == , F=sin r+oskn oot —
2 2

5= alpy — , 4€ [0, 3x], ae[—..’.,_'.].
2 '

7. Multimes wmatrieelor patratice reale de ardicnl p, i determinpantul 1, eale an grop
In raport cu Inmulbires, numit gropal lEnfer speciol SE(p, [R). Identificim pe. o, ([R)eu R™.
1) 54 s¢ arate of SL{2. |R]- cale @ hipersuprais(ld = ol [E'. 54 l]t'trl'l'rllhtT_,_SJ'.ﬁ, R

unide
i n]
Xy -
a1
2) 54 se armle of S5 [R) oste o Wipersupratatis & Jui B 54 s determine T, 5L, R
undes

3) &4 se grate cfi SL{m, [R) este o hipersoprafatida lui [ﬁ"'- 55 s determine Ty SEin, R}
peniru rg = ! {matrices unftate de ardinul o).

28, (Fibrarca tangeatd), Fle [ o hipersuprafa i a Iui [B* oflentath prin 7, 84 se arte cd
TO = {(x, o} | 26 M. (= ) =0}

este o subvarielate de dimenslone 2n—2 In Q35
29, [Fibraren sferich). Fie [M o Wipersoprafatd o ol B arfentatd prin U, %8 w2 amte ck

TiE = {{z: &) | zE [M: (& T} = O, &, 0) = 1]

esle o variclale cu 3n— 3 dimensionl In [E“.
8. 55 ge veriflce of semlsfera

5= !{"11 Ty ) | [Ty Ty mdE [RY -!i = :I SR - T T - ] ll'}

esle o suprafatl cu [Fontierd In EE’.

1 1

Fie (F. I.T:‘ I:I] une pamct de pe frantlers. 53 se serle ccousfis planulel fangeal I £ In
2 a

acesl punet 38 apol & %6 explicllez: un veclar lﬂ.l‘lﬂﬂl‘. In ¥ orientol odlre exterior, unul

arientat cfitre interior, waul tamgent & wnul mofmal ks feanticrd.
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Capltolul 4
ALGEDRA SI ANALIZA TENSORIALA

&1. Tensori

Fie ¥ un spatin vectorial resl do dimensinos ». O transformare liniars
w3 V=R (cimpul R este considerat ca spatic vectorial aritmetic cn o
dimengiune peste [R) se numeste 1-formd. Spatinl vectorial 24V, R) al
tuturor 1-formelor definite pe ¥ i en valori in R se numeste dualul Ini V
si g0 noteazd cu FE. Spatiol vectorial F* are dimensiones #. Dualal lui
V* = @V, R) adici F**, se identifici cu V In bazs izomorfismmlui
deseris mal jos.

Elementele Ini ¥V vor fi notate cu v, 0y ..., iar elementels lui F* cu
. r.|:|=r —r

Fie ¢ un vector din ¥ si o un vector din F*. Dacd {ixim pe o stunci
functia f; :F* =« R/, fiw) = w(v) ete o 1-formd pa ¥* gi deci un clement
din F**, Tntr—uduv:-i.r, ¥k, Ky € R, Yo!, w'e V*, ghsim

fellyma® + kyu®) = (Fya + kyea®)(v) = Kyw{v) + ka¥(e) =
= kfla') + kafulw?).

Fiecfirni vector o€ F i 8a poate ataga 1-forma f, din F** 84 aritim oi
functia v — f, este un izomorfism de la ¥ la F**. Mai intli observim ci
este o transformare liniard,

Jozenmlw) = alfyn, 4 kyty) = kyale) 4 kyuloy) =
Ky fifon) = Byfefea) = fupsum = Bife, + Kofi.

De asemenea se observil off f, =0 e v =0, iar dim ¥V = dim V* =
= dim ¥**. Astlel funetia v - f, este o bijectio gi deci un izomaorfism dela ¥
la ¥**, In consecints, dach f este o 1-formd pe V*, atunci cxistd un vector
unic v€ ¥ astfel incit flw) = wiv), Yo e F*.

Deoaress ¢ =+ [, este un izomorfism canonio de la ¥ In F** o obignufeste
ca f, & se identifice on o i deci V** &% se identifice eu V. In acest sens
spunem ci ¥ este dunlul lni ¥* san ci ¥, F* sint doale unul altuia.

1.1. Dufinitie. Un tensor de tipul {p, §) pe ¥, unde p, g N, este o funciie

il

T:FV*x ... xP*x¥Fx... x V=R,

1 Fncbord q Tasfei

{m!1 a ..rtﬂ”, tll-’ sy #‘I'] e Tl:’m.p PR n,mlffif roaorg ﬂ'}
liniord in fiecare argument (multiliniard). Numdrul p 2¢ numeste ondin de
confravarianid, q ¢ numegle ordin de covarianfd, far p - q 20 numegle ordinul
fengorilie.
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Multimes tuturor tensorilor de tipul (p, g) pe ¥V se noteazd ou FE(V)
gl este un spafin vectorial real de dimenziume a5 pentm dimensinns vexi
teoremna 1.3). Temsorul zere din FHV) se defineste prin Hel, ..., w%
Py oo g =0, Yaul, ..., 0 V", "I’t?.. ey B ® V. Evident F5(V) = ¥*
gl 8¢ aeceptd identifiedrile 53V) = R, FLUV) = V, adicl tensorii de ordinnl
zero gint numere reale, iar tensorii de ordinul unn sint vectori conira-
rﬂﬁ:}n-t}i {elementele Iui ¥) san vectorii covarianti (L-forme, elementele
ni :

Identificaren FHV) = F impune definitia vle) = wlo), ve ¥, ve V=

1.2. Definifie. Fie FAV), FV) pi T55(V). Fundia

(5] Hp} » FUF) = -Fqu‘.l"'}
definitd prin
S8 Tl ooy 0™ 1y, ooy B =804, .. 00® By 000y B)) T{w™Y, L0y ™,

- P t‘r...]- T numm‘e prodis tensorial,

I&m observh o produsal tensorial este o aplicaiie biliniard §i asociativi,
dlied

{bl.'s-1+ I"':E:l} BT = 7"131 & T-l—J‘.-,E’: @ T.
5@ {I:LT,+F:.T} =k E' & I’=+11.S' & Ty ki Ky & [

S@(Te R =i5al}@ k.

Asociativitates permite extinderen definitiel produsulni tensorial la un
numir finit de factori.

Fie {g,i =1, ..., 0} o bazd a lui ¥. Orice vector contravariant v ¥
ge poate scrie in forma v = o'8; (contenfio Einstein de insimars) numerele
reale o f =1, o i numinde-ze coordonstels lni v,

Fio ¥ - {1 pentra i=j simbolul Tui Kronecker. Multimea {¢) j=1, .. ., )
0 pentoude§
ale cdirei elemente sint definite prin

ﬂj{ﬁl} i ;!hi:f L PR
eite o bazd in spafinl s-dimensional F*. fntr-adevir, uﬂuu-tm]i wpt!= 10

:mplmﬁ.‘z aele) = 0, adiek o =0, §=i,...,n 8 decl {¢,j=1,...

-y B} este :h.n.m.r independenti. Orice vector covariant we F* se scrie
i_n Iurnm w =y (eonventin Einstein de insumare), numerala reale ey,
= 1 ... 8 numindu-se coordenalele lni o,
Buzn- {d’,_f == sn} 6 loi ¥F* definitd prin ¢(g) = 8,4, ] =1,
viey Ty Bl numw}m E:::ni dwali. Avind in vedere identificares lui e e F
bazele fe,d w1, ..., 0} 6 {¢/,7=1,...,n} sint duale unn alteis.

1.3. Teoremii. Dacsi {e,i=1,...,n} oste 0 bazdl a lni V, iar {¢',j =
=1, ...,n} este baza dualli in ¥*, atuanci mulfimes

{f'lg mAaR @ﬁlﬂl ‘dl@' LA 3 ﬂ,stl"_ l-'” r--,l-"jl !.1r1j'=1' o n,ﬂl}_
este o bazd a Ini FH1), numitd baza produs. Deci dim FHV) = o™
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Demonstrafie. Muljimen din teoremd esto liniar independenti. Intr-ade-
viar, relafia

i
T_?.:;_‘,“'eﬁﬁg oo B, @@ ... @ &= 0 (tensorul zero)
serish en conventia Einstein de inenmare, implicd

0=T0fe®... 06, @@ ... @ dieh, ..., e, ..., 6)=
Sl N o R L G R CA

S e T X RN N SONURE G A S SO

B ariitim od multimen din teoremi genereazll pe FI{F). Pentrn acessta

fie T e V) si numerele reale T}:;;;j: =T, ..., 87 0, .. -ty ). Giisim
T_f:'_‘_'_::'rn ®-.. @o,QhR...0 e (o P o R S T L & (o Ay N
Eig oo or By e Deoarece T' este multiliniar, iar {e;], {¢'] sint baze duale, ultima
relatic Implich

T2, @... 00, A0 ... @eo), ..., " fy. .. 0) =

= Tty cnp ™ Oy coen B)y Vo, .., "™, Yoy, ....0. 8 F. Doci

P=TiHe®...06,00M... 0",
unde oumersles reale
Tisd = Tk, . 8%, .0008)

gint ecordonalele tensorului T In raport en baza produs,

Fie S coordonatele i &, fie Ti*- coordonateleIui T si fie k€ R.
Coordonatelas tensorilor 28, § - T si § @ T zint respectiv

KSRt SRR+ T, Spod T

Fig {eni=1y...90) 8l {¢.,F =1 ..., 8"} dond baze In ¥V gi {,j=
=1, ...y 0}y J&', 4" = 1% ..., n'} respectiv bazele duala in F*. Schimbarea
bazelor este descrisd de relatiile

E|i=-l!-!.E" 'Ern-&lfdtt
unde
AL AL =&, _-lj.gl.fnt‘.
Corespunzitor,
g S_h S
E‘;E'...@E';'EE Eoees B8 —.._ll;.....:l Ah.,,..-ifuer‘@

@ ... @e,’aah@,,,@s*r.
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Aceasta implied
o =AY, o = dfuy,
gl In gencral

ol bk gl
T_l;,._i;.'_'&i’u"'AF,AA{'”AJ,EL .,_I.

Aceasta din urmd poartd numele de requla de schimbare a coordonatelor
tnui tensor lo o sohimbare o bazel. Se observi i :aehunhmpmt.rumﬂhu
de covarianid se face en ajutorul elementelor matriee A = [+ 1] in timp
:1& mhtmhmm pentra indicli de contravariantit se face co ajotornl matriced
Af

Fm nEa Hoaws XF 2Ry (Biy overBed = wfty, ..., 1)y un tensor de
tipul (05 gh .-\mm s nomeste

1} simelrie dachh valoares sa rimine aceeasi pentru toate pﬁrﬂ'ﬂlﬁl‘ﬂt
pozibile ale argumentelor,

2) natisimelrie dack valoarea :a dupd orice permutare o argumentelor
este produsul dinire valoarea inainte de permutare si semnul permutari.

1.4. Defimitie. Fic p byl e=1,...,p; t=1,..., 4. Aplicafia

trl : FUF) - TENV)
definild prin

(1 7 S CTLRPRRIRET L TR Y | u;i Tlet, ..ot &, 0f .., 0,

r
Ppy v ooy Bgots €0 By oo Bgaah

unde {a} este baza lui V, dar [¢'} este bazo duald din F*, se numesls conlracfie.
Pe coordonate contractian actioneszd astfel

(b Tt = B TR

Excmples 1} Daed T‘* sint conrdomatels unul Gensor mixt de crdinnl dol, atunel ¥ = T§ o
+ awe f Tgess un hn.lnr de ordinul zere (numdr real). Evident T“ aie wrma :|1.u|'.r.|nlu]. ale
cirei clemente sint coordonatele T

2y Fle T}._'url. fenzor de tipul (1, 2 Contmctind pe € en j eblinem vectorul covariant T:.:
cantractingd pe [ cu & objinem vectorul covariant Tﬂ

In final presupunem i ¥ este un spatin cuclidian. Produsal sealar ()
pe ¥ oeste un tensor covariant de ordinul dol (formd hllmuuil,}. pimetric si
pozitiv. definit. Acesta se numegte mofrice riemannignd pa V. Metrica
induce transformaren liniard nesingulard  (itomorfism) @ :7 - F*,
Fulr)m (a,v), Yo V., Fie ! inversa Inmi &; docid we& V™, atunci
(F Yy, 0) = wio).

Fie {&} baza ortonormatd in V. Dacd notdim #Fe) =¢, i=1,...,n
atunci e le) = (g &) = &y, adich ey} = &{= 3]}, Remltd cd mml-

timea [} este bazd duald in P,
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Fie [¢* @ ¢’} baza in F5¥). Melrica riemanniani i transformaren lintari
nesingulard asociatd ¥ sint caracterizate prin matrices [g4,] simelrich
i pozitiv definitd. Inversn lui [g,,] este 0 matrice simetricd 51 se noteazd
ey [g]s deei g% o 3L Dach of este un vector din ¥, atunei g,#" este un
vector din F*; dael e, este un vector din F*, atuncl ¢*'ew, este un vector
din ¥, Acesten se exfind prin definitfiile care nrmeasd.

1.5, Iefimifie. Fie 2=1,...,p0; I=1,..., ¢ pi TeFHF) Funcia

definifd prin
Foo: FUV) = TN,
{";'F.IIT}['ml; EEr m-_ia Tiy «oey Bpyg) = Tleoly o ooy @'Y Flo)y w*y 00y 0”78
B4 oy Bagaa by Dyl

wnde semuul * fnscawnd of argumentul respectiv lipsepte, 8¢ mumeste cobarfren
ng i for,

Po coordonate,

(Fea Thiy iy

i [] i
— DL T PO
—F.I:T::._- 4 i S

(S EREF T L P TR

Analog, utilizind pe ¥ ze defineste Aldicaren indicilor.

Izomorfismul ¥ permite identificares lui ¥ cu V¥ De asemenea prin
intermediul coboririi gi ridiedrii indicilor el induce un izomorfism intre (V)
gi FYV). In acest context vorbim despre eoordonatele contravariante,
mixte sau covariante (dopd caz) ale aceluiazi tensor, De exemplu,

e Ty g Toy Ta

sint respectiv coordonstele contravariante, mixte #i covariante ale ten-
sorului de ordinul doi I = T,¢' @ ¢

£2. Cimpuri tensoriale

Fie M o mulfime deschisd din R Multimea F{0M) a tuturor funetiilor
reale (cimpurilor sealare) diferentinbile de clazd O defioite pe M oste un
spatin vectorial real, Deoarece inmultirea funciiilor reale este o operafie
E-biliniard, comutativd, mul{imes F(M) este o algelrd comulalicd.

Fle s ={x%...;,2")e M 5 Je F|M). Unui vector X, tangent la 4
in punctul & i se asocizl numddml

X () = - fle+ D)oo
numit derivals lui [ in rapor! cu X, sau derivate b f dupd direclia X,
Derivata dupdl o directic are wrmitoarele proprietiti
X, (af -+ bg) = aX,(f) + bX,(g)
X fa) = (X Nglx) + flx)Xalg)
(aXy + XN = aX.{f) + XA,
unde X,, ¥, sint vectorii tangenti la (M in punctul x, ¢ 5i be R, f, g€ F(M)-
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8i privim acum leerurile dintr-un alt punet de vedere. Se observid cb
dacdt diim reguls f— X,(f), atunci X, este bine determinat, Astfel sintem
m“ﬂuﬁ-;li: urmittoarea definifie care este potrivitih pentra teoria cimpurilor
vectorials,

2.1. Irefinifie. O funcfie X, : F(M) = R cu propricidfile
X (of + bg) = aX,{f) + b.(g)
X, (fg) = (X Nale) -+ fl) XAy

unds a, b€ R, fi g€ F(M), 20 numegle veclor fangent la M in punciul =
In acest context se observi ol functia definitd prin €4(f) = 0, ¥fe F(M),
5

deci veclorul sero, ca gl uparﬂtnrii% ; ---,a:__! sint vectorli tangenti

i i

Ia M in punctul z. De ssemenea, docll = g =1, atunei X, (1) = 2X_(1)

si deel X,(1) = 0. In plus X,(¢) = cX (1) = 0, pentru orice functie constanti

¢. Identificind functiile constante cu valorile lor putem spunecd valorile
oticirui vector {aogent pentru zcalari zint nule,

Fie T, mulfimes tuturor vectorilor tangenti Ia M in punctul z. Ele-
miantele hui T,0 sint func{il reale definite pe F(M) st devi are Zens suma
a doi vectori tangenti & usul dintre un numdr real 2 uo veetor tan-
gent. Mai mult, pentr fiecare ¢ M, mulfimea T,[M este un spagin vec-
totind real.

2.2, Teoremi. Multimes I_ﬁ:'_' R “}:. este o bazll o spatinlui
vectorial T, M (reper in punctul ).

Demonsiragie. Evident ——| , i=1,...,n, fao parte din TJM. Si
arfitim cf ef sint liniar i]:ld:];;;ldﬂ'l]‘li. Pentru aceastn pornim de la relatia

|
n‘%i =0 g fologim funcgiile coordonate o' :M—=R, j=1, ...,
L |,

In baza definifiei 2.1, a faptului i T.[M este un spafiu vectorial & a obser-

*m;ieif-'f= 8 rezulti 0 = a'— | {:a'}:::q:‘ﬂ[ = g'8 =a', j=1,..., 0.
P a2 |, aat |,

A rimas & demonstrim el

i
Pentm aceasta observiim cii pe o vecinfitate convexd a i o, & pentru
orice & F([M) avem

3 g bm=1, ..., 0} genercazd pe T, M.

1 (]
) = fiay) +S—‘] flrg+Hlz—25) diﬂff#g}-l-s 5 (2! — aipit=
. i 1 uiﬂ-l aif‘[{r‘,u.{l—r,,!:l
L] g e af
= fizg) 4+ ¥ (' — =lgdz), unde §i{z,) ‘E"’“"
|
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Conform definitiai 2.1 &i a observatiei cid valorile lui X, pe constante sint
nule gisim
X(f) = 3, Yula' — ea(®) + 3, (o' — o) Xloi) =

- E. X{a')(a) +:_£‘4 (2 — ) X lg.).
Tolocnirea = = &, implicd

Xy = 5, Xulet) 2L (2

Tinind seama el fe F(M) este arbitrard 5 notind X (o)) = a' deducem

i
X, =a' --ﬂ;i
E-T'_‘r.
Numerele X, (z*) = o' se numese coordonatels Ini ., iar repernl %‘,
[

R I n} g0 numegte reper nafural,

Dack ra rrﬁm pe To M la repernl natural, atunci adunarea & doi ves-
tori se rﬁr}u la adunares coordopatelor corespondente, iar inooeliires
unui vertor cn nn numir real &e reduce la inmultirea coordonatelor vecto-
rudui cu acel pumdr.

d o i d

Brempht.Pentrs Xom 2 e — e | ¥ e o T e § kE [p glitim
! de iy ds i R
X 5 f—ji-.pﬁili;xiui—ki.
GH By iz dy
2.3, Definigic. O funcfie X : M - 1) T: M, X(z)e T: M, s¢ numege
LEM

eimp vectorial pe [M.

Adunares dintre doud eclmpoard vectoriale g1 produsnl dintre o Mnotie
reali 8i un cimp vectorial se definese paunctual,

Cimpurile veotoriale definite prin

8 .
Fete——] 0=, sy

ax'l.
gl notate cu % y b= 1y eeyity Be DOmese coimpuri fundameniale. An-
[

gamblul lor se numeste eimpul reperalui nalwral.

2.4, Teoremii, Dacii X este un cimp vectorial pe (M, atunci existi »
functii reale X' =R, t =1, ..., % &3tiel incit

- T X5,
oz
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Demonstrafie. Prin definitie X asocizzk lni ze M un vector X{#) tan-
gent 1a M in punctul . Dar Xz} — I‘[.rj-;;. | gi regnlils z -+ X'(z),

L]
&M definese (unie) lunetiile X' :[M - .
Functiile reale X* go numese ecordonatele cimpului X. Cimpul veetorial

o I‘& so oamegte diferentiabil (de elasd C=) dach Tanclile coordo-
nate sint diferenfiabile (de clasd C*).

Exemplu. Xz, g) = :.1:—5— -i-n.‘-in:-te un cimp veclorial de clad O,
dz dyr
Alternativ, cimpul vectorial X poate fi privit ca fiind aplicatia X : F(M)—
= (M) ou proprietifile
X{af + bg) = aX{f) + bX(g)
X{fg) = (Xif)lg + fX(g),
unde a, b€ B, iar J, g F{M).

2.5. Definifie. Fie X gi T doud cimpuri vectoriale diferenfiabile de clusd
0 pe M. Cimpul vectorial [X, T definit prin f— [ X, TYf) = X(F{f)) -
— FIX(f1} 22 vumesie crogetul cimpurilor X g Y.

Evident [X, ¥] = —[Y, X]. De asemenea pentrn orice trei cimpuri
vectoriale diferentiabile X, ¥, £ se salisface identilelea Ted Joooli

[-Ir LT, E:J] + [X; [Er l}] -+ [35 [-Ir ¥]]=0.

Multimea (M) & tuturer cimpurilor vectoriale diferentiabile de clasd
(™ pe M este nn spagin vectorial real infinit dimensional. Deoarece crogetul
[]: &) = (M) = (M) este biliniar peste cimpul numerelor reale,
multimes F(MM) este ceea ce se cheami o olgebrd ; crosetul fiind anti-
comutativ & verificind identitatea lui Jacobi, algelra F(MM) s¢ Dumests
algebrd L,

Fie T, M spatiul tangent la MM in punctul & i e, 0l-formd in «, adich o
transformare liniard wg T, M — R. Muliimes toturer 1-formelor in 2
este un spafin vectorial real de dimensione », dualel ni T, M. Acest spatin
vectorial se numeste spajin] colasngend la M in x 51 se noteazd cn TF M.

2.6. Definitie, Fie fe FM). Funic dfy:TeM-—+ R definitd prin
AfX.) = X.(f) e numegle diferenfiala Iui f in punciul z.

Aceastd definifie impreund en definifin vectorilor tangenti arati o df
este o 1-form3 in .

2.7. Teoremd. Fie o/ :[M = R, j = 1. ..., #n, functiile coordonate pe M.
Multimes {dz*, § =1, ..., n},, esle o bazi a lui TS [M (reper in punctul Tg)-

Demonstrafte. Evident ds’ ., j =1, ..., n, aparfin Iui T} M. Fie {-ﬂ_::"
=1yl ﬂ} repernl natural in T, M. Tinind seams de definifia 2.6 deducem
£
é a | ax' v
i]:!*“ ——] = — :t:’ —_— '.:ﬁ'rd =1, .... 8
H.[EI. ¥ ﬁ.l!'l;‘{ }“.ﬂ:ll'lh (L] rj 1 3 oy
gl dect {da', j =1, ..., n}s, este bazd duali,
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Raperal {dz', § =1, ..., n}s, 8¢ numeste coreper natural in o4

TFie X, = n‘%‘ir- Rezaltd de (X, = a'de’ | ( %)rs . Do aseme-
nodk orice 1-formi w, e T*M 80 sorie oy == a@ds’ |, o fiind eoordonatels
Ini w, in raport cu corepernl natural. Bezunltl m,[:a%')‘ =tap; Sdick coor-

donatele 1-forme! a,sint vadorile lui wp pentre vectorii reperalui natural
in =

Fie #(M) algebra fanctiilor reale diferentiabile pe (M 5i Z{M) algebra
Lia 5 cimpurilor vestoriale diferentiabile pe 0.

2.8, Definifie. O fundic o:F(M) = FM), FM)-liniard, wolX)-dife-
ronfiabild X & (M), #¢ numesle 1-formd difereniold pe M.

Adunares a douni L-forme g1 produsul dintre o functie reald si o 1-formd
ae definese punctoal.

Fie w o 1l-formi diferenfiald. Valorile w, sint 1-forme in z. De accea
expresia locald a unel 1l-forme diferentiale este wy = wfs)de’[,. Dai
sonrt, putern serie w s w,de’ deoarses fl-formela diferentiale dxt, ...

; : . ) i
e eq i®® gint duals cimparilor [ondamentals E X .,ﬁ. Anzamblal

fde!, j =1, ..., m} se numeste cimpul coréperului  watural. Multimea
tuturor 1-formelor diferentiale pe M va i notatd ou M)

O mulfime ordonatd {X,, ..., X} de cimpuri vectorinle se numeste
cfmp de repere pe M dach {.f]fz}, cees Xgfm)}estan bazd in T.M, Yo M.
Analog se defineste cimpul de corepere {w!, ...; o'}, Acested B¢ nOmese
duale unul altnia dacid ¥ X,) = 3% In general, cimpurile de repere (san
de corepere) nu existd decit pe o vecindtate o punctului & din M.

Dash {X,,a=1,...,n} esta un cimp de repare pe [M, atunci orice alt
elmp vectorial ¥ ose exprimil in formn Ve PX,. Analog, daci {e*b =
=1, ..., n} este un cimp de corepere, atunci orite altd 1-formd diferen-
tialdl » se exprimd In forma n = N,

2.9, Definifie. Fie 3T, M) mullimsa futuror tensorilor de tipul (p,q
pe epafiul tangent T, M. O funclie

T:M— L) FHTM), Tiz)e 73T, M),
vz

#¢ numepla olmp tensorial de tipul (p. ) pe M-

Fie F304) multimes tuturor cimpurilor tensoriale pe 04 de tipul (p, g).
Adunares a doud clemente din aceaztd mulfime ca si produsal dintre o
functic reald si un cimp vectorial se definese punctual. Mulfimea F7M)
eabe un spatin veetorial real infinit dimensional, Identificdri: F3(M) =
= F(M), FHM) = T(M), FIMM) = T*{).

Deoarece bazy canonich in SHTs M) este

J
{-:.-a.,.. @uft-.g.d.m'-a..,.@dz’-l.
fx'r

Frs o
expresia in coordonate a Ini T este

‘ d .
T(a) = T?.'.'.‘.nﬂ”?g@“- ®EE'T @drh @ ... @ dgs.
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Cimpul T se numeste diferenjiebil dacd funciiile coordonate Tj’;_-::j: sint

diferentiabile,
Echivalent, un cimp tensorial de tipul (@, §) ezte o fonetie

T:aHM) =< ... ¥ FHM) * F(M) > ... ® L(M) = F(M).

# lacteri i inclegi

l:wir Y W‘; I:r waoeg -T;] i ﬂ{mi. warg U:I’1 Ilr v e .I.}p

F(M)-liniard in fieeare arpument. Identificares SYHM) = F(M) impune
definitia Xiw) = w(X), X € F(M) we T*M).

Definitille cimpurilor tenzoriale simefrice respectiv erligimefrice ca &
definitiile produsului tensorial §i confracfici pentm eimpuri tensoriale sint
evidente.

Fie Sp-| 7 eoordonatele cimpului tensorial &, fie TJJ ‘¢ coordonatele

cimpulni tensorial T & fie fe F{M). Coordonatele I'.']I!!Plﬂ'.llﬂr EE84T
i &5 @ T sint respectiv

F8Y i Bt & Tioa, Spets T

Fie  un punct din M caraclerizat pe de o parte prin coordonatels
(2l ooy &) = (&%), far pe de altd }]ﬁrtu prin coordonatele (¥, ..., 2%) =
es ("), schimbares de coordonate fiind &Y= () on im'erma;' =z,

pe o vecindtate a hui » continutd in M. Bua{-'}—} ge schimbi in {—],
E_IL F ﬂ'f W

d
““I’““m‘“af[,'am-‘ )= J
schimbd In {d+"}, cu lfgimmd.w‘!.=%{mfj de' [,

; corespunzitor baza duald {dz'}. se

Evident;
ﬁ':n" En:‘ Eﬂ:‘ 5-::"' o
ot wr T e T
Corespunzitor
v @+d+@"‘a_@'ﬂﬂlﬂrqi'@dﬂfl=a#.luu E-iﬂt- EJI
Az -E'#i’ i.":rl' E-'.i.'-*' dzh °
ot
+r-e—#}:m v s ﬂ#"‘@ﬂ;ﬂ@r 'Elﬂ-:‘ﬂj'
Apestea implick
I":ﬂ%l‘. wy =%—u,

265



gl in general

(g oot o sh ot
fieedy  fgh -E::.‘f’ &
az! :.l.t:"

Obiervallie Inacest parngraf, ea ¢ In § 3, 4, 5 mulfimes deschisd [ poate fi Talo-
cuitd co oriee subvarielate de dinsensjune F 3 1, cu sao fArk frontlerd, o lal [R™.

g3, Conexiune lininrd

Fie ¥ un cimp vectorial dlle.re.ntaahtl definit pa mnl’pmeﬁ deschizi 04
din ®® & X, un vector tangent la M in punctul 2. YVectorul

d .
Dy ¥ mm e F(& = LX
z, ik }H
tangent in M in punctul ¢ se numegte derivata covariantd o lui T in raport
o Xy Dach ¥ = ¥ & » atunci Dy ¥ = X (T7)- E'I

Aceastd nofiune e m:lm:]u Ia derivala covarianld a unui oimp veclorial ¥
in raport cu cimpul vectoriol X. Rezultatul este un cimp vectorial care se
noteask {!u De¥ gi a chrod valoare este Dy Y ; pe coordonate, DY =

= I{:E"J . Acenstd derivatd are urmitoarele proprietifi

Dyyy s = fDzd + gD
(1) Dy(a¥ -+ bZ) = aDz ¥ 4 bDp2

DeAfY) = XY +fD; ¥,
ande f, ge F(M), s, beR gi X, ¥, Z6 F(M).

3.1, Definifie. O funciie D : T(M) X T(M) - (M), (X, ¥)— D,T,
ou propriefdfile (1) se numegle comexiung liniard san derivare corarianid
pe M.

Fie D o conexiune liniari pe (M. Functiile reale I'ly : M =+ R, &, 4,J =
=1, ..., #, definite prin

f2 numese componentels conexiunii D. Aceste n' funclii reale determind
unic pe D,¥. Intradevir, dacd J'::::l"'iT ¥ = :E“-""—, atunci

a2 dat
3 i 3 5T & 3
Dy ¥ =D [rli}=1-n (F-].:I*(__. YD }
’ i S =\ o PO Y
AT & PR ¢ 8
==L ;711" _'1|={_ ! II)_II ) LR
irt o as-] o o i Szt
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nnde &3 notat

ax!
T’l - ﬁ o r]‘i

O copexiune D) determind urmitoarcle doud clmpuri tensoriale :

1) unuel de tipul (1,2), I': Z(M) * £(M) = £, T(X, ¥) =D ¥ —
- DX - [X, ¥}, ;
numit elmpul lensorial de forsiung ;

2) altul de tipul (1,3}, & : (M) = (M) = (M) - F{M), KX =
= ]%II{DFEJ - I.'Ei:l;{l}_tﬂ']}— H::.E;E}} numit }ci'ﬂpuf Itm:{art'srl :J'e-:a ;!urrgfrﬁ

Coordonstels lui T 4 K in raport en bazels canonice sint respectiv

Th = I — I,

al'y ..[:’l.
N + I — I re.
i da ixr L

Conexiunes I se numegte simetricd dacd I' = 0 sau echivalent Iy =T},
La o schimbare a bazel in punciul =, amn]mne.male. conexiunii ke E-:'hlm‘l.ﬁ.
dupd legen locali
et I‘" -:'.':1:’ &':r" oz

- o, Vi
2o in* 2 ot i

Fie D o conexinne pe M 51 X ¢ F{M). Conexiunes D induce derivares
copariandd in rapori ou X, notatd Dy, care aplick po FHIM) in el inmgi.
Operatorul Dy se defineste prin

= X{f), fe F(M),
DY = conexiunea pe [,
(Dre)(Y) = X(w(Y)) — (DY), we (M),
(DTG, .o nr &, T oeey Ty) = (TG, - oy &, Ty oo ey T)) =
— T(Dgt, o eeey &® Tagvueg o) = vo0 —Tlatly oo0y a®,

Yp - DY)y TE FHMN
8¢ verifich relatia
DS DN=D8@2 T 4+85@D.T, ¥5, T.
Dachi DT =0, ¥ X e (M), atunci T se numeste oimp fensorial paralel
in raport cu D.

Operatorul Dy induce un eperafor general de derivars covariontd care
aplicd pe F3(M) in FLa(0). Acesta comutd en contractia.
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Iatd citeva reguli de derivare covariantd pe coordonata :

i X* day
T = Fa o + LT, M.--?;‘"Pﬂ”n
7= S0 LTI - T, (T |
b= FlTi =151 (Flay), =Y 4 Ya,.

24, Melriei riemanniene

Beamintim of un produs scalar pe T.0 s¢ numeste metricd riemanniand
pe TM.

&l Definifie. Un cimp tengorial g de ftipul (0,2) pe M ou propriclatea of
pentri fiecare o2 [ tensorwl glx) exts o mefricd riemanniand pe T.0M 20
numegle cimp fensorial melrie son melricd riemanniand pe M. Perechea
(M. ) 2¢ numagte variclate Rigmann,

Cu ajutornl lui g puten defini norma pentru cimpurile vectoriale, | X |2 =
= (X, X}, gi unghiul a dond cimpuri tensoriala X, ¥ nenule,

« oX,T)
pog]fl= -l . B E [0, %]
TR B

De asemencs motrica riemanniand g indnes operatiile de ridieare g cobo-
rire @ indicilor pentra orice cimp tensorial pe M.
Dack existd, un cimp de repere {Xy; ... &, M 3¢ numeste orfonormal
dach g X,, X,) = 8., adicd {X(2), ..., XJz)} este o bazd ortonormatd
in T ¥aoeM 2 s
Local avem exprimaves g = g, de @ do', unde g, = g(a_#,, 5.-:':7]'
De asemenes reamintim el dacd coordonatele () ale punctolni = se
schimbi in (=), atunei funetiile g;; 8¢ sehimbd dupd leges (localid)

de o
a2t oot Y
4.2. Teoremfi. P spafinl rismannian (M, g) existd o singnrd conexinne
gimnetrich D cu proprietates
ﬁ:{g‘l:'f. 3}1 o Q[D.Ir: 3.:' b & Q{F! D;E],- v Ir :EI-:I'zI E E-{E'”r

numitd conexinme riemanniamni.

Demonstratie. Mal intii obgervim of relatia din teoremi este schivalentd
el Dyg =0, ¥X & (M), adicd ca faptul cd g este un cimp tensorial
paralel in raport en D, Pontro si mﬂ ificaren dmnmtm{qm vom lnera diveet
pe ﬁduﬂa&e; fie gy coordonatels lui g 5i I componentele lui D. Prin
ipi

'El'pl pr

ey
=TI gua=- — gy — Dhygae = 0.

&.:F
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Rezultd
L
D8 . 2o Oy e 0y, T

& o Jz*
i deci
I '-!il'u £y
o 1 B AR LHa _ “Gu )
g ( dt a;::’ ‘3‘)

ﬁﬂﬂ conexinnes riemanniand este caracterizat® prin simbolurile Chris-

Exemple de meiriel. 1) metrien ommsls = m', p{."fr l":l - |:Jn"r. 1".] == prodlosol sealar
canonbs gy le) = &,

4
2) metricn  sterzcopmafled pe R #N, Vol —————— (X, ok k2 0 gy {7} =
{1+ kg=Fp
4
o a—
(L + kp=i’p*

1 4
irkca = ER gz c—— k=0l (X ¥ e —————— (N, Y.}
3) me re M [: EB*Ipz {_* = ,-I'{.- ¥ prET— F

GifZym——— 3,
i prET— i

4) metrica FPolncard pe [M = {{z, ;J€ R o > 0} i (5 4) = ?Fﬂ.u-

Facem precizares of in unels lueriri, metries exte dotd prn pitratul
clementului de are, ds? = qds'ds?,

Fie gy = &; metrica uzuali pe M = R* si (') coordonatela euclidienc
(sistem de eoordonate ortonormat) ale punstului ze R* In acest cas,
pentra orice clmp tensorizl, coordonstele covariante;, mixte zan contrs-
variante coincid. In particular pentrn un cimp vectorial coordonatele
contravariante coineid cu cele covariante g cu cele obisnuite din geometria
pnaliticd elementard numite deseors coordonale fizice,

Presupunemn cf de la coordonatele enclidiens (2') trecem 1a alte coordo-
nate (z"), tot ale punctulni o, Rezultd

Ea -c.m' = At A
e _.E.__

Sistemul de coordonata (") se numeste orlogomnal dack gy = 0 p&eru

i' # §. In acest eaz guo{z) =0, ¥re R i funetiile b= |ge, V=1,
, ®, B0 mumest eosficienfii Damd,
Fi:ﬁ.m nn sistem de coordonate (o) ortogonal. Fie uimpnl veotorial

X =L ‘&{:T Coordonatels covariante ale lui X sint Xj = Elgr; AT =

=k} X7 (firi sumare dupd j'). Pe de altd parte observim ci ansamblul
format din cimpurile vectoriale

erge =

2t 2 3
t — J—_— T B - r=1' -'-- g
el e +afa=r- e i by



este un cimp de repere pe ], Ortonormind acest cimp de repere in raport
en metrvics uenald obfinem

1 1
€ =Tfr:—a--rﬁ- ="if-f.r-

1 a®

Ca aceasta obfinem exprimarea

& igx @ :
i o g -, , 4 = Xk "y oaua X, =
il Y & *
= (M-X"ep = ... F (he I%)E0
coatdonstels

b URES W5 AR PSS W of

numindn-zge coordenads fisics pentrun X,

§5. Operatori diferengiali

Fie (M4, 9) o varietate riemanniand, fie F{M) algebra fnpefiilor diferen-
tiabile de elasi C* pe Mzl F(04) algebra Lie a cimpurilor vectoriale dife-
renjiabile de clasi C* pe M.

GFradieat. Fie fe F(M). Cimpul vectorial grad f definit prin

gl X, grad f) = X(f) = dfiX), ¥ X e M)

gt nuneste sradienisd Do f
In coordonste,

A8 ermd gy o .
S =g o AN =85

Din definitie s2 observii ed grad [ este ortogonal hipersuprafetelor de nivel
eonstant atasate lui f
SBe verifich nrmiitoarele relatii

grad (af; + aafy) = aygrad f; 4 agrad f;
grad(f, f;) = figradf, + fagrad f,

S _ Legrad f, — frgrad f,
el 7

(Demonstraie. oK, g0l ) =T f) =S XL T =FL mmd 4
grid(fif) = fgadf, + faradfy o
a{jlipcr?mrul grad : F(M) - F(MM) definit prin f-» grad f se numegte
gradient,
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Hessiand. Fie fe #F(M). A doua derivatd covariantd & lui f in mpurr-
¢l conexiunes riemanniand se numegte hessiana lui f 5i Be noteazd
Hess f. Alternativ, hessinng este cimpul tensorial de tipul (0,2) d
Trin

Hess f(.Y, ¥) = Dx{df} ¥) = X(df(¥)) — dfiD;X), V X, ¥ et (M),
In coordonate,

=2 g A N A
G (E:Ja.-:‘ Fj‘af]ﬂ"@df’{ﬂmm TP Mo

Operatornl Hess: #F(M) — FHM) definit prin f— Hess { 8¢ numeste
hessinnd,

Divergenyd. Fie X -+ &(M), X = 'Ir:ﬁ-li: i derivata sa covariantd X7,
in rapert cu conexiunes riemanniand. Cimpul scalar div X definit prin
contractis

ax .
div X = X' = — 4 T} X7
i 95 W

¢ numeste divergenfa Ini X,
Fie g = g,,dz' & dz'. Dacl notiim & = det [9,], atunei

1 e Xy 1
div X= iﬁ “—ﬁﬁ’

Intr-adevar se observi oi

) -?sr i ag..
r:,=-1rzr*( b e ] 1j2gt 20

i tinind peama de reguls de derivare 8 unni deferminant,

'EG il Effie - ffie

da E-g.,ﬂ.z-* e
dediieem

y 1 88 1 @

““og oy VG oo
Deel

axt . 1 8@, 1 #fGx
DL T T8 W=

Aceastd expresie a divergenfel este des utilisatd gi permite dovedires
imediatd a relafied
div (fX) = X{f)+ fdiv X, ¥ fe F{M}, ¥ X e (M)
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Operatorul div: (M) - F(M) definit prin X = 1:.1%‘.
Lo
m?h& divergenfd, :
tan. Operatorul A definit prin

-+ X% B8 nu-

Af = divi{grad f)
sa numeste laplaceion. Explicit
N~ ¥ )
Mema —— [V == | = —_— — e I 1
/ VG ar (F ¢ .a:*] gﬂ(.}fe:' s
adicd A este wrma hessianed.

Rotor. Fie cimpul vectorial X = Ife—a- 8l @ = guX s, wy = g0,
il
1-formi diferentiald asociati. Cimpul tensorial rot X de tipul (0,2) definit
prin
N 3 =
rob X == [y, — o M @ds’ = (.ﬂg"’;l.:'_ P ﬂ“&_}) dz’ @ da’
il oz

sa numeste raforul Ini X.

Operptorul rot : T{M) = FHM), X —rot X, se numegte rolor. S
dovedeste ofl daci M = R?, atunei eimpul tensorial rot X este echivalent
en un cimp vectorial contravariant definit prin coordonatele

1 dgaX®) _ dguX)
rot Xf = == | == — ’
ikt Ve dxt az* )
unde {f,j, k} este o permutare ciclici a mulfimii {1, 2,3}, Tot in ., cest
context se verificd g relatiile
rot{rot X) == grad(div X) — AX

rot{grad f) = 0, div (rot X) =0,

g6, Forme alternate

Fie ¥V un spatiu vectorial real de dimensiune n.

B.1. Definifie. O g-formd san formd alternatd de ordinul q pe V esle o
Juncjie
WiF oo XV 2R, (O 0oy ty) =ty .00y )

q dssioc

cars satisface wrmdloarele condifii.
l}lmluﬂﬂiniurﬁ 1 pentry fiecars 1€ {1, ..., 0} #i Bag oo o Pimgs Pigss oo+ T E Wy
TeRiTichia O = wlfy = ooy Pimgs 5 Trags » - o3 Bg) £l Disidard,
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2) anlisimetricd ; penlry Jiecars €, ..., 9, € V i penird Jiccare perpiutares
a ¢ mulfimii {1, ..., q} se solisface o(tapy « - -y Tag) = (5ign chalvy, ..., 00

Cu alte cuvinte o ¢-formd pe ¥ nn este altceva decit un tensor antisi-
metric de tipul {0, ¢) pe V. Moliimes tuturor g-formelor pe ¥ ze noteazd
e F (V) gi este un spagin vectorial real en (vezi teorema 6.3)

C] daci 0 gs

dim 5, =
i P {1} daed g =

6.2. Definitie. Fie #,(V), F V) §i F,,,(F). Functia

A2 FUV) R F V) F,000F)
definild prin
E'H'l M IHl:";:""].l =y tllill} -

1
W E [E'I'gn @) M (Papayy « ooy Topp PN Tatpiais « o o Toppath

suma fitnd Mnatd dupd foale permutdrile o ale tui {1, ....p 45 g}, 8¢ monegle
frredus exierior.

Se observil ¢ produsul exterior este o aplicafie biliniard si asociativi,
Aspcintivitaten permite extinderen definified produsuloi exterior la un
numir finit de fmetori.

Evident, wl A = (=1l el
6.3. Teoremii. Dacit {e, J =1,...,n} este o hazl & Ini ¥V g {&, i w-
=1, e, B} e5te baza deald in F*, atunel muliimes
feh A oo Ad, 1<, <, < n)

este o bazé a lnl &F(F), numits bare produs.

Demonsirafie. Mulimea din teoremi este liniar independentd. Intrade-
wir, relatia
1. ] - f'- &=
‘.-:Eﬂ‘l“‘ e A €% = 0 (g-forma zero),
0= %

- LT R (7 T pj']l=

<y

Y . -.E{msn a) 6'eay ). - 0oy =

e,y

>

fl .2y
unde jy < o0 < Jp-

\'.'ﬂh_r_"- BE {li,g:na]ﬂi;m Fd 3&'.] —- Wj:h“ill



34 aritdm ol mulfimes din teoremi san mai general mulfimea {ea ...
ceo A 8% By iiydy=1,..., 0]} genercazi pe F,(V). Pentru acessta
fie wE F (V) i numerela reale € g = 0380y oy 8 ). Gilsim

mn"_.'a"t..'. — ﬂ""-[ﬂ.. ssnyBiy) =

1
=0t 7 B Eign sl leny). . &(faiy) =

1 .
=Em‘1“_'. E' {EI.EII. a) -B&M '“‘E&h‘ = m.l:p- Eh Hlﬂl{!‘_{uauq E‘;I"]q-

Deoarece w este multiliniacd, olfima relajie implick

ﬁ.'l,'lu.'lﬁ" A -E'i'[ﬁ, T 'I.T.l.:l = W{ﬂ]r i !lrﬂi}-!
Deci
L= [.].‘II”_{'E'I BN osaw M G‘. -] E’!.‘:‘quilﬁ}h"";' E“{'. % eag M 'ﬂ’:': ul]ﬂ.!.‘ nume=
rele reale g! mJ:__I,.,_J'i < .. <y 8int coordonatele sivicle ale g-formei o.

£7. Forme diferengiale alternate
Fie M o muliime deschisi din ®R*, fie T.M spatiul tangent la M in
punctul & si #F (T, M) multimea tuturor g-formelor pe T,MM.
T Defindfie, O [funciie
wilM = U F,(TM) wlz)e F(T M)
e M

ge numegle g-formd diferonfiald sou formd diferenfiald alternafd de ordinul
g e M- . .
Cu alte cuvinte o g-formil diferentiali este un cimp tensorial antisimetric
de tipul (0, ¢) pe M. Fie #,(0M) multimes tuturor g-formelor diferentinle
0. Adunares s dooad elemente din seeastd multime ca gl produsul dintre
o funetie reald si o ¢-formd se definese punctual.

Fie THM dualul spatiniui tangent. Bazs canonicd in T,[M mta{;j%‘-s

.'.-11,...+n}_. iar duala sa, bazd in TJM, este {de, i=1,...;8);

Bazs indusi in (M) este {dea ... A da', 14 < ... <y < ),
De aceea expresia in coordonate o luf o este

mtw]‘ = m‘;ﬁf":}ﬂﬁl Moo A d_'l'-i'.
Punctiile & —» w () 82 presupun diferentiabile de clasd O pe [M.
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Fie #(M) algebra functiilor reale gi (M) algebra Lie a cimpurilor vec-
toriale. O g-formd diferentiald pe M peste i privitd ez find - functis

i M) X ... X T - FO) (T ooy X)) = 0fXy o X

F(M) —liniard in fiecare argument si en proprictatea w{Xey, - . .o Xog)=
= (gigna) a{X,, ..., X}, unde o este o permotare & multimii {1, ..., q).
Definifia produselni exlerior pentia g-forme diferentiale este evidentd.
Fia Xe (M) & we F,(M). Prin contraciie dintre Xz o infelegem
(g — 1)-forma diferenjiald X .m definitd prin (X je)(Xy, ... Xjay) =
= X, Xy ..oy Kgog)y Ay o oop Loy €8 T(M).

T8, Definipie. Fie .F.,l;[l-'ij gi Fo(iM. O funeie R-liniard d : F (M) —
= F_ M) cn prapricldfile
a2 == 0
dlo? A 0f) = dot A wf 4= (—1)" @ A de?
Xidw) w= d{X{w)), X e F(M)
Xiw) = X |de 44X Ju)

&2 numieste diferenfials caolerioard,
Thlizind derivata covariantd & erosetul potem scrie

dealXyy ony Kgor) = E (=101 Dol Xy oony Komge Lage ooy Lpy) &
iRl
4+ ¥ (—-1f*e(lX, -I,I'}r I:'r By -Ti-u-*I"-Hp s ey -T,I-H . PO J:ql-l.]-

Vs fage]
Po F{M) = F,) diferentials exterioari se reduce la diferentials
obispuitd. Mal mmult,

defx) = duﬁ_“i'{:r} Adghoa .. A do

0 g-formid diferentialdi « en proprietates de = 0 s¢ numeste formd
nchiad, O (g < 1)-Iormd diferenfialis « on proprietates ¢ exist® o g-formdd
w astiel incit g = dw se numeste formd exacld.

Observatii 1) Muol{imea deschisi (M poate fi inlocuitd cn orice
subvarietate de dimengiune m 2 1; en sau Hrd frontiersd; o Ini R".
2) Fie™ o subvarietate a hai |:R', de dimenziune m, ou san fird frontierd.
0 formd volum pe M este o m-formi diferentiali o pe [M cu proprietates
{lyy ooy Ug] = gl ori dociteord 0, ..., T, 68te o ozl ortonormatd o Ini
T4 O alegere & uned formoe volum w ]u: M se numeste orientare o hui [M ;
dﬂﬂﬁl‘a M se zice od este orieniald.
& M o subvarietate de dimensinne = = 2, en frontierd. O orientare pe
04 induce o oricntare pe oM.
3) In (R? By) 1 !mmele:. gi 2-formele pot fi convertite in eimpuri vee-
toriale prin mmpundmtnlu
M dst 5 Ej,ﬂ,ﬂfld::' A da? + fla® A dae + fyda® A da?
as gl'ﬂ.d f
o L Veedlos a rob F,

7 T o dn = (div V) da A da® A da?,
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£ 8. Probleme

1: 58 o expliciieze sumela
el Tl o Tl

2. 54 se verifice ol {,): FHVIRFTUV) = R (5 7) = 5|7 aste un produs sealar
pe TV}

3. Fie T€ F W) sl [Tjy] nsatricea cocrdomitelor sale. 55 se verlflee ol ln o schimbars
4 barel avem

det] Tpp] = (det]ALTP det[T )

a i & i
$. 50 dan X=z—4p'—, Feslns— + 3 —. 5§ 80 gheascd [X; Ty
de ] dz ar

Apof, lulad e = = xdx = pdy, 53 52 calevleze Xl w (T
5 e [Miz=>0, g =0 conslderim elmpul tensorinl

s _ @
T (24 ) — @ — +are cos 2 o=
(#+i— & — l’r‘+u‘ ®

Eh se phseascd funcilile coordomate ale lii ¥ In coosdonate polare;
B Pe [RY=0: s¢ comiderd elmpul wectorial

d a

b el e

de iy U H

53 se ghscased funciiile cocrdomate ale ful X fa coordomate sferice.
T+ Pe [E* sz dam : conexiunes D de compomente

s

I.“'::I- I pontra == |, bk =2sa0 (= k=], f =13
0 In rest

X _Ii—pi. f—i—-—l’i v o = rpdr 4 efdp,
ax Az ay
Sl #e calculeis I}I'E". D_tm. L'f_‘.{.'l" @u}
B. Se 3 varistatea riemanniand ([R¥— 0z, 8;). 55 so explicitezs coordonatels metricll,
ooeflclentil Lamé §l simbolarile Christoffel, In coordapate eillgdrice sl sforice.
| i d
LN th{- :':I- prE mlﬂ > ﬂ]!fr_r{'r! Fl= F a“‘!ﬂrﬁ B ' = + X m F a—+l’r“‘"-
x

dy
£i s¢ determine grad f, Heas [, div X, Af, rot X,
10. 58 s¢ calewlezs des pentra flecare din formebs dferentinle

i
PO P T A =L L O | S —— S A T
E+p+a

o= (1 4 TepEtilp o ods — ptilds aods 4 Sptds adp
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4

ECUATIT DIFERENTIALE

Notaiil =i ferminologie

Ecuntiile care confin funeti, variabilele independente corsspunzitoars
81 derivatele functiilor i in care necunoscutele sint functiile se numese
ecualii diferantials. Dacd funetiile necunsseinte depind de o singurd varia-
hilfi, atunei ecuafile g2 numese sewafii diferenfiale ordinare. Dacl functiile
necunozente depind de mail muite variabile, atunci ecuatiile se numesc
eouafii ou derivale parfiale,

Eeaafii diferenfiote ardinere. O comatle de forma Mz, g0y - o g =i, 73 f m" +1—FE..|
rE I, unde gy I— E este Mmella necenotcwld, 52 nomesle ecuofle difersnfiold ordinard e
ordingl i cdaed yO intervine electiv, O functle delinild prin 2=+ @z}, 22 [y = § care posedd
derivate pled la erdinul m inelusly s gumeste solifie pe Intervalul §) dacd Flz, gplz), g9z} . --
ceea PPNy = 0, Wk £y Grafizul ueel solofil se womeste curdd indegralf, D= exemplo, o

.
splufle a couafiel p™ = p esfe g = ef. De narmensa p=— ze 4 — 5l ¥ -—EFE slat solubli ale
[

)
ecaalicl go= p" 4 —, = =i,
O oliakie & wnel ecim fEl diferenliale ordinare poate 38 depindl sad na de va anvmil sumie

)
dr contlanie arbitrafe. De eXemplu g = o 4+ — depinds de conslanta arbitrard e O aohitie
e

o inel ecuaiil diferenilsle d= ordinal n eare depinde ds 7 constante arbitrare {independente)
se numegle solifée penerald & ecaalinzi, Orice solitbe obtinatd din cea generald prin pacticalari-
zaren eonstamtelor se numpeste salofle pariienfard,

Existh Insd 3l salufil care na provin din salufln generaid prin parcticolarizaren constantebor.

i
(% sk §(Eh ..

De oblecel scestes sint ®olufii #ingulars, adicd solofll care sathsine
+3

5
ce e BN)) = 0, ¥ 2E £y Do exemptu y = 252 nn se poate obline din Y = ze + — prin
13

particularizares lul 2
Fle p= fiziey....0,) ofF I o tamilis de fonetl do elasd C" care deplude de n eonstants
Indlependente &y Acesiel famtlll § s poate sinta o ecunfe diferenfisih de ordinul na  cirel
wolmfle gensrali 4 Tle chise familla de fasetil de la care am pleal, Intr-adevir ansambilcl
=& icp -a.p gl
W= P{Eio . gy)

HI'“ - F.‘]":ﬁ! 1rep F\.!
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peate f privit e un distem de n <+ 1 ecualil co i necenoscule £, Condifla de compatibllitate,
F{Tafh (-« oo 1) we 0, este ccuatls difcrentiali edutatad,

3¢ exemplu, familbe] po= oot & -+ csin s | se slogenrd cecafian g™ <k pw 0, Acsasta
rezultd din faplul «& §" = — epiin & + coros 8, U7 = — coo8 T — 0ptin T e — g,

Eeuafil er derieate parfiele. O ccuajie de Toema

ar ar bk .. fay
Flafime ccipm——y ans =0, 2= {1y, .0 r b D = RY,
[ iz dr, F, - . ﬂ:’:) ! . R

unde [estc funella neennsertd, se nomeste ccuafie cu devibare perfiele de ordinel! §y <4, ..+ J',‘,
dacl 1o ecunile apare efectly cel patin o derlvall parflall de ocest endin O funcile defindii
prln ==+ fiz) care potcdi derivale parfiale pind la ordinal & <-...+ @y inclusiy e nameste
: ; af af bt laf
soligie In [D* = [D dacd ;-(:. £ ) WL S L. {:}) = [, Wz D,
iz, dr, .:L-:f -
Groflenl onel selujll se numeste hipertuprofold irdegrald,

Dirept exempiu consbderin ecuntla ﬁ = o D g — [B. Ea este o ecualle o deri-

1
wate parilale de ordinul iotll care admite solulla definftd pein Bz g = f— + ik unde
2

ge DN este o funelic arbltrars,

In general, fune{dibe melitmre din soluiiile ccualillor cu derivate parfinic joach rolal constan-
telor arbdtsare din aalulllle soontliber ardinare. Teoremebe de existentd f unlelfate n salufiel pin
In evidenis amnalegla respectivi.

Capitolal 1
ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL INTII

Fie I un interval din R si f: I = R o functie care mlmif.e primitivi.
Ces mai simpli ecoafie diferentiald de ordingl ot este ¥° = f{x) 81 rezol-
vared oi se reduca la aflarea primitivei lui f. Teorin primitivelor este pre-
zentatd aminuntit in manoalele de Analizd matematicd [inelusiv in cels
de licen). Do asemenes, reamintim ¢ in manualele do lleeu pentro elasa
a XII-a este prezentatd ecuatia diferentiald liniari v = yfiz) 5i ecnagia
en variabile separate glyly’ = f{z).

Fie @ o submulfime deschizh din R* si f: D -+ R o funetie continud,
Forma normald a unei ecuatii diferentinsle de ordinul intii este

¥ = flz )

Presupunem ecd @ :[D = B — {0} este o functie continud. Dacdl inmulfim
ambii membri ai cenajieidiferenginle eu factorul nenul @, ¥) ghsim ecuatin
diferentiald echivalentd Q(x, yly' — @iz, y)fiz, y) = 0. Notind Pz, ¥) =

= — =z, ¥)fiz, ¥) 5i utilizind pentrn ¥* notatin Ini Leibniz % {citul
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a doull diferentiale — particularitate a funcfiilor de o variabild) ecuatin
diferentiald se transcrie

Pz, yydr + Q(z, ¥)dy = 0, P, § & C{D).

Hvident, expresin Plo, y) de 4 (e, v} dy poate fi ginditd ca o 1-forma
T D fii’:arnt re procurd o alternativd de presentare penirn ecuafiile de tipul
¥ = flz, ).

g1. Ecuatin diferentiali en varinbile separate
0 ecuafie diferential®d de tipul

a(z)dr 4 dy)dy = 0,

unde a: I; = B sib: I, = [R sint func{ii continue date; se numeste ecuwalis
dijmn;iml“ﬁ cu variokile separate,

E 4

1.1. Teoremii. 1) Funciia F:7; = I; = R iz o) =5u-[ﬂ i —.-Sb-[#]ﬂ-l.

C i
(% ¥o) € I, ¥ Iy, arve proprietates dfx, ) = a(zidx 4 L{y] .

2) Fiecare ﬁl::tu.ti.ﬂ a = ylx) & eouatied diferentiale cu variabile separate,
en grafionl inelus in I, T, satizface relagia fio, p(x)) = e pentrn o anumitd
constantd ¢. Heciproe, dacdh eenatia flz, v) = ¢ definegte pe vy ca functie
implicits diferentiabils de =, atuncl aceastd fanciie este o solutie a ecuagici
diferentiale cu variabile ssparate.

Demonsirafie. 1) Existenfa lui f este azsiguratd de continuitatena functiilor
o

a si b, tn plus, -;-'-:- (2 9) ﬂﬁgﬂ{:}d; = ala), -Ef{x, ¥) =% WH) di=b{y).

iy fa

2) Presupunem of ¢ — y{x), 2e (o, b) = I, este o solotie o ecantisi dife-
renfiale cu variabile separate astfel incit (@, w(z))e 0, x I, Y2 € (a, d)
S8 ardtim cb f{z, y(x)) = ¢. Pentru aceasta considerfim functia compusd

- glz) = fla, ¥izh), o€ (ab) s derivata el ﬂ'i#}=% (s ) +

+j—:”‘ ylahy'(x) = alz) + by(e)y' (o) = 0, ¥oe (s b). Duecig cste
o constantd ¢ pe (a, &), Astfel orice solujie v o ecuatiei diferenfiale cu
variabile separate stisface ecuajin carteziand implicitd fiz, ¥) = o

B4 presupunem acum cd ecuaiia flz, y) = ¢ definegte pe ¥ ca funcpie
implicitd diferenyinbil® de 2 pe (6, b) = I,. Bcuatin flx, y) = ¢ implied
faptul cd x = gix) = fir, y{x))este mnsta-nt'u}rpafu. b). Rezultd 0 = gz} =
= a{x) + biyly’ i deci y este o solojie a veuajiel diferentiale cu varishils
separate.

Tewrvima prevslentd progurd de fapt un procedeu pentru s ghsi solujis
genernld o vowabied diferentiale cu varighile separabe §i anaine ; aceasts
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golntie este definitd prin familia de ecuatii carteziene implicite

iau}d! +Sb(:}m =0

...r

care descrie familiz curbelor integrale. Dacd impauem ca la o2 = r; 548
corespundd ¥ = ¥, atunei ¢ == 0 ; solafin pasticalnrd existd gi ezte nnicd.
0 ecuatie diferentiald de tipul

ay{ )b (yhle + ag{xlnly) dy = 0,

unde &, a. € O3, by, bye C°( L) s numeste seualie diferenfiald cu variabile
separabile. Dacdh ne Himitim 1a subintervalele Ini I, respectiv I, pe care
a.{x) # 0 respectiv bw) = 0, atunci ecuatia diferentiald cun variabile sepa-
rabile so reduce la o eenatie eu variahile soparate

2t fr)da 4 ! (y) dy =0
E: i.ll
In ipoteza agixz,) = 0 (buiy,) = 0, printr-o simpld verificare se dovedeste
ol o= Fliy = iy} este o solutie o ceunfici diferentiale cu varinbile sepa-
ribile.
Exempiit. Procesnl de disalvare o anl solld lotr-un Dehid este guvernal de ecosfin difercn-
Ul ew variabile separabible

iz
— M:ﬂ:—-ﬂ}. & & = conil.,
it

e x reprezintd cantitaten de solid dizelvatd 1a momentul [ Evident, £ = g este o salulie
o neeatel ecuafll. Pentra 2 9 @ polem serie

dr
w= ol

§l de abcl deducem solulia genemald = o +n:"h..-l‘E [ 22}, unde ¢ esle coeslonid asbitrard-

& 2. Eenatia diferenjinli omogeni

%_I[#] unde f& O°(I), = # 0,

ge reduce la ecuatia

af
SE;-I['J—F

care ezte o ecuatie cu variabile saparabile. Intr-adevir, schimbarea de funetio
{difeomorfism) y +» £ definitd prin y =iz, o # 0 conduce Ia

m:%i- f i demonstratia constd in simple inlocniri.

il
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Expmpla. 53 se determine fansillla de curbe cu proprictates of tangenla In punctal (=% 5%

1
tade axa QT intr=un puncl o cirul ordonaly ele — s =
4

Dach g = p(z} este ecualla unel astfel de eurbe, atarel tangenta dn (2% p%) are ecuaila
=g = (X — =% Deaceea crdonata puncluial de Intersecie cu O eite p* — =%, Hezultd

ecuafls diferenflald emogend
F‘ ™ [.—”—]2-[- -.1-_

z 4
1

i
Solutle generald n aeestel eenatil omagens este g = :[——-—}. =0, umde ¢ =0 esle
2 Incx

cosstants arbitrari.
§ 3. Ecuafin diferentialii liniard

% = ufiz) + (=), unde f, g€ C(I).

Acesteia i se ataseazd ecuafia diferentiald oo variabile separabile

% = yfi)y

numitd ecuafie diferenfiali liniard §i omogend, cu solufin generald
{nmas
N o= gat 4 ﬂ-"-DE I-

B8 arftdm ofl existh o functie w:J - R de clazi O astfel incity =
e

= U o)em g fie solufia generali a ecvafiel diferenfiale inifiale.
Intr-adevir,

Ay Jne ) rna
-E\:?-E‘:,- e -E-IHIE'#

gi introducind in ecuntin inijiald ghsim

= Fyd
Deci
L] _i-ﬁ#ﬂ
wz) = ¢ +S gleje = ds,
iy
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adick

j:mt - _]I'qu.u
¥ o= g [ﬁ + Sg:a} e du-}-
g

Tehnica precedentd de objinere s solupici ecuatiel diferenfiale linjare
neomogene din solufia generali a ecuatici diferentiale liniare omogene
nsociate este un cax particular al metodel cariafiel constantelor {cap, 3,53).

Proprietdfi. 1) Multimea solutitlor unei ecuatii diferenpiale liniare sste
convexd.

Intr-adeviir, dacd ¥, i v. sint doud solufii, atunci si y = ew, +
4+ (1 — oy este o solutie. Aceastid obeervatie are urmstoarcle consecinte :

ﬁbrapnrml gimplu atasat celor trel solufii ¥y, ¥g ¢ ou depinde de x,
E i

¥lx) — wolx)

= ¢y YoE I
¥z} — yalax)

— o epupfie diferentiald liniard are san toate solufiile mirginite sao
cel mmlt una.

) Presupunem ¢ pentru o = o, plsim § = g5 Alunei o = ¥,

Dach flz) < 0,V € [xy, eo), atunci solujia generald & ecuafiel diferenfiale
liniare este o funcie uniform continud in raport an valoarea mﬁmll 0= ¥s
(== solutiile ticulare sint stabile, vezi cap. 2, § §). Cu alte cuvinte
dach » - y.ﬁrs!nt solutiile care samme: conditiile inijiale y,n,’r,,,‘,l = W
t = 1,2, atuneci Ve > 0, 35(=) astfel inelt Yy, cu |¥0 — Vel < & avem
oy = #g| = sup |¥y(o) — wolx)]| << £ Intr-adevir se observ cﬁ

e
¥i(E) = yolx) = {4y — ¥g) &
gi deci relajia
r
_Frm i
L ol |

implicd [y(x) — yal@)| < |10 — 0]«

1 Exempin. O partleuld de masd m cade vertical, asupra s

i sciionind forla de gravilafie 3 rezhlenla acrnlnl (fig. 1)a efred

]E" mirime este properilonald en medulol vilezel particulcl. Fixind

TFilp = piffe o B = p0F. Forfa de gravitatle este oy, lar
rezisten}a acrului cste — J.'p:{J}T. Legea lal Mewton se (randcrs

mE (IF = — ki (0F + mgs
s, notlnd p= Bif,

I originea 8 versorul ¢, veclorol de pozithe R are expresia
¥

-4t/ ?'] il

T k
'I-——g-{-jl.
Flg, 1 -
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Agcarty esle o ecualio lintard cu coellchentl conslanti, cu folufla genernld

-y
Foefedge - —

£ 4. Eeunjin Bernoulli
dy

- ¥z + yglx) v R — {0, 1}, f, g5 Y1),

Multimea valorilor Ini y este impusd de valorile r. Corespunzitor rezulitd
intervalul I.

In ipoteza v =0 econtia Bernoulli se reduce 13 ecuatia liniard

% = (1 — riglzls + (1 — rifiz).

Intr-adevir, schimbarea de functie (difeomorfism) ¥ « ¢ deflinitd prin

2 = =" conduce la :ii = (L —rl~" %y_’ jar inlocuirile in econafis
T g

Bernoulli condue In countin linlara.

HEoemple 535 s delermine solufla genernli o ecuadiled

E o
R S S Y
ds 2z iy

d= g
Cu schimbarea = = p® abiiners ccualls Halar) — = —= 4 17 co splofls generald 2= or +
dzr =

x¥ =¥
4 =, 2 =0, Splufia genemall o ccuallel Bernoulll este delinitd prin Ft mugrdt—, 2>k
3 3

§ 5. Ecuagia Rieeati

-gi— = ¥*f{z) 4 wg(x) + h(z), unde f, g, he C°(I).

SBolutin generald a unci asemenen ecunlii diferentinle nu se poate obfine
cul ajutorul primitivelor decit in ipoteze suplimentare. De exempla, dacsh
se ounoagte o solotie ¥, atunci schimbarea de funcfie (difeomorfism)

i+ T definitd prin ¥ = ¥, —l—i aratd ¢l ecuafia Riccati se reduce Ia
)
ecunfin liniark

= (= gle) — 2yl — flo).
¥r
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Obsercalie. Fie x — £{x), i = 1, 2, 3, trel soluiii ale ecnatiei diferentiale
linjare atasate ecuafiei Riccati. Deoarece
1

5(x) — =40z} .
—_— e pongty, S ——mo ———, i =1,2,3
za(x) — ay() T ) — yela) o
raznltd
%y(x) — ¥5(2) . 5,(2) — golz)
yilz) — walx) wale) — wolx)
adied hiraportul a patru solutii ale ecuatiei Riceati este constant. De aceea,
trei solutii ale ecuafiei Riceati determind solufia generald.

el EJJI':!'-':L,

Exempla. 5§ se delermine selulin geoemnld o ecoafici

o gl =—2rfp 4+ 27 F 1.
d=

1
Se cheervil o gy = = este 0 solufle. Pupipd y = 1 & ~— obilnem ecoaiin diferenjiakli lindask

amogenl
[ H
. = T,
dz
e 2
Repalli 5m— i odecl o= r— ®
a Hie

§6. Ecuafii diferentinle exacte

Fie ecuatia diferenfiali
(1] Pz, y)dr 4 @z, y)dy = 0,
unde P, @ sint functii de elas® C* pe mulfimes deschish D<= R
aP  ag

6.1. Teoremi. Dach D cste un drepiunghi si dacd ﬂ_yc_ﬂ; pe D,

v
atunci funefia (x, %) — fiz, ¥) =5P’{i‘*ﬂ'}ﬂ-ﬂ + SQf-Fun ¥}dy are proprie-

tate df = Pdr + Qdy si deci solufia generald a ceuagiei (1) este definith
prin fiz, ¥) = c.
Demonsirafie. Se observi od

if

iz

(2, §) = P{r,y:,g—imy:u =%§Hr.mz + Ol ¥) =

E

= SE{:. ¥)d2 5 Qlitg ) =Eﬂ (@, 90z 4 Qlre 4) = @z, 9).
oy dx
o I

284



De acesn ccuatia (1) este echivalentd eu df = 0. Mulfimes [ fiind conexa
rezultd flr, ¥) = . Acenstn indeplineste conditiile din teorema funetiilor
implicite in orice punct (x, y)€ [0 pentiu care @z, ¥) o (.

Observafie. Existh pozibilitetea s modificdm ipotezcle din teorems
recedentd fird a pfecta formularea concluziet, De exempla dreptunghial
poate fi inlocuit en o muljime conexfd gi simpln conexd.

6.2, Teoremidi. Dacid D este o mul{ime conexd si dﬂq’:ﬁ.%’r—} _.‘Eﬂ?. pe D
v &

i
atunci functin J: D ~ R, fiz,y) = 5 [P{2ot(z — Zo)yo+ty— Fa)la —

= o) == Gy + o = o), iy = 1y : Wall (4 = wo] df are proprietaiea
= J.Fda:r—i— @dy si deci solujin generald a ecunatiei (1) este definitd prin
I W) = 0.

Demonstrafie. Intr-adevir, dacl notfim uil) = z, -+ {2 = 2}, t{l) =
= Yo + Iy — o)y Atunci

i

.gl'fi‘r ¥)= S 2L {ull), o{t)l{x — xy) -+ P{ull), e{B)) + ﬂ‘ (#(t), o(1})E -
k] it T

L
= L oh L () df -+
-{y _h}] di = {tlnem geama ol - aﬂ)- )t = Pu(t), o(t}) d 4

1

-1—5 Fiuft), o(t)}dt = (integrim prin pirgi), Plu(l), o1)) = Pz, ).

Analop ee gleeste
i
E 4 (r ¥) = @z, ).
oy
Restul rationamentului este ca ¢ in demonstratia tearemei precedente,
6.3. Definifie. Eeuafiile diferenpiale (1) pentru care mullimea D esle
conerd g1 simply conexd, far E_y-ﬂ_' Vir,y)e D, s¢ numese ecuafii
E
exacte.
Ecuatiile ou varinbile separate sint ecuatii exacte.

Exempln, Liniibe de curent In mitcnrea stallonard o wenl fluld plan slet deserbse de & ecua-
Lo diferen(iall de tlpal — ¢z, pidz + pfs, gy = 0. unde (5, 3 este chmpul veclorial vieed-
bRl fluldul eslo Incompredibdl, stuncl céle iodeplinild conditia

%% o
dz  dy
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5l ecualia lakilor de curcat cste cxactl. Solofla gentrald fiz, y) = ¢ repreziatbd Camblka lindklor
L

de corent, unda [z, gl = —5 . phde + gﬂl'p i dg

oy ¥

6.4. Teoremi. Fie D o mulfime deschish conexd i simpla conexi. Existd
o funefie nennll p:@ — R de clasih (* astfel ineit

wlz, ¥).P(o y) dr + plao w)@(x, yidy = 0

el fie o ecuatie exactd.

Funciia g se numeste factor integrant.

Demonsdrafie. Ecuatia din fteoremd este exactd doach 2i pumal dach p
satisface eccuajin cu derivate parfiale

BuP) _ HuQ)
dy dx

Aceastéh couatie are cel putin o solutie nebanald ; in ipoteza (Hx, ¥) # 0,

aceasta so procurd din solufia ceunsgiel 3 = — ;{:;; (vezi §3,Cap.
o s

ajs mltlk:a:m a efivei existenidl si unicitate cste garantatd de teorema 2.1, § 2

din Cap. 2.

(2)

Obstervalie Gisirea efeclivd a unel soluiii & ecuaflel co derivate parfiale (1) ou et
o problemil mal udcarl decit cea o gRsirdl #olaflel generale n ecuntbel difereaiisbe ordimare (1)
Existh Insd destuls cazur] particulare In care putem g5% o solutle particulars a econtlel(2)
solufe eare esfe un factor integrant pentra econtla (1)

Expmple- 1) Ecuafla cu varlabile separabile (cu ecelicienti de closh €1
ay{ =phy) A -+ ag{ iy dg = 0, ay=) o O, V2 1,1 byiy) ob 0, WpE Iy,
admite factoril Integrant

iz, §) =
ad=ibl)

2} Ecualla Mintard {cu coeffclenf! de clasd Cth

[0z} + (=) dx— dy = 0

admite faclorul Integrant
&

—|nner
) =g
i1 /far o
3) laipetezele : (Hx, y) o O,z yie Dy 0l -5 -:3—- - ? depind explicit numa! de =
' F <

stuatia care determind factorul Integrant s reduce [a ecantla difereniiali linkard amogend

. L st
. q(ag a:]p"



1 ap
In ipotezele: Pir,piob 0, W, pie D, p # = (Z-E - E] depind explicit nuemal de p,
E

ecnniin care dederming factorul integrant so reduce In counlia difereniioldl Hnloti omogend

§7. Ecuntjia Clairaut

o= ¥ - 9y}, unde § este o fonetie de elasd C, x€ I, iar ¥ admite
derivatd de ordinul dof pe I.
Se noteazd v = p i e deriveazd in n‘l.[mrt en ¢ in ambii membri. Reznltd

(o5 )0

2 0 deducem p = o 51 deci ¥ = ¢. Introducind in ecuatia

Din

inifiald gisim solufin generald & ecuatiei Clairaut gi anume ¥ = ox -+ (o).

Din o +~j—‘i -0, §=2p-§p) results solofis singularh o e
.

— —'ﬁ + ¥ = xp + 4p), care nm este altceva decit infisuriitoares familied

de drepte de ecuafii ¥ = ex + {{e).
Exemplo. 54 se determipe soluflile ecmapbed
FrE(z 4 —p =0
Se observl ol patem serie ff = 29" 4= P71 = p°h Sotind p" = p 5§ derlvind In ambif mem
Bri gEsim E {x + Zp 4 1) = 0, Rexulld solufla genemld p= cx -+ {1l + ¢} 3l solutfa #m-

x4+ 17
1

El-lll-l'ﬂ. I-'—:F“]-,I-'-P'.Imﬂ Ir = =

§8. Eeuatia Lagrange

¥ = rely’) + wiy’), unde ofy’) # ¢, ¢ &i < sint functii de clasdh C*,
g€ I, inr ¥y admite derivatd de ordinul doi pe I,
Xotind y*=p s derivind in raport cu g in ambil membr{
: o _ g dp |, dy dp E
glsim p — olp) e - ap d - Dacil # 0y atunci privind pe
p dr &
z ca functie de p, obtinem ecuatia liniard

do _  do 4y
p ?{P”dp xﬂP+dP
cu solufin generald x = z(p, ¢). Bezultd cd solutia generald & unei ecuafii
Lagrange este delinith parametric prin o = o(p; ey = 2(p; ¢} sip) + wpl.
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Tpoteza .:115 = 0 implicd ecustia algebrich p = (p). Solutiile ecuatiei

Lagrange corespunzitoare solufiilor acestel ecuafii algebrice sint de reguld
solutii singulare ale ecuatiei initiale.

Exempln. Ecuafia

g2y —pg*

i L
sifmite golufia gemetali f = cp ¥ —E i N -—E—WI $l solufla singulard g = 0,
B L]

£9. Probleme

1. 5§ s defermine aslulil (genssals, partlzubars, singolare) penten urmiioarcle ecmathl
difereniiale, precizindo-s= domeniol de delinlile maxim posibil peatra flecars cak in parte

dy 1—a

de py—2

.I-?:u-‘ F L]

dr z4 |2+
dr—1

- T i S

LiF 4

W e, W

dz =

2. =g 41,

dx

cu sohitla = =
—pfdz + (s — =Ty = 0,

LTS ‘h':l' — i
: o

]
oy b
r

p o= 2oyt —

:mmn::—” +ing =0 {separablle)
L p— + @ (mmogeat)
ilE =
dz Inz
dy
Ee—e=plinx 4§ =0 {Berncalli}
dz
ﬂ-f-ﬂ_ﬂfq.a:—: (Bilecati}

il
ciy solufla ;= 22+ 1
(= + ¢+ 1K= + (2 —p* + Shly=0  {exacte)

g ap 3y {Chabraat)

:J.-y-(

1
=1

(Lagrasnge)

:

53 se determlne tralectorille oftogonale ale famlliel de parabele I 1g? = az, o€ [R.
54 s gimeascd esuafla diferentiali co caracterizesz) famllis de gerenrd C 1 &% 4 F = ap.
53 3= remalve urmiitoarele probiems eu condlfll inlfiale

ap'—Idp = g% € (0,0} cu gy =1 pentra = 1;

—x

F+yigz=gnds #E{—
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5. 50 o gheeascd solalitle ecuatiel =2p° + u + Hizin z = 0, x = 0, al chrgr gralic esle inclog
In prigwl cadean.

B 54 se nmale of salulin generald o ezuafiel
Pl — 2% g — gy — 22
efle o famllie S fonefli rollonale.

To 54 s arate el 22 p) = -'_:u' este un factor infegrant peotra (32— pule & 2dy = 0. 53

s2 deformine sofufls genernld o scestel ecuafil uillizind tegrema 6.2.

B. 51 se ghseancd curba n cdrel tangentd formenzd cu axele de coorifosafe un triunghl
de arle comstants,

8. 54 se Lradede cafbele Integrale ale eciaaflel

g gt oy =0,

Caplicial &

PROBLEME 51 METODE DE REZOLVARE

g1. Aflarea solufiilor prin metode analitive

Bolutiile unor ecuatii diferentiale simple se pot obfine eu ajutorul primi-
tivelor (vezi Cap. 1), seriilor de puteri (vezi Cap, 3 § 4), valorilor sl
vectorilor proprii (vezi Cap. 3 §5, Oap. 4§ 5) san a artificiilor de caleul {vesi
Cap. 33 6). In general insd aceste metode prezintd dezavantaje de tipul
urmitor :

— existd couatil diferentiale & clror solofic ne se poate scrie cd o COM-
hinatie de functii elementare si de primitive din astlel de funeii (de exempla
eccuaitt Riceati),

— expresia complicatd care & solujia explicits este adesea mai putin
utild «decit o aproximare a sa ete.

£2. Probleme Cauchy

Principind reducerii. Orice ecnafie difercntiald de ordinul », de forma
navinitd sormald,

5-1_!] zﬁ'r: L ?':r- . 'lfh‘“.:'
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poate fi serish ca un sistem de » ecuafii de ordinul intli, Intr-adevir,
dacd Dunem ¥, == ¥, 4, == y'r Y3 '=3'”1= saply = F‘l"_“p atunei

o= ¥
¥ = Ma

PR

5"; ""'.ﬂlt'l Hay oy o s vy ¥als

Tinind seama de aceastd ohservatie eate suficient =% facem rationam entele
pur teoretice numai pe sisteme de seuatii de ordinul intii serise sub forma
normadi,

i :

ﬁ ’=ﬁ|:ﬂ-’:!lr|.: censaly #EL i =1,2,,..,m.

ile
Gilsirea functiilor @ =+ w(x) care verifick condigiile w(o,) = ¥y, € R poartis
numele de problesia Iwi Cowchy (problemd locald). Numerels o3, ¥ 52
numese condific inifeale.

2.1. Teorema de exizsten(di si unieitate. Dacd functiile reale {r,y) —

=+ filx, ¥ & = (W4 ..y &) 6ot de clasd C" peo mulhme dezchisd i conexd
B = I x{ din R**, iar functille partiale v —=fi(z, ¥) sint de clasd O,
'Ltuur:l ¥ (2, ¥,) € [D exiztd o solutio unicl z— yix) definiil pe o vmmﬁt:tm

& Ini &, eare verificd condifiile w,(x,) =y, 1 =1,2,...,n,
Demongtrafie. Mai intii observim iy : I - 7 este o Hulul,.m @ problemet

Cauchy (notatii vectoriale)

i |

_dj'; = flay o)y yze) = 9y
dack g numai dacl

yiz) = wo + 5 Jity w(t)) e,

lificarea mnamﬂnm]ui esupunem ofi functia f = (5
,j".] 5t t& classd Lir;i D. In aﬂmﬂpipulitﬁ formula cruﬁt&fmrt{hlm

n.mti eh e =0 astlel ineit Bfle o) — file 2)] < elly — 2|, de indatd

o Funntele (x, %)y (x, 2) apartin unui hiperparalelipiped inchis J XV <
e I U cu contrul in punctul (z, ¥.).

Fied,=[gy—na4r] = qur-:.:l.Humm cu M muljines fune-
@

tillor continue y:J, —= ¥V cu proprietatea yiz,) = ¥o Muljimes M cste
un spajin metrie complet in raport en distanta diy, ) = suf-uy{x} —
[ 1] v

— #{z)ll. Deofinim aplicafia ¥ — oly), (pl)la) = ¥, +5_ﬂ' ylf)dt.

E‘- lﬂcnt {plyINaxg) = w, 5i din continuitatea lui ¥ rezultd mnt-mult-at-ea Luzi
(y); deci 2 xﬁl M. Mai mult, ¢ este o contraciie. Intr-adevir

d{zly)y =) = sup [[{#lyINE) — (=01 = EHHS (it () =it =)t
F F &
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® F

< HHPS”I'I*: plt)) — fit, ()i dt H-HFSIIL'.I'I:U—-I.!} Mige] r—ag Ay, 9

= J:I'-ull:y, z) %i ¢r = 1 prin ipotezd. Reau]tﬁ. ¢ o erte o condractie sl deed
existi un punect unic y € M astfel inecit giy) =y, adicd o fnnetie onicd
-

wid, =V astfel incit p(x) =y, -'.-Ej’i!:. wigypat.

Principii pentra condifiile iﬂfﬂ'infr.q[]} Pentrn o ecuaiie diferentialik de
ordinul » conditiile initiale constan din punetul x, i din valorile w(x,) = ¥,
¥xg) = Hope ooy WV () = 40

{2) Dacli avem un sistem de ecuatii difeventinle en functiile necunozente
Wise ooy Vay d0T My, . oy mi, 8int réspectiv ordinele maxime ale deérivatelor
i gy, . o ¥, atunei condifille inifiale constan din puneinl =, % din

walnrile

Ya{e) = Wio HHO) == tinae o oy 1™ Nimg) = o2,

YalZo} = Pupr Vel Ta)omtiare s g B xg) = glon~",

Pentrn rezolvarea numerick & problemei lui Cauchy se poate aplica
metoda Buler i metoda Bunge-Eutta,

§ 3. Metoda Euler
Fie problema Cauchy

¥ e fla, ¥), W) = Yo

incare f: I %R R verifich conditiile din teorema de existentsd §1 unicitate,
Conform acestei teoreme exigtdh o solutie = — y(z), o€ [a,b] = I, dar
explicitaren 58 exactdi nu este intotdeanna posibilli. Dack se rengeste si
ga aproximeze valorile acestei solufii in punetele o, << & < & < ...
din [a, b], fie cu ajutorul unui polinom de aproximare fie cu ajutornl func-
tillor spline, se spune cf solufis a fost determinatd aproximativ,
Folosim o diviziune a intervalolui [a, ] prin puncte echidistante,

posul fiind b= 2—2
ecuafia diferentinli se transformd in ecuatin integrali

..Pi'iﬂ 'H]tllgl‘ﬂl! pa.iﬂbuh"ﬂlﬂl [.t‘., 1‘.*]]1-#.-.1.' = I + H.

Marq) = Yl + EJ’M!WJ i,

oy
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en necunoscuta yiae) pentru fiecare £ = 0,1, 2,... Notind prin 9 o
aproximare a lai y(x:} i aplicind metoda dreptunghiurilor gsim relafia
de recurentd

Vi =W +Mz.) k=012, ....

Proceden] de aproximare 3 zolujiel problemei Canchy prin valorile deter-
minatie de acenstd cenafie ou diferente finite este cunosent sub numels
de metoda Euler. Acenstd metods este interesantd mai malt prin valoarea
et metodologied 21 mad putin prin reznltatele la care conduce (d3 erori mari 1)

Caznl v €™ este analog celui precedent i se rezolvd prin sistemul eu
diferenie finite (ootali vectoriale)

Fk-H =!|"i. +'k.ﬂ-'rl|y:]r k ='urll 3:|---

Evaluaren erorii abzolnte czte deserizd de teorsma cada UTMeasds.

d.1. Teoremi. Idack e(x) = yix) — y*[z) este diferenta intre solufia
exactd si solotin aproximativd, atunci exizth o constantd M >0 astfel

ineit || e(x) || < e¥= o(h),

Dremonstrafie. Folosind e =y — y(ry) objinem

Epgg =— Ep _ ¥y — WTeey) — (W8 — !{-ﬂ'l“ -
i h

. Fﬂlh'— M !"'[-hﬂ:'h'— ¥l = f{Tys 4 — ﬂfhllﬂl— yixre) .

DIIFreni.'[:l.l:u]Ll::atm lui ¥ implicd -gf{r. al=ylzy B &) = y{xe) B hy'(z) 4
4 alh?® aga incit y(ae,.) — (o) = by'(m) 4 ofh¥)=Af{xs, y{r)) 4 o(A®).

Deci L= = fiay, yf) — fizw y(2) + ofBY) §i conform teoremei

cregterilor finite avem || flze, 48) — flzn $z)}l| = | Be J iy — x| &

< s =-‘|r- s —ylne) A= M| 5 —y( %) | = M]] 2, ]|. Resultd [ ey, <] €a 4

+.i.uu'l :1 | 5 u[ﬁ‘] sl flegull = (1 = .L]I]|n|| -+ ofh®). Dupik N pasi se
objine |l eql €[ gy 2101+ b M) 4+ ui-’l}ill: —all (1 4= RM)? 4 ofh?) 4
. :1 - bAoA £ L. 5] tu-l{1+.uf]-" +nf_.ﬁ.‘}[l+[l+hﬂ'}+{l+hﬂ';l" e
: _—Il_-il - hM}” 1] unde ¢, =4F — ¥z =0. Dooi [l
g ,:EF alh?*) §iobservim cd pentru o fixat §i b = /¥ avem
lim (L 4 RANY = lim {1 4+ R = ¥ Do nceen

di-eli =l

i )]l < —*—}i— ofh?) & o™ ';.T < % ofR).
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Diam urmiitoprea gchemd logicd pentre metods Euler modificats {pre-
dicior—eorector),

@ filulrrr.l'-l'i;r:'.ﬂ::

'

CITESTE ST | FY Y :I
/ =, ,_atm.#/ Yt Serer P T Tlend T aien?
'
| gy ¥E _ ER
I #;' = et " Fpai |
St "
¥R
"I'.:'+r-'5ll.l'rl

A 1
1 [5-"2.;4'”{.;-}“;

1
Exemple. 1) 34 se caleulent, cu o ercare &= s valoarea scloflel = g(zha problemel
i
Cauchy

i 1
P —— e Y, -0
5 - I il

i
In pupciul & == ——
400

Solufie. Eewajla diferenjizly este de tip Fiecadl 3 np dispunem de un Provedey penbi
aflares solullel exocte degd bo verilicd eondiflile de existenid o upieblale a selufbel. Tute-adevir

1 1
= fanc(ka r:m:ﬂ:mﬂ R fi=, ”FT.__:\IJI P esle de clasi G,

i i
—tunciis parjiall p— iz, pj = — = — =zp* esle de clash ¥,
2 3

Cu notafille din 42, fie J = [— 1,1} V= [—1,1]. Decarees

1
{3 ghix, SE L % Vou | {2, ) — (3, 5) !-T izl =g+ =t 1:.-2- (g1l
3
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a2 3
s ¥ nmmfh?ﬂdtdlﬂ?- Punsm r = 1. Covfarm ieariel,

i
ecualln sdmlte solofls g1 [—1,1]—= m. Fixind b = e
BN

1
P gasim g| —— | = 0,00135,
o o 2s)

2) Bord supresd fa facovolere.
Fle o bard de longime f Imcatirsld la un capdt sl sopass
Fig. & la capdiul Uber uned sarciol P (55 ), Abeglad reperul carteslan
 In flguri, capitul Incastrat cile caracterlzatl de  ocualia
= Varlabila g v misurs incovoderes barel. Dacd B eate madulel lal Young, kar § cile
mom=ptul de Ingelis al ssctiunil framsversale a baeed fn raport eu o dreapld eare trese prin
ceateul d= grewtate ol sesfianli sf este perpendlealard pe planal =iy, . = poale orits cf defar-

P
matls Is imeovaleres satisfnoe scoatla diferentiald '™ s — (1 = =2j (1 & g% In ipsteza e3
El

tenslunlle din bard rimia ia demenlul elastic, adicd P g Py Talruclt bara este Incastratd
I 2m 0 sa impon walarile @0) e O, p0j = 0. Dacg P este relotly mic, stoncl pania g¢*

P
a Incervaleril este misl az Incii g™ poate [ aeglilas ol coantla deving g™ = H:'ET {f— =) m sp-

lafin mz) = -i 3l — ).
aEr

el Poste made atancl g el 38 o’ devin marl ln comparatie oo onltatea, iar termenul go
nu mxk poate Ml neghifat as locit, Iy acest cax, pentro abtlnerea solufkd vom apliea o metodd
nomeriel. Angeme, redussm coaatla s un sisters de ecuafll diferenflale de oedipul tatll p* =g
£ vl — 2} {1 + 45, K = PJEL, eu condififle inifiale ) = 0, 20) = 0. Algaritmul meto-
del numerice pe care o foladlm se eompune din nrmdtordl pagl : {1} nolim i, :} J;'H— EA R
{1 + #%%, (2) utliizim metods Ealer pentru a caleuts pf* of = relinind i pff = pi0) = 0,

g = = 0 decl g = Lz, 2 --Elkr-}- fil kiN)). (3) se prezic valorile g, 58

lofad it mpd | +20F, 20 =P, +1m:" ) pentra kel 2 3..., (4) s
h

cerceleand . =iy luind pRU = gl 4 —[ 4 0] o - T[;'.'|;r'_. )+

+ Ml g el = 1,23 L., Dieratiilo se oprese de Indatd ee 3N —piiN <
£ impus inlfial. {5]::: faee o ullim ] eoreetiy oluk ::‘_F esllmlnd erpares de trunchiere folodin o

1 1
b= T;.;m_ =200 5t atndapal 58,y = o8 4 g = ¥ 4 Tf::m — Uy, {5) lale-

eaim In eXpresly lul p:‘j”. pe Y cu valoares 5f; M oblinem pf, =3 +
+ ";"':*E + ik

Pentru calcule s-a oles [ o 100 m, & = 107, I = 0,122, hara fiind din damlomislo. S-a
rulat wp pregram FORTRAN, peatru algeritmal descrts mal sus, in care P g Tnat diferite
valori, far Me 23 =4 Pergltatele obfloute s-po trecut In tabelul diyg  pagl pa
urisktoare.
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Zarckna (I Deformatls () Erpares

10 2,600 0,08
20 5219 o2
20 TaEb 0,48
q0 140, IS 0,81
0 13105 152
e 15,020 1,41
o 18,7E0 262
& 21,575 a4
= 24,512 4,28
20H 23,540 oSG

g4, Metoda Runge-Kutia

Fentru simplificare congiderdm un sistem antonom de ecuntii diferenfiale
u' = fin), en conditia initialid w{c,) = %?‘ unde ry, ¥, sind date, Admitem,
_rﬂ-:- clazl O7 intr-un domenin @ = R™. Fie b = 0 un pas do integrare fixat,

fie formuls! Taylor yz-- k)= ylz) 4 hy'{x) +—h—3,r“f.r] +o{h®) san y{z+h)=

|
=) M) e LN ) 5-0(h) i Ky == M), Fog == WD + Rk
k—_s" Rfiy =t Bagly = Rgelia)y By o= DY < 20T < Rpkiy  Aplaly. . o ID cATE Dy
sint conztante deosamdatd nedeferminnte.

Ideea metodei Runge-Kutta constl in a determing parametrii by si o
astiel ineit coeficientii puterilor lui &, din membrul drept al lui ¥z + &)

gi din sama y -+ 'él ak,, 84 coincidd pind Ia puteri cit mai mari, adicd =8
putem adopta np-mximm.
L)
wix -+ B) = y(@) + v ak.
11

FPentrn ugurinl vom efectua caleulele in cazul # = 2. Tinind scama de

formula Taglor giisim ky = kfly) + higk, ..E:I_ 4 b j';"i_ m i;% + o(M) =
= hfly) + 1Ry} - f0) + M —_f’i:.r} ) + ofh"), unde E, = kfig).

Atunei
¥+ ol b oaghy =5 + Moy + alfiy) + Blaghy flwif{v) +

)
-+ —I;— e iy A0 () <= oK),

E‘mnqarhld e membrul al doilea al lui y{x + &), din egalitatea eoefici-
entilor lui b 51 A° obfinem =, -+ &y = 1, & - hyy, = 1/2. Notind «, = » gisim

#=l—0, gg=13 hy= FTR: Rezultd sisternul cn diferente finite

Yirr =30 + (1 — )&y + My,
285



unde ¥7 =g, ky=hflxd), ?-'n—-'l'l_ir(_!.f. s El-l] care aproximenzd ¥' = fiy)

et o precizie pind la termenii de gradul dod, inelusiv, in mport cn &, Acest
sistem a fosl obfinut prin alegerea nnei diviziuni #y, 2y,. . ., £, & intervaluloi
[#4: T],in care este definitd functia necunosentd v, .:l = &y + Ay Xy =
—-"--ﬁ-1lm"!l't-—{-7'l:|

Un caz des intilnit in aplicpiil este caznl # = 4 definit de sistemul

{1} Wi = ¥ T[J‘-‘, . I e T

lmd}: I.- = .Irj.:;.-, )y by = Aflyd +1/2k), Ky o= Rfiw¥ + 12k K, =
= Af{yy =

Pmml a = 4, sizgtemul diferenginl & = iz $), cu condifie nitiald
#{xg) = ¥y ge reduce In gistemul cu diferente finite (1) dar in care I, =

ol m-"’lrﬁ'l]‘r vy iII‘.f[ﬂf'l: - B2 W -+ —l—} ky = -’ff(-‘l‘;—_-l-ﬂ 25 §F = ;'] B

E'ffrl 'l' h:- ,'1". + -i'a}
ﬂbacrm;ﬁ. (1) Metodele de {ip Hunge-Kutta sint metode cu un sirgei pas
dar care neceaitd calemlul de # ori a valorii [funetiei f la ficeare pas al
procezilul de integrare, Spre deoscbire de metodele de aproximatil sucee-
sive (Euler) care necesitli calenlul anterior al punctelor de pornire, metodole
Bunge-Kutfa au autostart.

i2) Metodele Runge-Kutta pot fi exprimate prin sistemul en diferente
finite de [orma

{2} ﬂ'j-H. T .!l': + hﬂ":.'il'k‘: H]I-

ande gyl B) = a,f{yF) -+ = fivd + 2ahflvd) .00+,

a0 Definifie. Wetodn Runge-Kulta datd prin (2) se numegle congisicald
dacd gy, 0) = fiy).

4:2: Teoremd. Presupunem of funclia (¥, &) == gly, &), & =0, v€ R",
este comtinud, iy ¥ — gy, h)este lipschitzinnd, adicd gy, &) — @y, W) |5
€ M|y, — y,ll, M = conztant. Metodas Runge-Kutta este conrvergentd
dacd & numai dacd este consistentd.

Intrueit condifia de consistendd este satisf3entd, m]il:ﬁ.-'i-j =1,
rezultd cfi metodele Eunge-Kutta sint convergente, -

4.3. Teoremii., Daclk o =[] yiz) — yf] este m:aguflpﬁn metoda
Runge-Kutta, exprimatd de sistemul (2), atunci ¢ < ofh'}; unde
& este ordinul metoded.

Demonstrafie. Din sistemul (2) in care sabstitnim solufin exactd ¥ ovemn
Y(oeaa) = glz) + hglylxy), B) % ofh*). Beizind pe (2) din aceaztd
egalitate si avind in vedere cfi g este o functie lipschitziand objinem
fi41 % (1 - Mh)ee + Lojk**?), unde L >0 este o constanti  pozi-

tivdl, inar M este constantn Ini Lipschitz. Prin inducfie se aratd chk




1+ MKt —1

as(l HAMP ek -

litatea din enunjul teoremet.

Observaile Evaluarea erorll prla
teotema 4.3 esle neconvenaldly In prociics,
deparece necesilli cumoaflerca comsliilelof
M gt M®, Penlru o cvila aeeastd situafle
s poate comstrul o formels  semibemnpliricd
pentru cstlmorea  eroril, core se produwce
Intr-un singur pas sl infegriril, SAneme daei
preppundm. [T 2 pf o AR, A=
w= comsbanis, sl el executim up pas al
Integrarik de lupglose & 31 dof pasi do loage-
me A2, Inceplnd e la acclatd pEmtl I
atonel gy, ) = oy + AN = i, +

ke *
+ 24(—). De aicl 4:““"1—”‘.”.
2 n( -:)

=1
Iesamind erorfle locale [ A] K, duph efec-

toarea opul apomit nemie de pasl, oblinem
erllmardd airosimelird & &rarfl.

Schema logicd g o variantd de
P FORTRAXN pentru meto-
da Bunge-Kutta de ordinul patm
f8 = 4) pint dote In figura 3 g
respectiv in figura 4.

Vordanti do program

DIMENSION 3100y, Y10
DATA HiO.010;, 3010001, Yy
READ (105,13 N
1 FORMAT (7X13)
Do K=
MKy = XK - 1) & H
Bl = HaF(XIK — 1} Y(K — 1)}
BKT = HaF[X(K — 11+ HE2Y(K—1}+

+ RE13)
K3 = HeFIX(K—1)+H/2, Y(K-1)+
+RET)
RK4 = HeF(X(K — 1)4H, YiK = 1)+
+RES)
Y(K) = V{K—1)4 1. 8+(RK1+
. +2AK24 2sRKI+ REA)
2 CONTINUE

WHRITE (108,35 Y{K)
@ PFORMAT (33X, Ei.G)

T

EXSD

Lo{k**1) gi, cum ¢, = 0, rezmlti inega-~

-

CITESTE
gl o Jr, 0 Fuime i

Auy
]

.
Tyexprkh

1
R}'ﬁf{‘t}'-ﬂ;r}

1
1

tyehf(zge Grgegt 7]

'

& .ﬁf'{rti-gu;:::i» %EJ

,

Ky =BF 2ok g vk )

4

e " i
A AP o &y *Ef£r+%JTﬂ_J

K=k+f

v-s

Fig. 4
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g3, Stabilitatena solnpiilor

O problemi practicd importantd este aceea o determindrii com-
portdrii unni sistem fizie in vecinitates unei stdri de echilibm. Daci
gisternnl revine la acoastd stare dupd ce a fost supus unor perturbatii
mici, stunei el & numeste sabil; dack nu revine, se numegte instabil.
De pbicei gisbemels instabils sonduoe 1 eatastrofe.

Verificarea stabilitdtil unmi sistem fizic se poate face pe cale experi-
mentali, dar acest lucrn este costisitor gi reclamsd o mare duratd de timp.
Do aceea, in profectaren sistemoslor sint do preferat criteriile matematics
pentrn stabilitate. :

84 considerim un sistem fizie a cdrui comportare in timp este descrizhd
de sistemul guionom (nu contine explicit variabila independentd)

(1) “"::l!'l;::ll"‘:ffﬁ'}:-ﬂ ="[,'.I'1r---:i'|f.}l'='m1=m'- ,f:{.fh---rf-}r
f fiind de fapt un cimp vectorial pe D,

Dacd a este un punet pentrn eare fla) = 0, atonei y = a este o golatio
a slzternului (1) eare verificd condifiile inifisle yt,) = a. O astfel de solufie
se numeate pozifie {punct) de echilibru. Din punet de vedere intuitiv spunem
e pozitia de echilibru o este stabili daclkh orice solufie & lui (1) ee nleach
Ia f =1, dintr-un punct suficient de apropiat de o rimine pentra ¢ >,
intr-o vecinfitate a Ini a. Presupunem o f este de clasi C! pe D si notdm
en § —= y{t, ¥, solugia luni (1) care verifich conditiile inifinle ¥(fy ¥) = ¥

8.1, Definifie
Pozifia de echilibru o sistemulud (1) se numepte (fig. 5): (i) sabild, dacd
existd o vecindtate V a lui o asifel inclt y, € V s implice evistenfa solufies
t-> ¥(6s oy < [t 99) i daed Lim y(t, o) = &, Vie [fy 20);
{ii) asimptotic stabild, daod este etabild pi dacd existd o vecindiale U = V
a lui o aslfel fnoll yye U ad implice Lm y(f, vy) = &
Fer 0

E| }—f E~—0-+

St abild
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Definitiile precedente se pot extinde si la sisteme neantonome, iar teoris
atabilititii did rdspunsuri la asemenes probieme utilizind  informatiile
pe care le avem despre cimpul vectorial o (fy... ., f.). Noi vom formula
teorema numal pentm unele caguri particulare (vesi cap. 1, § 3; cap. 3,
§ 6; cap. 4, § 5; eap. 5, § 2).

dx iy
Exemplu. Sistemnl :l.tlu-n.-a-r:lrIr- -, -3- = — 3 pdmite podiia de echilibeu (0, 0

d'x
Derivind prima ecusfie ln raport cu ¢ @ tinlndd scomm do & doun obtinem ccuatln F i

+ & = 0 [ecaally oscilaYilor micl ale pendulilul in veclndlolea poritiel inferioare do echilibru)
cu sodubis genernld S = £e08 ¢ 4 sabn £ Dech 4 = eptes [ = ey3in I

Fle eonditille Iniflale { = 0, 00} = 00} = py. Solulia eare lo satisface este m{l) = agros I+
& pedin & [I) = ppeps f— sain . Ipetema 2y < 8 |ppl <& Implied |2 1= | %]+
F Il 1 <25 TPl & [ 250 4 g5 1< 2% Notlnd 28 = ¢ pulem sceio | 8l | =2 &, | i<
Wi =0, Asttel pozifia de echillbng (i, ) este stahild, Fa gu este asimptotle stablli doosrece

limn x(f} nue existi.
=

&6, Probleme la limiti

Ecuatiile diferentiale la care se pun asemened probleme trelmic si fie
eel putin de ordinul doi.

Fie " = fiz, v, ¥'), ¢ [a, b]. Gdsirea solufiel ¥ : [a, 0] =R in condi-
giile (1 anitd) o(y(al, 9a)) = 0, s{y(b), ¥'(b)) = 0 se numeste problema
Ia limitd (biloeald). Pentra rezolvarea numericd a unei asemenes probleme
eate potrivitid metoda diferengelor finite pe care o explicitim pe cazul parti-
cular

¥+l + gy = flzh
agifa) -+ y'(o) = A4, Baw(b) + By'(h) = B,
solutia y fiind presupusd de clash C. Se fac notafille &y = a, &, =1,
D= S ey il o= pE), 4= o o= fmd =1, 2
crep® — 1. Admitind aproximirile

W) - ] _ﬂ + -
ﬁ*uﬂhy”‘ ﬁ#!l'n-t :: ¥i-1

obfinem sistemul algebrie lindar

Yies — 24 + Hia
Rt

£ m.lﬂ—iﬂ';-.l q=fy i=1,2..,8—1

Yo + ==i’i-}‘1'l =4, B +;sl-’~’=~:f:*-=3 =B



de n +1 ecuatii cu # -+ 1 LECUDOSCULE Yoy Yoo - oy e Doeld acesta este
compatibil, atunci solufia sa procurd valori ale solufiel problemed la limits

x : Hyme & Byaes =D

¥ | Fives e
FPentru evaluarea erorii S¢ utilizeazd formunla

19— 9 ()] E%U’— o

unde M= ma:'r Iyl‘l (x) |, iar s{z) este valoaresn exacii.

Pentra o pmm m evidentd modul in eare 26 formuleazd o problema Ia
limitd pentrn ecuatil de ordin swperior Ini doi considerfim un exemplu
din rezistenta materialelor.

Daed rigiditatea fa Incovolere ET 4 sarclna transversall @ it censtanbe, atuncl ecuafia
dilereniiald de echillibro 88 eondifiile Ja Simitd peotro prinda sollcilatd la lscovolere cu Forid
aXxiald coesfontd P sint

4 n
Ellu-_-k?pf-‘.ln-?—.. I‘F'--—
Ef El

e} = 0, g =0

AL M
m——t, (= —L,
i T i 1

unde Af, -'Ut 40! momentele copcentrate b enpete, lar g reprezinld slgeala (Mg, 6). Sohalia
generall o ecualked cate (voel Cap, 3, § 5, 8)

B = oy ook kT 4 fpuin ke + + 5T + &

2En#

lar solufla enee sallsface condiffile la Hmitd esle

[P : {[U’ = _f—)[r:ﬂ R =1} 'llnkx[.‘l]'tv-."lfﬁ.;.;., EP ok j_{i—fui‘]}]_
L:

I2El ilm ki
L X
— H"—Jfg——j--l:l—:!!l — %
=)

L
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&7, Probleme
1. 58 se gdi=ascd solufil pentru urmdtcarele ecunfil
(AR £ o o TR T LR« L S TG P g o e
2. 54 se cefeeleze valabilitntea tegremel de exdstentd 8 unicliate peemtrn

dx
3 2#1'“--'155!—.1:‘
“.--‘FF_EP [ B P FER, g0

:—jj—'--:.‘n' + pln §

4 ox

2+ b
1} 54 %z gplseascd lpeul geometrie al punctelor eritice ale solufiflor acesled ecwafil.
Iy 53 5= verillee dach 2 = 0 este sau o punclt de extfem local penire solnfla care safis-
face condlflile Enifiale = = O, g = 0O,

4. Plz o fapctie reald enre wesificd ecoaiia diferenilaly
%) 4 3P = L =T, 2E [R.

J. Se copslderd ecanila difereniiald 5" -

1) 53 se prate of dach 3y este un punct de cxtrem locml al Tl § atuned & edle up punct
de mlnlm {cadal 2, = 0 30 va discula sepasal),

2) Presupunces {0} = [{0). 54 5o defcrmlae o mal micd constantd @ astlel Inelt f{z)<ar®,
Wra 0

i 50 e rezolve urmdtearcle prebleme Cauchy
at — g = Sapp's pll) =0

e T fiin T4 deea 2 =0, pim) =13

50 e, 0 e 1o ur{0) e O g0 -
. 53 3o aproXinese solulia, prin meloda BEuler, In ficcafe din camarlle
V= p=1 ,2=]%1]
Ny=fi—p y Wi =0, € [0, 1]
) gt = 2, 40 e f, a2 |0, 2
7. 5 se aprosbmere sclubia, prin mitoda Buange-Kutta, In fecare din cezurile
e P —x, gl =1, ze [0, 1], A=)
Hy=frtnpo)=2 =e[010) h=032
B " m e + 35, vl = 172, 5 [0, 1], & = 0,05,
B S8 se ecreeleze stabilltates porifitor de echilibro penira

dx . dx p
a ar i
:]'T#-JE: 4] :u: H )| :
o b
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¥ 55 s rezolve problemele la limlis
1) g + xg" = 0, p(0) = p1) = 1

g4 sin oo 0, p0) = IJ'['::—) S——
]

Capltolul 3
ECUATII DIFEREXNTIALE LINIARE

£1. Generalitigi

O ecuafie diferentiali de forma
a'y

E‘{I}jﬂﬂ = 5 ﬂ.{I]a‘;l—lﬁ K TRRR. E.._jl[I}j" -+ F.EH’J!}" ’=_.|F|:II:|r y.-‘r — .ﬁ

unde &, fe ONI), i=0, I,...,m, a,w¥ 0, iar ge OI) este functia
necunosentd, so numegte ecuafia diferenfiold liniord de ordinul n. Dach
f= 0, ecuatin se numegto emogend, iar dach Ipe I astfel incit flz) # 0,
atunci ccuatis se nomeste neomogend. Funclille o, se numese coeficiendii
EoaiiE.
Considerim funcfia
20D > OD), 20) = o™ +ay®™P 4. 4 gy ¥ 4

FPrin calenle directe e dovedeste ¢ 2 eate un operator liniar, adick

2y +¥) = Zn) + L), Floy) = eF(y), ceR.

Denumirea completd a lui & este de operalor diferenfial liniar de ordinul »
gl deseori este mai convenabild notafis

& o= agD® +a "1 ... gD+ ay
unda I} --d%- este operatorul de derivars.
Cu ajutornl lni 2 ecuagia diferentialih ge scrie
() = J-

Punctele e I in care ay(r) = 0 s¢ numese puncle singulare ale ecuafiet
£(y) = f. Pentru & ocoli complicatiile impute de prezenta unor Msemencs
puncte presupunem a.(x) = 0, ¥re I. In aceastd ipotesi existents g1 unici-
tatea solufiilor problemelor Canchy sint garantate de teorema care urmeszd,
caz particular al teoremei din Cap. 2, § 2.
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1. Teorema de existenfdd si unicitate. Fie a, fe O # ayx) = 0,
¥xe I. Pentru orice x,e I & Yo Hase - -0 3016 M, ecuatia (y) = f admite
ﬁnlﬂin unied & — wz), definitd pe o wecinfitate a lui &, care verifick
conditiile

Wlxg) = Wo W2} = Woyo ooy ") = """

Be ponte ardta i orice solutie a ecuatiel &ly) = I e poate prelungi
pind la extremitifile iotervalului I, inclusiv aceste extremitdifi dacdt [
este inchis [35].

82, Spagiul vectorial al solugiilor
unel ecusfil diferengiale liniare omogene

Ne situdm in ipotezele teoremel de exigtentd gl wnicitate s solutied pentra
eruafin liniard omegeni

2yl =0 pa I

Multimea solutiilor acestei ecnatii este Ker &, subspatin vectorial al spa-
finlui wectorizl real C*(F). Cu toate ed C°(I) este infinit dimensional, sub-
gpatlal Ker ¥ cste intotdenmon finit dimensional.

2.1. Teoremt. Dach & ezte un operator diferential liniar de erdinul w,
atunci dimensinnea spatinlni vectorial al solutiflor ecuatied lininre omogene
Hy) = 0 este n.

Demonsiralie. Fie Ker 2 spafinl vectorial real al solutiilor ecusticd date.
Fieclirei funcfii ye Ker % ii putem ataga ponetul (ylx,), ¥ (z),...
o ¥ W) e B Obtinem functin 5 : Ker 2 = R®, F(y) = (w{x,)
YDy e oy ¥ Wa)) Acenstd functic este o transformare liniard s are
ca imagine intreg spadiul @*. Liniaritatea lnl & este evidentd ; surjpectivi-
taten decurge din teorema de existentd care precizeaxd i pentrn orice
conditii initiale (¥(og), ¥V(x),. .., ¥ ¥(x,)) existd o solutie ye Eer &,
far injectivitaten este asigurati de teorema de unicitate a solutiei y. In
concluzie 5 este un izomorfism s deci Ker & = n.

Deoarece spatinl vectorial al solutiilor unei ecuafii liniare ATE
dimensinney ny orice multime ordonatd formatd din » solutdi linar inde-
pendente este o bazd a acestui spafiu. Din aceastd observatie gl din teorema
precedentsd rexultd

aa Consecinfii. Daecl & este un operator diferential liniar de ordinul
o §i dack ¥,..., ¥, sint n solutii liniar independente ale ecuatiei omogens
#(y) = 0 pe I, atunei orice solufie ¥ pe I ponte fi exprimatd in forma

=% tatn

T |
unde ¢y sint eonstante.
-

SBolutia ¥, ey, unde ¢, sint constante arbitrare, se numegte solufia gene-
k=1

rald a ecuatiei 2y} = 0. Eaeste aces solufie care poate lua, prin particalari-

gared constantelor, walori prestabilite pentru gix), w{x)..., ¥ "z) in
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&= 3, Aeeasti afirmafie decurge din teoremele precadenta precum gi
din eole oo wrmenzi.

2.3, Definifie. FRe Wpae . oo Yy 0 solufii ale eouafiei liniars omogene 2y)= 0.
Dreterminaniul

|$-- ¥
AR

Y,

ﬂl—lﬂ R y:l:— 4]
H¢ nineals wronskign o aceslor solufid.
2.4. Teoremd, (Abel-Liouville) Wronskiannl are expresin

_E.E-huu-:
wiz)=wizde ™  , &, zel.
Demonsirafie. Tinind seama de formula de derivare a unui determinant,

Livaln
1 Ya ¥ e Y ih "
dw _ % . TR i s =Iy. e
dn.';.." --------- J .r g PO [ | !lll e mEE
gl Lo ool Lo oo
=)
Inloenind ultima linie oo g = A, "0 = ... + A48 4, = —2,

desfacermn in sumd de determinanti §i observim of numai primul este
nennl, Deei

e

adied este adevirstd formula din teoremd.

2.5, Teoremi. Solubiile ..., % 8le ccuatied diferengiale 2y =0
gint linisr independente dacd i numsl dack wiz) < 0, Yxe I,

Demonsirafie. Mai intii observiim o wo(z) o 0, Yxe [ =i, o 0.
Apoi fie fzomorfismul 5 : Ker 2 — R® ((z 40w . o ™ axp)) =
= F(y}. Hezulti

(wi(zady 2 (2o)y oo M~ Niwg)) = Fw)
(aloade (o) - - s DA™ {0)) = (1)

Deoarece 5 este un izomorfism vectoril vy, k= 1,...,n, din Eer #
sint liniar independenti daci si numai dach vectorii (wilz), ¥ (Zh- - -
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ooy WUz, k= 1,..., u, din [R® sint liniar independenti, adicd w{x,) # 0
[determinantul veetorior din R"). é i

&3, Metods variafiei constantelor

Ne sitndm in ipotezele teoramel de existentdi & uwnigcitate. Congiderim
coemafin diferentiald liniari neomogend 2y) = f s ecnafin diferentiali
liniard omogend asociati 2y) = 0; ambele pe intervalul J. Stabilim
begitura intre solufille generale ale celor doud ecuatii.

3.1. Teoremd. Solutia generali a ecnatiei neomogene, este sums dintre o
solutie particolasi o ectuatiel Deomogene & solujin penerald & ecwatic
O,

Demonsirafie. Fie eountin 2{y) = J g y, o solutie porticulari & sa.
PuneEm ¥ = -- ¥, unde v este noua necunoscutd, Utilizind liniaritates
lui & ghasim {u) +2(y,) = f §i acensta impreund cu #(y,) = f implici
Zlu) = 0, Remltd of u trebaie s fie zolutin generald n ecuatiel liniare
mﬂﬂ-ﬂﬂll,(!'.,

Unse dintre metodele de sflare s solutiei partioulare & muaitdui liniare
nepmogene, de indatd oo cunoastem solulin generald o ecustiel mnogene,
esle mefodn earigfiei constgniclor al clirui confinnt se poate reznms prin
teorems urmdtosre

42, Teoremi, Dack ¥ =Y, oy este solujia generali a ecuatiel omogene.
A
atunct 0 solutie particulari o ecuatiel neomogene poate fi ghsitd sub forms

- Yla) = i el (&) ze I, unde (e;..., ca) este golotia sistemului

y:l-c: +""+yl'|1: '-'n
Wk + ... ek O

Y S P
! ay

Deinonstrapie. Determinantul sistemulni linisr algebric este wronskinnul
mw{z) & 0 De aceen sistemnl are o soluthe unéel (5. . . cn)y de unde prin
integrare s ghtesc fmoctiile x - ¢fx), o6 ] (constantele arbitrare sint
iHTLSE],

In ipotexele din teoremd funefin z -y, (2) = i ex ()it () eatisface
5=

Yo =X oy
Yo=Y an

B = E a g
=Y+ Vadl =% o _1__::[_‘
]
Inleenind in Fiy) = f glsim o identitate.

0 = & &3 Hﬂﬁl



Exemph. In studiul incovederkl wnel pliach subtisl, clrculare, Inensirolfi pe conlur 8 sapusl
unel sarcinl concondrile in central l Intervine ecuatla difereniisll

:"ﬂ -I-t—‘i-?-—'-— kx, =€ {0, r|,
'ﬂil:'-l iz

unde b = comsd, 54 s¢ delermine solufls care safistace Jim g{x) = O, girp = 0, stiipd cd rewalio
peell
Ninlaidt omogend admile solutks particulard g = x.

Solifie, Aleslm pciuafia omogenid

¥
F el _@ - [.I_F — il
ilx? ds
Facem sabstitujla g = o, Gisip 20" + J¢' = ik Nollm & = 2 o dedacem 23" + 33 = 0,
Aceasts mdmite soluiiln parilcalard = = =X Deel ©e 128 adlef g, = 1z

G njutorul wronskinnulul dedusim ol 5y H 9y sinb lindar indepeadente, Bezultd solufks genes
1
rald 8 ceuntlel smogene o= 62 4 g—-
E 4

Caztim o solajle particulard o ecuaflel neowmogerne ulilidied meloda variniiel comstaniclor,
Rezolvind alstermpl

o+ —d=0

o=

'

| &
E o F
[ E' ...
Ferullk £y [Zjws =— In &, :::E-"-'.I - R
]

Holufls geonerali a ecunilel nesmogene este

k k 1
'?"{Tln:-l-ﬁ]l-l-(-——r‘ +=.]—,
i

x

k k
far comlitiile la Hmitd implicd ¢ = 0l £ o e Iy b e
¥ &

&% Metoda seriilor de puteri

Solufiile particalare ale umor ecantli linlare pot 11 obiinute sub formi de seril de puterd
de tipal

L] R
y = Eu{x—m‘. o= (x— 27 E oy (2 — z
&

=i}

Constaniele ag 3l = 3¢ delermind prin nlocuirea n ecuatle 5l fdentifcarea cu zero a sarelel de
puter] sare s obfine treclnd totul In parles stingd. Cra mal difleild problemi. s acest ear,
wile porea de o #1 docd o ocualse lindard dolll admite @y nn o asemenen solofic.

Al Im vedere prablensele conerele ne vom marging la enuniul urndloarelor Leoreme:
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4.1. Teoromd. Daed [ 5l g sint repremestabile prin seril Tavler In veelnflaten punciulul
& = rp. ptunel orice solefic m ecosiick

0+ [+ olay =0
82 poate scrin sub farema

o
ir -ladl{.r—.r.f.

§.2. Teoremfl. Dacd funcliile fi 5l [ sinl reprezoniabile pein serli Tayler in yecknfiiaflen
hul &= g, atnacl eel pafln una dintee solufblles seunficd

(= — 5y + (2= )= + fzlp = 0O
g2 poale reprerenta In forma
-3
p= (s —a* |, qpiz —
&

In acest eaz Ty vile un punct singular.
Exemple. Pentru ecunily zp” —2p' — 2y = 0, panctul z =0 este punck singalar. De

Lo L]
ackea cluidm solubll de Upul § = 22 Eﬂ L E a =+ Prin  derlvare deduscem gt o=
= A==k

o -] -]
- E{:+n}a.:'+h'l, g o= g{a-p e 4 n— 1o 0= 5 deel E {2z + n}fx -+
LR H

]
o ]
# = a1 4 P ax + nje gt — B g attail e g,
w10 =i

adlch

o
afz + 1agz® 4 (2 4+ 16 + Do+ ¥ (e + 0+ Iz + o0+ B, +
o

+ 2z n -I--i}l!l-ﬂ—l:l'}.l:""-"]--ﬂ.
Frin identifkeare giixim

wlz 4 oy = 0, (2 & Was < 2oy =0, {= -+ 5+ Iz + a4 Hag,, =a,

iy g
Fentra o= rexultd op = 0§l o P 1 - — = ),
D+ T T
mlicid
shs
= —_ 0
i=y N S RN e o iujie & e,
,...n-ﬁ.ﬂ‘l‘l:l'!
F !
Ty
Flg & = = 1. Glalm a_,, = —————— § doct - . [ —
e ST S Tt T ot
Astfel
o g m gl el o
r-u.r'l:,_:,q——-ﬂ.z"ﬂ -y A Oy T O
(2p) 1 penl2p + 1)1 x .

etbe solufis generald n ectin flel propuse (linfar Independenia seluflilor partbeutare cste evidendd).
Cazul &= — 32 condace tob lo solujla gemeralil.
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5. Eewafii diferenginle linkure omogene en cocficien)i eonstanji

Fia Id: O=({) — ({1} operatorul de derivare si & : C%(1) - C={I)un
operator diferentinl liniar en coeficienti constanti (reali), de ordinul »,
definit prin

F o= a D La 0Pt - A DY a4 0

Mulpimea ¥ a tutnror operatorilor diferengiali liniari cu coeficienti con-
atanti esfe wn spatin vectoriad real infinit dunensional. De asemened orice
doi operatori diferentinli liniari en coeficlenfl constanti sint comutabili
o urmare & faptului D*D° = DPD™ = D" Yo, ne [N

Fie P spatiul vectorial real al tuturor functiilor polinomiale reale. Fieclrui
operator ¥ e F i asociem acel polinom [ din P care are aceisgi coefieienti
o 22, polinom co poartd numels de pelinesmul caraclerislio atasat Ini 25
b

Ir} = agr® G- ar®™ koL i b,

In acest fel objinem un izoworfism 7 : V - P, F(#) = L

3.1, Teoremi. 1) [zomorfismul 5 : 1 < P, F(¥) = |, plistreazd des-
compunerea in factord, adicd F(29,) = F(&). F(Iy), ¥, Fel.

2} Orice operator % poate fi factorizat ca un produs de factori de forma
D=g; (D—a™ m==23...; D=2aD 4 0a? 4 §¥; (D¥=2al} 4
s o® g B, o m=38,.

Demonstrafie. 1) Verificare directd.

2) Se gtie ¢ii orice polinom on coeficienti reali poate fi scris ca un produs
de polinoame de gradol intil saunfsi gradul al doilen cn coeficienti reali.
Mai precis, se considerd ecuagia (1) Ir) = 0, in €, numitdh ecuafio carec-
terighiog o lul 2. La o solufio «, reald, sim o conagiel (1) 1 eorespunda
factorul r — « al polinomulni {{r) 8 deci factorul £ — = al lni 25 la o
solufie «, realil, multipld de ordinul m & ecuagiei (1) ii corespunde factornl
(r — &)™ al lui Ir) g1 deci faetorul (0 — =)™ al lnd & ; 1o o pereche de rddi-
cini complexe conjugnte simple & = i3, a = i, ale ecnagicd (1) i corespande
factorul r* — Zar 4 * -+ B2 al lui I[r) 5i deci factorul D — 22D + of 4 B2
allui & ; la o pereche de ridicind complexe conjogate, multiple de ordinul
m, & 41§, a—=ip alo ecuapiei (1) il corespunde factorul{r? — Zar 4- «*--p5)=
al lui ir) gi deci factorul (D® — 220 4 2* - p4™ al lui 2.

Fig # = #,%,... £50 dmcmunare a lui ¥ ca un produs de opera-
tori {irmluctil:i'li]n e eoeficionti i (produs de operatori de ordinul intii
gl doi). Deoarces faotorii sint comutabili remltd Ker 5, Ker &, adicd
spafinl solufilor ecuafiel #(y) = 0 confine subspatiile definite i
¥y = 0. Avind in vedere ci mbspatiile Ker 2 sint finit dimensionale
gi dowd cite dondt disjuncte remlis

KorZ = Kersd, & Kor £, @...60 Kors,.
Cu alte cuvinte pentru s obfine zolufin generali o eomatiel #(y) = 0
eate suficient =% explicitim baze ala sn fiillor Kers', si si seriem ole-

mentnl generic al acoperiri linire o tutaror subspagiilor Ker &, Pentru
acagstn ne 2orvim de nrmdtopres teoremi.
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5.2, Teoremd. Fie #(y) »= 0 0 ecuafie hniark omogendi ¢u  coeficienti
constanti i I{r) = 0 ecusfis caracteristic asociatd.

1) La o solubie =, reald, simpld, & conatiel caracteristion i corespunde o
singurd zolutie linier independentd & 3 comatiel 2(y) = 0,

2) La o solutie =, reali, multipli de ordinul m, a ecnatiei caracteristice
il eorespund m solutii liniar independente

o e

ale ecuatiel #(y) = 0.

3) ILa o pereche de ridicini complexe conjugate simple « - i§, « —ip
ale ecuatiel caracteriztice il corespunde o pereche de solulii liniar inde-
pendente ¢*cos fr, eYsin fr ale ecualici S(y) = 0.

4) La o pereche de ridicini complexe conjugate = 4-iJ, « — i, nml-
tiple de ol wry, §1 corespund 2 solafii lindae independente

o™ ooz Br, 2" cos Bo,. .. 21 0o P

o gin fx, o™ gin Bx,. .., £ ¢™sin P

nle couafiel 2(y) = 0.

Iemonsiragie. 2) Liniar independenta funefiilor 1, o,.. ., a®=% implichk
liniar Ludal;feﬂdm]#ﬁ functiflor din lmramﬁ:mt

Pentrn o arfita of ille definfte prin w,{e) = ¢, wiz) = ae™,...
co oy UglE) me x=-1g% gatisfac ecunatian (P — z)"s = 0 folosim indvctia.

Bz obgervii ¢ (D — o)™ = 0. Apoi presapunemt of A, ...ty
sint golutli ale ecuntiei (D — 2)-1u —= 0, 8 ardtim off vy, v,.. .., ¥, sint
solutii ale ecuatiei (P — a)®u = 0. Intradeviir, w, ug,. .., ¥, satisfae
(D — a)"u = 0 deoavecs (B — &)™ = ([} — «)(D — a)*-1, iar u, satisface
(D)™ thaf) =(D = af*=HD— ) o (a1 67} =(D— wJ"~([m — 1)=~1e) =
= (m — 1){D} — )=t at,_4(z) = D

Expmple. 1} 5 gisim solwila generald a couallef
rt— By =ik
Ecuafla caracteristicd r* — 8 = 0 are ridicinile 5y = 2 rpp = — 1 & (5. Berulti
o= :'ﬂ-!" P ’{r,e;q.l'l:l-r | gl FiEIL

I} Eewatlel g = ' = 0 { s¢ ntasook ecsailo corpcleristicd #4rF = O core admile rida-

clalle py g = 0, ry = = 1. Corcipuntdtor, solutla geeralh a ecvatiel Jitorenliale cite g

gy gt e

Bh. Uvisipaelieanme

Croazipolinoamele sint combinatii liniare ale functiilor de formoa
g*=lgt®, =1 g" poafm, o™~! eFainpa,
andae m =1,2,..., iar =, § sint constante reale. Reozultatele din § 5 aratd

e solufiile esuafiilor diferentiale liniare omogens eu coclicienti constanti
gint evagipolinomne,
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Tinind seama de principiul reducerii (orice scuatie diferentialii de ordinul
n poate fi gerizd oa un siztem de » ecnatil de ordinul intii), de definitis
din § 5 Cap, 2 g de forma solugiilor unel ecusiii liniare omogene cu coefi-
cienti constanfi resultd urmfitoares teoremil de stabilitate,

8.1. Teoremili. Fie pozifin de echilibru ¢y =¢" = ... = =¥ = 1.

1) Dacd toste ridicinile ecunfiel caracteristice au parfen reald strict
negativil, atunci pozitia de echilibron este stabili gi asimptotic stabili.

2) Dacd unele ridicini ale ecuafiei caracteristice sint por imaginare
simple, iar toate celelalite an partea reald negativi, atunel pozitin de echi-
Lbru eate stabili dar mn ssimptotic stabild.

3) Daclt o ridicind a couafiel caracteriztics are partes reallk striet pozi-
tivilk sam dach existd o riddicind pur imaginard cel pulin dubli, atunci
pozitia de echilin nu este stabild.

Demonstrafie. Solufis generali,
ey = fimg ey ooy ) = eylx) + ... caltal @), e Ry

& unei censfil diferenfiale liniare omogens de ordinnl » en coeficieng
constanfi este un evagipolinom. Din aceasta se obfine solutia cu proprietifile

Hlg) = Vo WZ0) =0l s - - Y (o) = ",

In particular m:lmn presupune ax {{ .l [#0] 4. 0 [#06" "} < 5. Notind

="[eyy- - s Cals g =="[Was ¥y - - - ¥~ 7] rezuiltis TFI.’%‘J 0= ¥ unde Wix,)
eabo matticea wronski atasnti au:r!ut.ulur particalare #y,. .., ¥, in punetnl x,,
Deoarece det Wi{r,) # 0 (8olutiile particulare zint liniar independente)
miatrices ¥, tinde In matricea zero dacd g momai dacd matrieea © tinde
Ia matricea zoro,

1) Fiecare termen ol solufiei generale contine factori de tipul ¢, a < 0,
Eelatin Um ¢ = 0 implick

=g

(*) tlifgf‘"f—'ﬂ Opeeey tal = N2y 0.0, 0) =0, Ve [z, o)

(#¢) lim f™>; 0. ..;0) =m0, =0 1,...,0—1.
Rt

2) 8 in acest caz an loe relatitdls (*). Dar evasipolinomal ogn{e) 4-...

v - v Gl () eontine gi termeni de tpol o sin By Iar lim o sin B on exista.
L
e aceen relatifle (e} nu au loe.

3) Existd termeni af cvagipolinomului egnls) 4. . . = e.4a(x) care contin
Tactori de tipul e, = >0 si 1tmE"'FI co sam  factori nemiirginiti de
tipul o sin o ¢ lim # zin e nu miﬂ-m, D nceen relafifle (o) nu pot aves

]
loe (fiind vorbe de limite uniforme in raport eu ).

Ezemple. Eciaficl difereatiale g™ -+ 3g° & Iy = 0 i corespunde ecoalln camacteristicd
oo Jrop 3= 0 oen cidEclalle rpo= —1, fg = — & De acom §= 0 rsle o 2olutle slahild i
aslmplotic stobils.

r
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Fie " g 4+p4p=>0 Deoarce P4 F 4+ r+ 1 =0 gdmite saluliil f = —1,
ry = b ry = == b rezullf ¢ g = 0 cole o solulic slabill, dar nu asimplofic slabili.

Eeuafls diferenilali p™ 4 297 £ g = 0 are pollnomul caracteristic Nr) = (& + 1 ale
chroi ridicind shob ryg = —§L ryy = Hemllfi of pozitls de echilibre y=0nn esle
stabill.

Fie #(y) = f, fa'C([), 0 ecuatie liniar mnmgeu en eoeficienti con-

stantl 81 2y} = 0 ecualia linivd omogend asociatd, Se stie deja o solujia

generalit a ecustiel neomogene este suma dintre o solutie ulard a

oenatiel neomogens & golutia generald o ecuatici omogene. Solujia genernli

& ecunfiel omogens se poate afln dupd procedenl explicat in § 5 gi este

un cvasipolinom, iar solutia particulard a couaticl neomogene se poate
prin metoda variatiel comstantelor (§ 3).

In cazul in care [ este un cvasipolinom, solutia particularl a ecuatiei
neomogens s poate afls i prin meoda coeficienfilor nedelerminafi.  Acensté
mietodd derivi din obzervafin cd daci & este operatorul diferentisl en
coeficienti constanti en proprietatea @f(f) = 0, atunci 29(y,) = J implici
& F(y,) =0 zi deci vy, ¢ Ker{sf ). De acoen etapele determindri lui g,
gint urmitosrele: 1) se noteazd en & opernforol diferential de ordin
minim ou coeficlenti constanfi penftra care &) = 0

2) e rezolvd ccnafin on cocficienti constanil o099(y) =

3) din solofis generald o ecnsficl &72°0Y) = 0 lisim ﬂﬂ .-, parie zoluiin
generalii & ecunfiel #'(y) = 0, iar din ce rimine fixim o funcfie particulari
care satisface ecustia &"f-i,r‘j I

Exemipla, Consideriim ecunlia
g g e gt e o GeF o Grsle E

Deoarece [{x) s e 4+ Sxaln z exte un cvaslpalinem, penir determinares wnel sadufll pariico-
lare a acestel ecunthl putem aplica mefoda coelleionlilor nedelerminath,

Funclla [ oéte o solulle a ecisfie
(D— 1K 4+ 1)'p = O
H desd arlee solufle a2 ecuafisl
(0 — B — 1 L) e 3T 4 Sgakn &
eile o salufbe & countiel

(= 13 o 1A — 1A S Ly =

Radtcdnile ecunllel caracterisilor slnl a2 ™= Todg e —1, Tyarn ™ & I; adied saluils grnerall
n ultimel ecualli efle

g o= oge" - oogie® +oep™ £ 03T  gpabn # 4 6 oo § + 6 26ln T o Ives &
53 alegem pe ooy astfel el SMp) = 3" 5 Smsinz, ovmde 2 = 'l [ 4 | =
--I:D—]'l‘tﬂ + 1} Deoarece ope® + -t.-'l'-r’ —+ -e‘;t'_" cale solubls genemld & ecunjled SFig) = 0,
puterm lia & = & = &5 = 0. Rinilae 8§ gisiin pe &, &, & & & asbicl ineil
ﬂ.’{q.:.‘:" -+ r‘:In T + cgeos x4 :-,n]u I cyTeos 1) = Je¥ 4 hosin x.
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Fepulld o A e ud £ b £y 3 - 51l-fld |
| o e "-_—| .-—.‘ TE —— g .-_'_ (o
1 7 7 7

a ]
y'——lr'¢*+—?[(:+m;-l [z=1nin x].

Pentrue aplicarea cn sneees o metodel precedente eate necesar sl ose
refinfi tabelul uwrmitor impreani en observalia o dacd &(f) =10,

@ f) =0, atunci WMoy fy 4= oofa) = 0,

Ir ,I Opermilorul & oo propriclatea
Funcla
; J &) = 0.
| - =
| ;e r B -
gLl (B — )™
cos e sam sin Br Lt B
251 ooy fir san x™-1 gin fr (R 4 mo.
|
i e®¥ pog Sr dnn «%F 5ip fir FFEE T R L A
2B Lt pos e snn W18 T i Pa [ — 2ul} 4 (20 4 G8]=

7. Ecuajii Euler
O ecuafie liniard de fipml
agr Y™ - a2yl L a2y 4 oy = f2),

unde a, = const, reale, o, # 0 se numeste eonafic Euler,

Punctul & = 0 este un punct singunlar al ecuagiel Enler, exiztentn sa
implicind cercetares soparatd a cazurilor @ < 0 respectiv o = 0. Se obaervil
insh of este suficient 28 ne referim la ipotezs z =0 intrucit = < 0 s
reduce la primul caz prin schimbarea o = — u.

Pentrn Yz = 0 conatin Buler se reduce Ia o couabio cu cooficienti con-
stanfi prin schimbares de variabild ¢ = ¢y { = In =z
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Intr-adovar,

dy 1 dy dy 3 dy dy
iz o iz { a2 i }
gi prin inductie
L3 L
Ay 1 = ({1 W d.y')

ar 2 a7 W

unde E, sint operatori diferentiali liniari en coeficienti constanti. Prin
inlocuire in ecoatia Euler se gisegte o eounatie diferentiali cu coeficienti
constant

n-l
e L R

Exempit. 1) 50 s glteascd solulia gepcfall o eoualbd

2" — i == 0,

Solufle. (1) Peatru = = 0, pusem = = ¢! ¢l econfln propusd se reduce la ecuafla diferen-
o
fiald eu coeficlenti constanil —;F- ——E— fig = 0. Deparece ecusils camclerbsficd @ —
di? di

L
— r = = 0 gre selufiile ppe=—2, g 3, phislm plef) m oee™® 4 cp™ gl deck pla)= RIS
b o
+ eyxY, = = AL Acenstd solulle se prelungeide sl pentry = < 0,
{11} 52 cmntd eolufli partlculare de forms == 2f, Intredacind In econlin Inllinli obhlinco

a3 =1p—0 = 0 cu rildiicindle 8 =—32, 45 = 3, el gy = 275, 7€ [ — {0} sf py = =% 2E R
sint satuldl ale ecaaticl Eaber. Utllitind wronskinnul se comsfatd «8 funellibe py o ps

=€ [R — [0}, alnd Vinlar inalepervdente. Theci § = :r;_+ ez € [R = [0}, cate solufls peme-

mld chilati.
2} 54 delermindm solilly fenernli 8 ecoallel

ooyt g =0
Pentry & = O, punem == &), Ecuafls Fuber se refoee lao ecuntlo cu eoelicienti copstantl,
oy

e + g = 0. Aecasta din urmil are solutla geoeralll pef) = epeea [ 4 e8in d @ deck pis) =

= ek o 1 & c¥inln & definedie wolulin generabl n ecuntiel BEuler pe (0, ol
Pentrn = 0 aalaila generall cdle defiolti prin  g{ah = oycos ln(— ) = g sipind= 1],

§8. Probleme
. 5& dam
(1) Bz} = 2%, pylz) = o®; (22— 2Bg" + (2 — Gy’ 4 1 — xly = O
() pyz) = oin 2, myle) = ain® 27 p* 4+ (tg o — Debg 23" + Zyetp® = = 0O,
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Pertra flecare cax ln parte, 38 se verifice off Tunciille sipt soluiil lslar independente ale eseua-
LEel dlifereniinle lmixre.

2. 3 se detennine splofiile genermle ale ormitoarelor cconiil diferenilale Hulpre, funefille
daie Uiinsl scluiii parilculare :

(M) g —ay + =t pyis) ==

@) g — Y Doy — g = 0, 5} = 2, pyfr) = o

3. 5o daw ecunllile difereniiale neomegens 8§ solulflle genermule ale eceafibler difercnbiale
amogene pinjate

Mg+ =23"a, y=egmr+ sz

(2} g "= B e con @, ooy o e o e
Uiilleled metoda varkaiiel constantelor s se g@lseated solufille generale ale ecwallilor neo=
HLERENR.

4 55 se gPeensed solufll penifu

{1 = Py — 1y 4 g = O, 0] = 1, ) = 0
i+ g’ —p= O 0=, pO)=—1;

Bz + 19" + (7 + g — g = 1+ %",

ety ajuterul seelitor de puteri.
3 54 se ghseasch solujlile generale ale wrmitoarelor ecunlil difereniinle :

rr_ﬂl__u' yrra_i_u_ﬁ'
Py g — g =0

(0% — 20y} = 0, (D7 4 30} = 0

#1 pontra fiecore cax fo parte & te cercelese stabilitolea pozlibed de echilibrw,

6. 55 se remplve problemele la lmdtd
(1 " 2 =i = O 0] = 1y =1} = D

(20 g =—2g" + By = 0, g0} = 1, piefd) = 0O,
7. 5q ee grecascd solutlile genernle ale armdtcarefor ecunfil difcrentile

PETE T wp Y
g — 2y + 5y m Tae® 4 o cos 22
F 6" 4 1y =By = dmc'®
=g =t g = e®  dacos =
sl hxg' b g =Inx

" — bp = 5xb 4 8st
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Caplieln] 4
SISTEME DIFEREXNTIALE LINIARE DE ORDINUL INTI

21, Leneralitali

Un sistem de eeunfii diferentinle de formsa
1 B .
f‘-;': - E% s Sl =1, ...,

unde &, f; e CHF), iar 8, ..., ¥ e CWI) zint funet] necunoseute, se numeste
sigtem diferential liniar de ordinul inlii. Dac fi = ... = f, = 0, sistemnl
ge mumeste omogen ; in caz contrar sistemul se numeste neomogen. Funetiile
dy 5o numese cosfioienfin seslemalud.

Un sistem liniar de orcdionl intii satisface conditiile din teorema de
existentd 3i unicitate pentrm solufiile problemelor Cauchy (vezi Cap. 2, § 2).
Die avean W, w,) e I R" axistd o solutie nnicd £ —= (3,(1), . . ., ¥(f)) definits
pe o veeinitate a lui f, care verified conditiile w(f) = Wy, i = 1, ..., %,
D¢ asemenea fe poate demonstra ef orice asemenea solulie se poate pre-
lungi pind la extremitdile intervaluled I; inelusiv aceste extremititi dacd
I este inchis. Din punct de vedere fizie acessta inseamnd o sistemels
liniare en coeficienti continui nu an solufii eare tind Ia infinit in timp finit.

Goometrie, solutile (¥, ..., %) gint cerbe in R®. Ele se reprezintd uneor
prin curbele integrale din D = I'<R" (fig. 7).

Pentru simplificares prezgentirvii proprietitilor generale ale sistemelor
linisre sa utilizeazd notagiile matricesde gi tehnica de caleul adecvatd
funcfitlor matriceals. Din aceasta renmintim o nogiunile de limitd, conti-
nuitate, diferenpinbilitate si integrabilitate pentru fanctiile matriceale
sa redue la notiunila respective pentrn elementele matricei. Notind

Y ="[¥s.costaly A= [ay} Fo== tl_f]-r* serfuly
gistemul liniar de ordinnl intil se transerie sub forfma nnel ceuatii matriceale

1Y AT+ F), $&"

it ,

I
iar conditiile inifiale se serin ¥t} ="T,. L-.___/"’
WanZa) A
2. Spagiul veetorial al solufiilor unui sistem I
diferengial liniar omogen |' 7 |

Conzideriom sizternul liniar omogen

DY AT 10T

df

in ipotezele din § 1, si notim en ¥ muliimea
tuturor solutiilor definite pe intervalul I, 8&

DI

g
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aritdm o ¥ eate un subspatin vectorial finit dimensional al spatiolui
vectorial real iofinit dimensional CAI).

2.1. Teoremf. Dacid A4 este o matrice de ondinol », atuoel ¥ oeste un
spafin veelovinl izomorl eu R™
Demeanatrafie, Fie T, rl T, doud solatil ale sistemmibni, adicd

LS ANY,.i=1,2
i}
Reznlta
¥ 4y, . 47T, - . A
-— {rqi‘, + ey Xyl = ""_Ef. M clan e A Y, < Al Y, = A{tNe, ¥, +

+ c,f,!l. &, == const. reale, adick ¢, 1, -+ ¢o ¥, este o solufie. Aceasta inseam-
nd o3 ¥ este un spatin vectorial real.

Fie 1y € I. Fletdre solugii ¥ e ¥V ii putem at netanl TE,) & R® i
o f.'lal:igmq.t.a 0 l:raua.ﬁcprrfmm ]inia.rg E':I-’Tmlll.l Mahﬁnwiﬁr@nwi
5 este un izomorfism. Intr-adeviir, imagines lni & ecste intregul @* dona-
rora teotema de exiztentd asigurd cd ¥ 1, e R, exisid o solutle T cn con-
ditia inifiall T(f) = ¥,; injectivitates lui .f‘-'" decurge din  teorema de
anicitate conform efireia singura solufie en comdifia inifisdd Y() =0
et ¥ =0 si deci Eer 5 = {0).

Teorema precedentst asigurd ob dimensiunea spatiului  vectorial al
golufiilor woui sistem linder omogen este o (ordinul matricel A4). Rezoltd
e orice mnltime ordonatd formatd din » solutii lndsr independente este
o bazi a scestui spagiu.

2.2, Conseeinfd. Fie A o matrice de ordinul ». Dack ¥, ..., ¥, sint
n solugii liniar independente ale sistemuoloi omogen, atanci orice solutie T
poate f exprimatd in forms

Iuémh.

unde o a:!l:nl constanta reale.
Solutin ‘Eﬁf“ unde ¢ sint constante arbitrare, se numeste sofufio

generald a sistemulni liniar omogen, Din ea se obiine orice solufie o =iste-
mului, pentru aceasts fiind suficient 85 particularizim constantele,

2 2.3, Definifie. Fie n golufii ale sistesnului livior omogen, sd sicem ¥, . ..
ey Yoo Matricea Woes [¥5, ..., ¥.] #¢ nemeste matrice twronsks, iar
= det W &0 wumerle wronskian,

Dach notlin O = Moy e, ]y atunel solufin genersld & sistemului
omogen se sorie ¥ = WO, De asemenca matvicea W gatizface ecuafin
diferentinls

L

2.4. Teoremd. Wronskinnul are expresin
i

£u..t-_:j A
wit) = w{ly) e .
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Demonstragie. Tinind seama de regula de derivare a unui determinant,
ghaim

dw | dY. . BXs
E: _'ﬂI'_I’ Y’,---J ?I + LN rlr"‘"'lltll_al_lm' et

| ATy Ty oeos Fal oo | Fis oo op Yonys AT, |=(tamst 1). . . = w(tr 4).
() simpld integrare conduce la expregin din teoremd.

2.5, Teoremi. Solutiile ¥,,..., ¥, sint liniar independente dach gi
oumai dack w(f) ¥ 0, Vie I

Demongtratio, Be observd off w(f) 0, Vie I dacd i numad daed w{fy) = 0.
Fie isomorfismnl F: ¥V -+ R Y; = F(T). Rezultd

Yo = F(Tih oo cs Top=F[Ty)

Doeoqirece F ozle ;m izomorfism, vectorii ¥y, ..., Y, din ¥ sint liniar
independenti dach si numai dacd vettorii ¥y, ..., ¥,y din )" sint liniar
independenti, adiedt w(l,) # 0.

Exempla. Sistemul idar omogen

4 - 4
ay ¢
—— =AY, A = s I
ald
1
] PR 3
I
o dinile sodukiile pariicakire
1 i
e[} -]
| 3¢ pafite
oty = I' “: -—p <0,

saluflile ¥y 8 ¥y siof lalar Elependente §8 deci solubia geremld 2 sldlemulul este
Y=o¥ &+

g3, Metoda varingiel eonstantelor

Fie sistemunl liniar neomogen
d¥

i A(t)Y -+ F(1)

gi sistemul liniar omogen asociat
d¥Y
— = A(}Y
o (Y,

ambele pe intervalul I. Legitura intre solutiile generale ale celor doufl
sistome este datd de
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4.1, Teoremd. Solutia generald a sistemului neomogen este suma dintre
o solutie particulard & sistemului neomogen g solufia generalii & sistemului
OMOogen.

Demonstraie. Daclk ¥, este o solufie a sisterului neomogen, atunci
putem pune ¥ = U4 I‘:, unde U este pous neconoscintbd. Inlﬂu;uiuﬂ im
sistemul npepmogen dedocem

ar
— = AT
a {0

Astlel U trebuie el fie solufia generald o sistemului omogen.

Dacdh cunoastem solufia generali s sistemlui omogen, atunci solutin
particularii a sistemulni neomogen poate fi aflald prin metoda varinfied
constantelor, Mal preciz cste adeviratd urmitoaren

3.2, Teoremidi. Dacid ¥{f) = WiHC este solufia generali a sistemulon
omogen, atunck solufis particulard a ristemulol neomogen poate I gasith

sub forma Fi) = WiH}C(, unde im'?- — W-1F pa I,

Demonstrafie. Prin ipotesd

dmw dd
— = AW, — = W-IF,
di ol
Rezulti
Ay  d aw ad
e e = (W =—— 04+ W —= (A0 4+ W(W-1F) =
mmtlm-i-m-tj+{J

— A(WC)+ P =AY+ F,

adicd T = W) delineste o solutie a sistermulul neomogen.
Ohservatie Molfimea solatiitor weul sistem linlar neomogen cste convend.

Exemplo. Fle sistemul

4 _-i

T =% 1
ﬂ-..l.n;u;.r+i-‘.,r;|. A =  Fgp= |t ], >0
di 1

3 i '

Sstemn] amogen atafal admite salufla gemerald (vezd § 2),

Yin = W{RC, Wil e [1 241L]. Co-= {-r. ]
f i i3
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Claldm pentru ststemul neomegen o solutle partleulard de forma Yif) = WOC(), unde

=y
a0 ]
T = WP, W= , w0
af 1 i
)
Beralts
L J— .1_ A —Int
[}
d
e o s Cff) =
& 1 1 1 1
" " I !
§i thecf solulbla gonerald o siitemulul neomogen ete delinlis de
H =Ial
¥t} = : gl s =0,
S ] By _|_ o _‘_
I e

§4. Matrieea exponenfiald
He gtie of, YAde &, (C), seria

o .Ig.* ia i"._ A: H
a.n?f' = J "4 -1-! -1-3—!- e, .oy T = matricea unitate,
aste absolut convergentd ai deci con

vergentd. Ea eate uniform convergentd
pe ficonrasubmuoliime {A| 4] < a G R .}, unde| A | este normamatricei A.

Suma acestel serii se numeste malrices ezponenfiald 5l se noteazd cu u"
Dach nothm cu @ matricea zero, atunci definifia precedentsd implicd

o =I. Do asemenea ahsolut convergenta implicd faptul o dacd A, Be
@ & <L) sint matrtice comutabile, atanci &**F = gf.af.

B4 considerim acum fumcfin : @R == #,..(C) definitd prin
i) = o',
&.1. Teoremd. Matricea o satisface ocustin diferentisld

dg
—_— o A
r Haaet

Demonstragiz. Sariila
=P = qrpA ol oF g
¥ —_ = A e
;;u kI E;dl(kl) = k!

converg abgolut gi uniform in orice domeniu din R .#,,.(C) carncterizat
prin |¢] < b, 04} < a. De aceen cxisti derivata sumei seriei inifinle si
eite ogali cu suma seriei formatd din derivate.
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Observatli 1) Teorsima Cayvlev-Hamllon asigord cff oumlrioen cxpomeniiali,

o -I..ﬁi
pfd E g
FY-] k1

0 Fodiice ka aa pollpom 6 graduel R— 1 I A, dinds f edle ordioi] malidoe] A,
2 Matricele A ml &' =it comutlabile. Aceasil observoile mtervine In demensirabia Legs

femel cafe wrmeen sk,
4.2, Teoremit. Inversa matriee] o sste =8,
Demonstrafie,
Fie E(t) = ¢e*, te R. Prin derivare giaim

S8 (1) = Aettett 4 @H— L — 8, VieR.

Bemltd E(l) = E0) = I.

In eele ce wmeazd ne intereseazd caleulnl efectiv al lui e, In acest
geop dém intii doudl exemple in cars putem utiliza direct definitia. 54
presupunem ¢d D este o matrice dingonali, adied

W 0...0

0 0... A
Atunci
2 0...0
s - LI L] L]
D 0. i
gl deci
i L L
H'E'tl- ﬂ f‘iﬂr “
0 0 ... 0N
Fie J, o celuldk Jomlan de ordinul n,
2 1 0 vae 0
i A, 1 RFees
Ty Lovrne e awn wnn | Rl gt By
il i 0 RIS |

i i i R
unde [, eate matrieea unitate de ondinul #,, iar matricen
] 1 0 ... 0
] i 1 ... i
B,=|... s i
i i 0 . 1
] U

=
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este nilpotentd de ordinul w,. Tinind seama cd I, §i E, sint comutabile
gi avind in vedere puterile lui E,, rezultd

Ij—1 ,—I.
ele — o9 r o' = o™ ,-I- ’ +'E‘ +_:‘H,ET]“
e = i

11 31 777 (my—1)!

bt [0 S Y. i

=8 1! (n,—2) !
g 0 0 1

Mai peneral, dach

Jy 0 0
s 0 Ja .. 0
0 0 ...

unde J,, ¢ = 1,..., k; sint celule Jordan de ordinul s, w4 .. 40, =%,
atunci se verificd relafia

in general caleulul lui ¢ pornind de la definitia ca sumi & unel serii
este complicat. De aceea g-au gisit diferite alternative care s simplifice
pe ot posibil wn asemenca ealoul,

4. Tearemii. Dacli & este o matriee nesingulard g dack notdm
8-1458 = B, atanci e = Se'§-3,

Demonatrafie. Rolatia 4 = SBS-! implich 4* = SE'S~1, Rezultd

= gAE = S BES) . g
bl . =1 —_— N s
T AT AT R [*E., Y ]

4. Conseeingit. 1) Dacd A este o matriee diagonalizabildl, iar D este
matrices diagonalii atagatd Iuni A, atunci

e = Satog-1,

unde & este matricea vectorilor proprii.
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2) Dachi A are valori proprii muoltiple gi s2 reduce la formms canonicd
Jordan, atunci

o™ = feV3-1,
unde & este matricea vectorilor proprii gi principali.

Eoemple. 58 w0 calouleze & pentra

B4
i]nﬂ.-[ ]. 2 A = ik
1 2 —1 4

Sofufie, 1) Valorile propril ale lui A sint Ay omm By by s 1. Litilzind weetorll propril deducem
. " . Eim 1 i1
1 | 6 =1 4

p=sus o=|° "l
0

astiel Tncit

i
FRezulti

PP - 1[4 —1fe™ 0© 11 I e T S U
- ?[l 1][ﬂ e‘][-—-! 1]=_5[.ﬂ-_¢t uﬂu.m]'_

2) Valorile propril ale lni A stnt &y, = 3. Din AX = 3X glisim vectorul proprin X = 1,1}
Melapla AY = &Y + X condoce la vectorul principal ¥ == Y[, 1], (eisim

B ) A |
e O 0 ) e

& 5. Sisteme diferenfiale liniare cu coeficienti constangi

Resuzlid

Considerdm un sistern diferenfial liniar omogen en soeficienti  conztant

AY _ iy,
ds
uode 4 € ., (R} Obaervim cof in mod necesar ¥ e C={R). Intr-adevir,
T e O{R) = ‘1:; € OU(R) = Y€ OYR) ete.

I. Bolotia a unui sistem liniar omogen en coeficienti constangi
poate fi p‘h{t& sub formi explicitd cu ajutornl matricei exponentiale.
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B.1. Teoremd. Solutia problemei Cauchy

%u AT, Tt =T,

este definitd prim X)) = el "4F,, 12 R.
Demonslrafie. Conform teoremel de existentd sl unicitate, precum g &

teoremei de prelungire (§ 1), problema Canchy are o solofie unied. De
aceea este suficient sl facem doar verificdin,

—-r-lzjlr = AEH_:']J 1".; = A r!l Iﬂﬂl] = el erﬂ - rﬂ‘
Exemplu. 53 s¢ regolve problemn Cauehy
—] 2 2 =1
¥ =AY, n-’ 2 2 :‘- Tiﬂ!-[ 2]'
-3 —f —f 0

Selufie. Ecualls caracterisiicd detid — bl) = 0 are rikddcinlle 5.4_ - 5-,, et . k]
Veclorih propeii corcipuntdiori sinl

o= L0, — 1], #ge= V2, —1,0], & =01, =1]

i 20
§ = o =1 1
—1 0 —1

el malrigea dipgomalizaioare peplro A, adich

Malricen wecloriler propril

-5 0 0
Do 548 = [ - | al =
| ¢ o o

Obstinem
e
Yifh = S5 T = | =2 4 3 l,
Be B 3

adich off) me = 3¢V 4 207, pif) = 3 — 7P, pf) = 3 —3,

II. Explicitarea matricei exponentinle este destul de dificild g uneor
face apel Ia tehnici speciale. Dacdi nivelul de pregitire nu permite abordarea
acestor tehmici, atunei pentru gisirea solufiei g:n:-:lht',m;lianlm1 ainte::tzluihmnr
omogen cu coeficienti constanti se peate proceds in felul urmitor.

Prin ealenl d;m:F 5 nl:raaﬂﬁ t.g ;

¥t} = HeM, H — vector coloandi cm coordonate constante, i€ R,
este o solutie a sistemmlini liniar omogen cu coeficien{i constanti dacdl i
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numai dacd H este un vector propriu, iar i este valoarea proprie cores-
punzitoars 8 matrcel 4 in €. Implicit solugiile o cautd de fapt in com-
plexificatul spatinloi vectorial C=(I).

Casel une, 84 presupunem off valorile proprii Ay,. .., i, ale matricei A4
sint diferite gi of H,,..., I, sint vectorii proprii corespunzitori. Acestora
le coreapund solufiile liniar independente

Y= H,eY, k=1,..,n

gi dedi solufin generalih a sistemului diferential cste
Fegl; 4.0+ 0,1,

Evident unels aguri pot fi complexe g se grupeazi in percchi. In acest
cag, partea realii sau partea imaginord din ¥ eint solutii generale reale.

Practic. Se determind ridicinile ecuafiei caracteristice atagate matricei A.
In ipotezs ¢ acestea eint simple se cantd solufii de forma ¥(f) = IHe™,
unde H este un veobor rexl sau complex dupsd com este A Doacd A este
un numir complex nn este necesard si utilizaren radicinil complex con-

jngate.
EBxempia. Fie sistemul

1 ==
o AT, A == .
] 1

Vaborile propril sle matricel A4 sfntl 3y, =1 4 1.
Chslim solulli de Tofma

Inlrodlocen o slstem 3t pisim b s o, oo = d. Asile]

L JE
1".:!: = ll:l"“l
[ b—ja ]

wile solutla geaerald. Bwident Ha ¥ fan Im ¥(r} cale solufla goncrabh reall a wlsbepmiilial.

Casd dofd. B4 presupunem of ecuafis carpeteriztich posedii o valoare
proprie » multipld de ordinul w gi ed H,,. .., H, sint veclorii atasati i
A oastfel incit

.IiH] = LE'" J.E’=l mg +H1|... w .J.H.= :i'.H. +H._|-
Construim funchiile vectoriale

Pt Ll Bad Hyj=1
‘“-_f:;i-_lﬁ 1+ﬁ_—m! st lpd = Loy m
B4 aritdm ed [uncfiile definite prin
¥it) = Pii)e*
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gint solutii ale sigtemului omogen. Mai intii observim ci

id P
rdnij- =Py APy APy Py J=1,...,m.
Introducind pe Y, in
4Y _ iy
di

obtinem o identitate.

Aptfel unei valori proprii multiplii de ordinul m §i corespund m solutii
linfar independente de tipul precedent. Partea din solufia generald cores-
punziitonre acestor solutii este de forma T{) = Pie”, unde P(I) este
o matrice de polinoame de gradul m — 1.

Practic. Daci 3 este o valoare proprie muoltipli de ordinel an, alorces
ge incearci o solujie de tipul Y{f) = P{fje, unde P(t) este o matrice
eoloand ale cirei elemente sint polincame de gradul m — 1 cu cocficientd
reali san complecsi dupd cum este .

Trachk solufi neralil ith este complexfi, atunci sc separd partea
reald san pﬁ?‘liﬂgtihumgmnfﬁh care sint eolujil generale reabe,

Byempln. Shiemulul

L G %-nﬂ.. ;j—ﬂ:*--h+r.

dd
a1
A= 11 a §
11

ware admite valerile propril &y = 2, :I.._, -,

Penira 3y e 3 cutiim gy o= 0e2", g, B, g e gpls
Intreducing fr dilem Femultd @ e B w= ¢ = ¢, Peniru :i.,_‘-n—l eduidim gy = fu 4 e,
Fa = {2yt -+ Byle ™, g o= (xgd & Pode ™ Tbocuind In sistem glalm o = @y = 2y = 0, f = oy

By = e By — i + &k
0
et 4o [ 1] el
=]

Solulis gencralil a sistemulul este
IIL. O cale si mai simpli pentru glsirea solufiei generale a eistemelor
are

| se atasenzd matricea

[

1 i
Pomggl g | e opgy [}
1 |
omogene ¢u coeficienti constanti & cu pufine functii necunoeente
s¢ bazeazd pe observatia ci orice necunoscutd & sistemului verified in
acelagi timp g o ecuatie liniard omogend en coeficienti constan{l avind
aordinul eel mult egal en ordinul matricel sistemului. Tehnica de lnero se
numeste meleda  eltmindrin.
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Exempia, Sistemul £ = g, " = 2, 2" = 2 implicd ecsalin &7 ° — & = . Aceasts are salajla
Benefali

) = eyt 4 ¢ -1izE £ Cos E! + oy sl E i) Din g = r dedicesn ) = EI‘[. am
2 2
= if3 e 1N [{r, + kidin !:f- P— (5 g — 25l m;-E?'— ] #l din 2= §° resultd i) = c;et—
a ¢

VT B ,] :

—1f2e-1iat [{g. 4 3 em --=—f o+ e = V3 £ sln —

IV. Se observi ci solufiile sisternulni diferential liniar omogen cu coefi-
cienfi constanfi se exprimid cu ajutorul evasipolinoamelor. Tinind seama
de acest lueru g de definifia din Cap, 2, § 5; rezultd teorema de stabilitate.

5.2. Teoremd. Fie pozitia de echilibru g =...= g, = 0.

1) Dacd toate wvalorile proprii ale matricei 4 au parten reald strict
nega.ljl.ri, atunci pozitin de echilibrn este stabili s asimptotic stabili.

2) Daci valorile proprii ale matricei 4 sint reale strict negative san
complexe cu partea reald negativi, ridicinile pur imaginare existind gi
avind fiecare in parte proprietatea cff dimensiunes subspatinlui propria
atogat este egalld on ordinul de multiplicitate al valorii proprii, atunei posi-
tia de echilibru este stabili dar ou ssimptotic stabild.

3) Dacd o valoare proprie a matricel A are partea reali atrict pozitivi
gau dack existd o rildicindi pur imaginard astfel ineit dimensiunea subapa-
fiului proprin atasat si fie mal mied decit ordinnl de multiplicitate al
valorii propril, atunci pozitis de echilibro no este stabili.

V. 54 considerfim sistemul liniar neomogen coun coeficienti constanti

AY ar +Ft), te 1,
i
unde A € &, J[R);, cdruin | =0 ataseazd siztemul omogen
E: = a'l.fl
dt

Solutia generali a sistemulni neomogen este suma dintre o solutie parti-
culari a sistermini neomogen i golufia generald o sistermulni omogen.
Dupd explicatiile precedente solutia geperaldi a sistemulul omogen se
exprimd cu ajutornl matricel exponenti matrice ale cirei elements sint
cvasipolinoame. Solufia particulard a sistemului neomogen s poate afla
prin metoda variatiel constantelor,

In cazul in care F este o matrice de cvasipolinoame, solufia particulari
@ sistemulni neomogen se poate afla =i prin metoda coeficiengilor nedeter-
minati.

26, Probleme

I- Sa «f #istemul diferential linkar omogen "= A Y, onde
gt —i
i - H , r=|B].
—37 tg 1 i
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i
5B se artale of wectoril ¥,(f) = [1.14.5.!J 2akn flp g (%——;-] -Hlnl]q. Y=

i '
- [m 4, 2eos Mintg (%-—?) - con 142 1g r],.:i (_%.%] — {0} constitule o

bazi tn spafiul vectorin]l ol solujlifor sigtersulul, 58§ fe serde solofia gevemnldl a sbsfemulul,
& 5o daw sklemele diferenilale liniare neomogene 5l solullile generale ale sistemelor omo—
peie atngate :

¥ 5 —1 sl
1 f--:-amr+f'tmm-[ ]. F{f) = '"]:
& i 3 ca i
¥l =
" [ ] [“_”t"]
- -1 t 0
e — = MOY £ PO A0= |1 0 1|+ PO = |eone]:
—1 0 0
e F iin — ol
Yill=¢ |0 ] + & [ﬂnt+m4‘] 4 %[:inr—mr v ER-
cos ! #in ¢

Utilkednd meetods varlaflel constanlelor sd se gisesicd sclofille gererale ple sistemelor neomo-
Hent,

3. 5 se cabculeze o' peotru

. 3 1 =t —8 A el
1 *'[2 _ﬁ]* HAdA=|1 2 =i A= 2 1 g
3 =3 e | —_— =2 li]

4- 55 s¢ rezolve problemele Cauchy

3 —1 1 17
1) ¥ AF, Aw |5 o il:» Filj = | —3
1 =1 2 a

1 L 17

2) e AT, ﬂ—[ i o il Ty e | g |-
= =11 =8 L1}

B. S« daw sistemele

1N 2mp, pfw g = —32
D rpyemrwl e r o rp -
NFmpgt+n pP=cit s i'=z4

55 a0 phscaschi salailile generale § peptra Mecare cor o parte 4 &e cefortese dlabilitates
poziflel de echillbru.
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B. 33 se determine solullibe gomerale ale wrmidloasclar sistemse :

1) @ e xegs i, g° o= xe W01
DI+ g =B 3 =2 =Y
ety mp-hel, 2 4 g m — 3y e 1

Cafpltolel

LINII $1 HIPERSUPRAFETE DE cimp

&1, Linii de eimp si sisteme simetriee

Fie D = R" 0o mulfime deschisd s5i conexd, iar X un cimp vectorial de
clasih ' pe D, O curbd a:I-— D de clasd C' cu proprictates «'(f) =
= X{a{li), ¥i& [, sc numeste lhie de cimp. Altfel spus = are proprictates
i pentru fieeare @ T vectorul tangent I = in punctul «(f) coincide cn
X(z(t)), adicdi cimpul vectorial tangent la = coincide cu Xex (fig. 8). De
asemenes se observi of ecuatia diferentiald ='(1) = X({alt)), 1€ I, este echi-

]

valentdi cu ecuafin integrali =(f) -'u:i#.,‘,l-':-S..I{-zl:l::l]d.r.

iy

1.1. Teoremi. Dacd X este un cimp vectorial de elasi C' pe o mulfime
deschiss D = R*, atunci pentru fiecare x,& D existd un interval deschis I
care contine pe f, g o linie de cimp =:J - D a lui X astfel ineit

1} =i = =,

21 orice a!tﬂﬂ.’m[ﬂ de cimp B:J — Dalui X en Bll;) = x,are proprietates
J sl osi B = aff), Yie J. ;

« &0 numeste lnge de efmp mozimalid a lui X prin o,

Dremenstrafie, Alel avem de-a face ¢u o reformulare a teoremel de oxis-
tentd & nnicitate pentro solutiile unni sistem diferenfial de ordinul intii
{vezi Cap. 2, § 2). Intr-adevar, utilizind notatiile

X(z) = (Xy(2)y...s Xdx))y Xi: DR

alf) = (&t ... ot} x: I =+ R,
0=(20,....2 0).
()= o O 0 0

ecuafia diferentialf vectorialdl «'(f) = X{«(f)), ¥ 1€ I, so transcrie sub forma
unui #istem diferential avfonom

d-ﬂ] "
— =X
at e y Tg)

{1} d."t-
E.z-xl[-”:h- v oy Tl

Teorema de existen{d amath cd existh o
Fig- @ vecindtate I, o Ini 4, 51 nfonefii: o, : [,— R
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de clasdk C' care satizsfoe sistemul (1) s conditiile inifiale z(f,) = .
T o= .l-:.- sy My #ﬁ = {:mr - g #ﬂ}r mmb’-“l ﬁl“':l - {:E-'“_I}r. v ﬂl.{ -t}:l dﬁfl"
negte o linie de cimp 8, : 1, = D a Ini X en {(l) = 2,

Teorema de unicitate armtd of dack F:J, >R, 1= 1,..., #, eate 0
altd solutie a sistemului (1) care satisface condifiile inifinle &, (f) = @,
atunci 1) = 2 (t), ¥i€ I, n I, Behivalent, dacd By = (5. .., 4} : [+

cste o altd linie de clmp o i X en fyly) =, atunci B(t)=pf,f), ¥ te
el n I,

Din acesten reznltd : (i) existd o singurd linie de cimp maximali = a
lui X cu x(fy) = 2y, definitd pe reuninnes domeniilor de definitie ale liniilor
de cimp ale lui X care aplich pe f, in z,; (ii) orice altd linie de cimp
4t D a Ini X ou Bt,) = x, este o restrictie a lni «

Ohserva ble Salmtiile sistemolul  algebric Kol Paeniin -f_] ] P, I.I:-'!|. save Egh=0
goneseasd pociliile de echilibeu abe sbstemulul (1L
Exesmplo: Fle X(x, 3} = (= ry 5b Liglile mle de chmp siol salugiile siastemulul

l1.'!: LI
— o — [y, — T,

i
adlicdk
Dy} = ey eos it 4+ cpsln L ag{l] = c; wiin f — ¢y coa i
Links de clmp maximold care trece prn punetul 200 = a, 2g0) = besle

mfl) == [(mogs I — bsln by asln § 4 b eos i), IE m.

Exident, geliPf =o'+ 1, W 16 [B. o dec] 2 esle un eore de racd favp b7 (flg 9)

Un cimp vectorial de clasi O pe o mulfime deschissi” sl conexi D =R*
cu proprietates off pentru fiecare g, D linia de cimp maximali & lni X
prin =z, are domeninl de definifie egal en R se numesta comple.

1.2, Teoremii. Fie X nun cimp vectorial de clasfi ' pe o multime des-
chisd si conexfi Do R®, fie 7.6 D 8i «: f — [ o linie de cimp maximali
a lni X prin o, Daed 3@ F = L este o altd linde de cimp a loi X oou 3 =1,
pentra &€ o, atunci Bl = aft 4+ — ), YIE S,

Demonsirafie. Notdm & =, — [, & obgervim ci dack - aff) esfe

o linke de cimp, atonci & § = =(f L 2) este :
tot linie de cimp. Intr-adevir, >

e
Py -E- [“ l«— [ 3

:‘1‘—“{1 +4)

Ty

= X(aft, +5)) = X(alt + 1))

7N
N

P iy

1.3. Consecingd. Prin ficcare punct =3¢ D
trece o singurd linie de cimp maximali,

Fie X un cimp vectorial de clasi ©! pe
D = B~ Dzcutin precedentd aratd ol diverzels Fig. 9
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linii de clmp ale lui X mn se intersecteazdi. Uneorl ined exiztd lind de
cimp care se antointersecteazd, adicd sint curbe inchise. In particular, pozi-
fifle de echilibra ale gistemului (1) fae parte din aceastd categorie de curbe.
1.4. Teoremd. Fie X un cimp vectorial de clasi O' pe DR Dacl
@i —»[D este o linie de cimp a Ioi X ou afl) = a(ly), h, LE T, <1,
(adied o este inchizd), atuned « se poate prelungi la intreaga axii R, pre-
lungirea &:R —»[D fiind perdodicd de i Te (0,1, — 1]

Demensirafie. Orice € R se poate reprezenta univoe in forma s = § 4-
+i{ly — ), 1€ [hy ], n€F. Funefia =: R — D, definitd prin a{s) =
= a(f) este periodici §i are perivada min (T [&(s + T) = &(s)} € (0,
1, — ;). Pe de altd parte, in baza teoremei 1.2, &:[R — [D este o linie de
cimp. In plus &) = =it,). ) "

Se etie off pentru o funciic continnd periodicd, muljimes perioadelor
coincide san cu dreapta realii (caz in care functia este constantd) sau
cu muolfimea multiplilor intregi ai celei mai mici pericade [3]. Do aceea
0 linje de cimp care se autointersecteazd este sau o pozifie de echilibru
gan 0 curbd proprin zis inchisd.

Uneori pentru sistemul de tipul (1) ge foloseste scrieresa

dr, dzx,
e— L -.-d.:r
-x'l[#].rr--:#.] -Il{=Jl=-=:I|-J{ }

(2

on denumires de sislems mimetric. Penira aceasta se convine o dacdk un
numitor este funcia zero, atunci numiritorul respectiv trebuie egalat
¢u zero, Punctele in care se anuleazd tofi numitorii genereazd positiile
de echilibro.

O functie [ : D — | de clazd O se numeste infegrald prird A sistemulo
simetrie d Dyf = 0, unde Dy este operatorul de derivare in raport cu
cimpul vectorial X == (X,,..., X,). Relatia de definifie Dyf = 0 este echi-
valentd cn fiecars dintre urmitoarele doud proprictiti:

= fumetin f este constantd de-a lungul oricirei solufii e: Il =D a

sistemului (2}, adicd fox — const; indicatie, Dyfoa =%u.=};

— fiecare linje de cimp a: ] — [D este continutd in una g pwmai una
dintre mul{imile de nivel constant ale funcfiei f (fig. 10).

Exemple. Hamillon o arllal <& unele probleme ds mecanicl, oplich, calesl wvarlaglos
nol etc. pot 1 modelate cu ajutore] sistemolol de ecuagll
dp, aH  dg, oM

= e e i vy Ly e By

di do, A dp,

undr H: R = [ este o famchle de clisd C* da
2n variablle Py, Bof Braeeas 0y Lepea oconser-
vitrll energlel este cchivalentd cu faplul i M este

fix sLy o Integrald primi o skiteenulul precedent. Inte-a-
devlr, doed noldin

i il
Xpm —emn, X=X (X, X,

Fly- 1@ g, ap,
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atomel

L IF ol oM L T T 5 SN Gl
I}:II—EJ{'—+ER_"—-=“ P — — = 0,
[T aﬂi =1 gy =] &T: ':"I": - 'ﬂl": 'il'i

Funciia M esle on eXompla de integrald primi globald, cax Intlindt destul de rar. In Hemeral
na exlstldl integrale prime glabale ¢ locale.

1.5. Teoremé. Dack X este un cimp de clasii C' pe [D gi o,€ [D este un
punct in care X{x,) # 0, atanei existh o vecindtate I a Ini z, astfel ineit
sistemul simetric admite » — 1 integrale prime f...; fo-; functional
independente fe U gi orice alth integrall primi este o functie de clash

n

C* de acestea, In aceste conditii solutia generald o sistemului (2) pe U poate
fi serisd in forma

Filmyy ey @) = gy v ooy famal®p oo oy #a) = Cuce
Demongtrapie. Continnitates lni X impreund cu X{x) = 0 asigurd exis.

tenfa unei vecinfdtdti a lui pe care X este nenul, adicd o restrictie &
golutiel o:d — [ care satis conditin x(fy) = o, este curbd regulatd,

wlt) == (28« . .y 2u{E)) [%]t+"' +(%”)t'} 0, te{abcl.

F‘iegl-;-:'-l:lp:l = X.zg) # 0. Conform teoremel fumcfiel inverse, inir-o

vecinfitata & lui &y, fonetin definitd prin o, = (t) admite inverss § = «7"(z,).
Functiile definite prin

Jiz) = a — gty (Ba)y 1= looyn <1, el

gint » — 1 integrale prime ale sistemului (2), Intr-adevir,

Difs = ’g . (A I.i{m 22 (x)) =

am,
. e
=X, — X, — agf)— =1
i 5 a o }ﬂﬂ-‘.
Aceztea gint funetional independente pe U7 decarece mairicea Jacobian

ify
1 b...0 i
dx,

are rangul s — 1.
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Fie fiy«-cafumy in prime independente ale sistemului (2). Daci
f este o altd in primd, atunei

b A AT, N AN
i Cily

Dar acesta este un sistem liniar de » ecuatil care admite prin
ipotezd solutis nebanaldl (X,..., X,). Hezultd il determinantul sistemulni
trebuie i fie nul,

Dififus-eosfai) g wgep

D{:II Lgy v nny :I:'.}
Bi deci .iF:r,fin - ,f_-. sint funefional dﬁl:lﬂlﬂll.'lt-l!', adicd existd B astfel incit
I=' EUIP"' LE] l-:]'

Reci ice fanctie de clask O de Hpul £ B{fiss s oy fuus) e8te 0 inte-
| g S sl feory Inh'vailwgr“ff Ulorvsodari iR I

D,_fné%l},ﬁ—ﬂ,

Pentru determinarea integralelor prime ale unor sisteme simeirice
particulare se utilizeazi melods combinafiilor infegrabile, In ipoteza of

exists functifle 4, : D >R, j =1,...,n, daﬂlmiﬂ’,mtiulmcit‘"ﬂ 2yt =
=1

= df s ‘i 3.X, = 0, din
=1

dde
an_ _de 2 g
Il I. EHI'II u

=1

rezulti df == 0 gi deci fiz,..., m,) = ¢ in punctele o din [ carncterizate
de sistemul simetrie, adick f:D -+ Ry (B -. .y &) = flzy .., 2,) esteo
integrald primd o sistemmlui gimetrie. Expresia ¥, hde; = df, en condifia

g Xy = 0, ge numeste combinafie infegrabild. g
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Fzempla.
de dy dz odr = by < eder  pdr 4 pdp o ode

L - -

b—ep ex—a ay—bs (] 0

ezl odr o ddy 4 ods = 0, zdx 5 pdp = odid = 0 8 decl gz - by 4+ = e 3 5 1F
+ = gy, Flo integralele prime definite prim fy{2, i 2) = a= 4 & <4 c2 rospocl Iy [l 5 [ 5 =

el o o 1]
a ) &
of ==
[".'-# = :l-‘l]

matricen Jacoblan otnfats ol (), ) Decafecs
1 pzd-l{l’.p.::l;q—-ﬁ':-ﬂ, g —cx m 0, b2 o w= (¥}
2 pe[p*— 4

reciltd cf solulla geaernld a slstemulol pe R"-—r A esle familis de corcufi &F 4 b)) & 02 =
gt 4 1 e gy 5o observit of A este mulilmea pozitillor de echilibra.

Ghservalbl 1) & n—1) integrmie prime funciional fndepeneents determind o sub-
varictale a lul [R® cu u—Fk dimunsiung, lar lniile de ¢lmp 56 afld complet leclse In poeastl
subvarietale.

2} Dmel ghsim m— 2 Integrale prime fonclional independentc j],.---.f.-.t'll sislemnuluk
(2 atunel gisises soluliel generale & reduse la glalres solutlil generale ounel senniil dlferen=
Yale dde orcdinul fntil

Penira a Justilbca afirmabia precedentli, fic sobvasielatea Didimensbonald

nngJ—[

.ﬁtTn FEET] I.} - ey F‘-‘[Ijl =een I.]‘ ot I:"_‘-

Avern un tisbens de n— 3 ecantll mare delinese pe £5,. .., #-_:!n funcile de Ty Tyl

£ ﬁl:#'_l. £ f,......-t-_!'lv. o ,...,0—2,

Dar
dea.y _ dz,
X &

luloenind pe x, objinem o ecuatle de ordinul uou cu solofis
ﬂh"._ 1" Ty i T3s u-pl:._ﬂ' L l,"_-llr
Punlnal £y - ,Fr rezulih fq,_f‘.ﬂ =g O Tl integrald primd funcilopal Idependentd de
eelelalte.
Esempln, Fie vistemul
dzr dr dr

— e W e, £, g =L
e

ds  dp o dr

— e MR I . Din J - — piElm

z =y —ap
dy | od: i
_..|._I_ﬂ..u.'T+¢.:-e..|:|¢¢|:.y-e,..u-'J.-H:p-:-t.,:::ﬂ.
£y ¥

§ =0 esie solubla generali a alstemulul.
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3) Awind la vedere principiul reducerdl, o infegrald primd 8 opel ecualll difereaitale (22w
#iitem) de ordin arblirar este, pein defindjie, o Infegmld prima o sistemmlul de predinul Inti
fa care aceaifa (acesla} se reduce.

i Ia ¢1£lll apalinlui ew trel dismemnsiirl, 5 utillmzﬂ.qi nuh"“f 'I.']’;r ) = ElE, g *_|q'+

+ e £ B RE, goifh, T xd + g + 2k, dF = dxl + dp) + 42, Shtemul slmetrls

bz dp dr

Byl i £ Bl &y s 3D Bl &y s )

esle echivalont co ecualla vectoHall Vidy = B
Exempin. Fle

- 1
Eom— 27 ey e R — (o,
g gri@

dx
clmpurl efeefrasfalie produs de sancina fge Linbile de cimp sint solullile sEstemplul — o
x
dy ds
= — m= — adicd familia de semidreple  m ey, o grip e 0, 0= 0 {5,y fE R =—
[ T

22, Stabilitaten pozitiillor de echililen
Conziderfim slztemel  antonom

i, . !
— wm Ximyy i @)y il N

e

Din punct de vedere fizic un asemenes sistem se interpreteazd ca fiind
1 locald de evolufie & uouoi proces. Punctele @ incare e anuleazd
f genereazd pozigiile de echilibru ale sistemului. Stahilitatea acestor
pozitii e interescazd in mod deosebit.

Caznl sistemelor liniare cu coeficienti constanfi a fost dejn discutat
in § 5, Cap. 4. Acest caz este important prin gine insugi, dar si prin faptul
24 situafid mult mai generale se reduc fof la el.

Presupunem X = (X,,..., X,)€ E’{m‘jhﬂ: =0 ca fiind o pozitie de
echilibru. Avem X,(0) = 0 §i diferentiabilitatea luni X implicd

Xi(a) = .E ALy (0)x;y + ||z}l Fi(x), lim F(z) = 0.
f=i day =+l

Notdm A = [% {ﬂ]]qﬂ. utilizim notatiile matriceale. Sistemului
[

d?j = Az + o] Fs)
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i se atageash sistemul liniar omogen cu coeficienfl constanti

a4 = Az,
dt

Teorermns cars urmeazl aratd of perturbatio | F{z) nu distroge stabilitaten
asimptotich a pozijiel de echilibru 2 sistemulod liniar emogen.
2.1. Teoremd. Dacd toate walorile proprii ale matrcel A an pdrgile
reala strict negative, atunci poritia de echilibm o = 0 o sistenlai
d

= Az 4 ||zl £la)
it

eate asimptotio stabild (g deci stabild).

Demonstratis este destol de complieatd g de acesa o otolim. Ne
mulfumim en un exemply care pune in evidentd modul concret de folosire
a teoremet.

Exemplu. Sz contideri aloemul
dz
;- = 10% 4= 4e¥ = 4 cos ¥2

%-L’!‘—i—n+ﬂ. i ple R

Deparece fn jural ariginil &F e ] T, cod g = 1 sisteenul linkar atagat este

iz
— o — 0z 4 dp
Ll

— = Jr—p.

Alatricea

—10 4
A=
2 —

are valborfle prepril striet negslive. De seeen peeitis de echillbru (0, ) 8 sisfemuluol alar
omogen efle atimptatic stabild, In consecinti noeastd pozlile este neimplotic stabild sl pentra
sistemil inifeal,

§ 3. Hipersuprafete de clmp si ecuafii liniare en derivate pargiale
Fie X = (X,,..., X.) un cimp vectorial de claesi O* pe 0 mulfime des-

chis gi conexi D = R*. Fie f: D —+ [R o functie de clash C* §i ¥ : flz) = ¢
0 hipersuprafatd de nivel constant o. Dacd X este un ¢imp vectorial tangent
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Ia M (fig. 11), adied (X, grad f)=0 MuDif
atnnci M se numeste hperriprofofd de cimp a

///’ Y Imi X, Explieit, hiperanprafetele de cimp sint
e & | carmeterizatle prin eenatia diferentiali

@) X)Liz) +... + Xga) L (2) = 0,
l-'-“'] IE

Fig. 11 cnre poartd numele de ecsafie lindard omiogend
ot deringle parfiale de ordinul Tndii.
O hipersuprafatd de cimp mai poate fi privitil gi ca fiind o hipersupra-
fafdd generatd de linii de cimp ale lot X. Pe de altd parte, lindle de emp
ale Ini X sint solutii ale sistemulai simetric (vezi § 1)

day di,

(1) L/ W
Xi(x) X.(z)
numit sisfemnd coraclerislio alagat ecuafied (3).

Parafrazind discutia integralelor prime i proprietitile acestora rezultd
o 2

= Oriee integrali primd o sisternulot (4) cste o solufle a ecoafiet (3)
Ti m{nipm orice solutie a ecuafiel (3) este o integrald primd a sistemu-
i (4):
- =fie fi;...fazy celon — 1 integrale prime funecjional independen te
definite de sistemul (2} intr-o vecindtate 7 a unui punet o€ [D In care
Xiz,) # 0. O funcfie [ de clasfi C' este o solujie a ecuntiei (3) dachk si
nomai docd ea este de tipul f=0(f,..., -5 Cu alte cuvinte solwfis
generald o eouatied (3) eite o fonetie arbitrard de clasd C' de cole n — 1
interrale prime funcfional independente ale zistemolui (4).

Aceste congiderafii Impreund eu faptul o dach f,. sint integrale
prime funcfional mdﬂpm:ldm:ttq ale sistemului (4], atuncl Ilut-iﬂ generalil
o eiztemulul se poate serie in forma

B %oy ) = 0y oo Jomill®yy - - 0 B) = 0y

condue la urmdtosvele concluzii :

- pentri gisirea soliafioi generale & ecustied (3) este suficient si deter-
minkm solutia generald a sistemuloi (4);

— pentru objinerea solufiei generale a sistemnului (4) este suficient =i
ghsim w — 1 solufii functional independente ale ecuatied (3).

Evemgln. 54 giiim sclulis generald a ecuaiiel

oy ) | il
(z—a)— —.lf:r—ﬂl:l---'-r +::~—-.-J-'-£ +u—d:|_-f =0, &g a
i dz ot

Atogdm abstemul
E] dir s i

e B . e e e . ®

-:.—:r f— L= f—d
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Hleruli

r— & L J—_ i—d
— -y By = m= iy
=l =T T

&1 decl

_ {p--ll Te=g r-—i:]
&g )= —— - L . Eoghoa,

I = i &—d & == i

Fie f=®fi;.... a-y) solutia generald & conafiel (3) 51 M. @) .. -
sveyfu=l®)) = ¢ familia hipersuprafefelor de cimp,

Problema hei Cauchy pentru o ecuatie de tipul (3) conatd in determinaren
hipersuprafetei de cimp eame si contind o subvarietate en » — 2 dimen.-
giuni Tz gloy. .., ) = 0, Mzy,. .., 7) = 0. In anumite conditii problema
Ini Canchy admite solufie unicd [19]. Pentru cazurile particulare se observi
el hipersuprafata cliulatd poate fi privitd ca fiind generatd de liniile de
eimp determinate de sgiztemul (4), fle) = €. 00 facq{#) = 6a-y, care intil-
nese pe I. Ecuatiile fi(x) = o). ..y faoy(#) = 0oy glx) o= 0, Bz) == O fur-
meazii un sistem algebric de » 41 ecmatii cuo » necunoscute &y, ..., o,
Eliminind pe &5y . -y 2, obtinemconditia decompatibilitate Gfey. .. ta=gd=10
&l apol eliminind parametrii o ..., ¢ Zisi;  hipersuprafata de cimp
M al. . Faaygl2)) =0,

Exemplu. 5e dd ecuafias

af oy of
() — trp — 4o — il vy =0 g, r =@
dx iy iz

%4 we determine suprafala de clmp core e sprijfingd pe curta I': 2= o, p* + 3@ = ot
Saofufie. Felojlbe 3 o g = 0, 8 —p < 0 implich g = 0. Aseclem sisfzmul slmeirke

dr dy  ds

e [ e T e
F o 3xy xE
Heiial LA
algy e e 4 gl =g
et —e . T e ————
2y z =4+ [£—gp
g dnnale
¥ 1 1 |
— ), —m— e - —
'] T=r £ 4§ £g

integralele prime sint funellonal Independente pe mullimen gpeciiitati In enianl, lar conditia
de compalibilitale o sistemulul

L 1 1 a
gmapPt+der, —=mfy ——ee——m—, B Er=—ypol =0

i =y Ly |

este gy m o Dol M:pPP 4+ —al=lh, 2 p>=0 z—p=<0. g=0, 20

4% — r BN a7



Eeuagiile liniare neomogene cu devivate parfiale de ordinul inlii an forma
@ 4. + e p-L = P,
dzy ax,

unde f este funefia necunoscutd. In acest caz fse cautd sub formi implicitd
@z, f) = 0, ecuatia diferentiald redueindu-se la o ecuafie de tipal (3}
ciirein i corespunde sistemul simetric

dz, s dax, e ar :
I(xf)  Xdn) Fah
Se afli solufia generald a acestui sistem, apol solufia B a ecoatied

diferentiale corespunzitoare (liniari omogend) i din Oz, f) = 0 rezultd f.
Exemplo. 36 plsim solujla peocrali a ecwallel

i
BT e — yF — = 2 o gl
dz g
Slabemil
dx dg d=

admile selujla gencrald Iy = gy, 3 — ' — " = g pe [R*—0: De aceea solujia generald
a eeaailel Unkare neomopgere pe [RY — Oz este defiplis prip =g, 2* — g — %) = . Punciele
axel Oz sind pozitil de echillbra.

8 4. Metoda rejelel de integrare a eeuvaliilor
eu derivate parfiale

Pentrn simplificare fie ecuatia cu derivate parfiale de ordinul intii

uﬂ+§{ = Fiz,v), unde f este funcfia necuncscutd de clasi C' pe
)

[&, ¥]%[0, T) care satiface condifia inifiali flz, 0) = plz). Constanta
¥ & ezte datd, iar F sl g sint functii
r de clasd O cunoscute. Aceastd pro-
| ! blemifi are solujia exactd fiz, y) =

easd  lnoe f = gix -ay}+§Fru:—uy+=,nm.

(P2 Metoda numericd de integrare, nu-
P miti metoda rejelei, constd in urmd-

: )1 ] . toarele: e inlocuiegte domeniul
s b de integrare printr-o refea drepi-

' unghivlard de pas dublu b, Kbh=0,

Flg. 12 k =0 convenabil alese, fig. 12),
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adicd printr-o mulfime disereld de puncte M,  de coordonate z, = ph

g, = qk, p,q€ Z, q > 0, numite nodurile retelei ; se acoperi domeniul

de integrare [a, b]x[0; T] en o refea de dreptunghiuri en laturile para-

lele cu axele g de ‘lnu;gimi cgale cu multipld intregi de b & respectiv

k i apoi se determind valorile funcfiei [ in nodurile retelei. Algoritmmul

este urmiitorul : se fixeazd b g &, se noteazd F,.,a, = juh, kq), g9, = glph),
il

Joa=S{phy gk) 5i se inlocuiegte problems Cauchy o E;—t-q— E =F{(z, ¥), flz, D)=

= g{) prin sistemul jde ecunfii cu diferenfe finite L H“k‘f L2 --1.;;'! Pif
oi i Jop ™= 0 In care a, F,., g, sint numere reale cunoseute, iar

EVESTE
[ & h &g
®- 5
@ =
finol=gfa)

'
o) Kl gk, gk

'

o) ek Led Fimt]={ reaki) gle)-Gakisie o+ 1) « kF{p0)

!

————{F g+ = freakfnlfn oGk i L) £ )

Dl e o
(B ot [t Aﬂ‘
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girul {f..), Py g€ F, g = 0, este un gir dobln de numere Teale care se de-
5
terming. Primul raport din acest sistem aproximensd pe -%, iar al doilea

raport aproximeazi derivata u;—f » Prima conatie & sigtemulul e sere &
&£

sub forma f, .., = (l+mtfh}_f,ﬂ—a-%f,*” o kF, .. Luind § == 0 obfinem

. K k )
.|rp.1= {1 +'n';'.'i"'}f=q — Ifj—rl.n +-F-,n = {1 ﬂk:”'}g; = ‘“‘"i' Foer +Hl.|-r
care di valoarea f, y decarete membrul drept al acestei Eg'a.'litfﬁ este ounos-
cut. Mai departe, pentru g == 1, avem [ =(1 +ak/M)f,,—a 7y Foera + EF,

care are membrul drept cunoseat decarece pe f;, il stim de la pasual
anterior,

4.1. Teoremil. Dach pasii reteled b si & satisfac conditia 0 < — ak/b < 1,
atunci m:g | oo — Jiphy gk) | = nk |5 (A, &) |, undulliﬂq (h, &) = 0, ne [N,
ME '

n = ﬁﬂt‘-
Aceastii inegalitale constituie o evaluare a erorii in formnla aproxima-
tivih fiph, kq) = f,,-
in concluzie teorema afirmi ed daed &, k= 0 s » este guficient de mare
determinat de condifia sk == constant, atnnci liiijmp | foa = Jiph, qk)| =0
—tp

si deci metods numerich & refelei este convergentd. Schema logicd pentru
plgoritmul metodei eate datd in fig, 13,

§ 5. Hipersupraleje ortogonale liniilor de eimp si eenatil Plafi

Fie X = [Xynr0y Aa) un cimp vectorial de clasi C' pe 0o mullime des-
chizd gi conexi PR Fie [ D~ R o functie declasi O gl M:flz) = ¢
¢ hipersuprafatd de nivel constant ¢. Daell X esta coliniar co grad f, adici
32:D = R de clasi C* astfel ineit X = » grad f (fig. 14), atunci M se
numeste .ﬁapmupruﬁ#ﬂ orfoganald linildor de eimp ale lni X. Deocarece
{dz,;. . ., dz,) este un veetor din planul tangent la M in pooctul o, rezultd
6d o hlpu:rrsnp'l'ﬂ.fﬂﬂ ortogons]i liniflor de eimp ale Ini X satisface ecuatia

{5]' 'I:I-{EE'T'.I. e "|‘ :'I.F.{#'J d#'. - 'D-,.

numitd ectiafie Pfaff.

TUneori in loc de cimpul vectorinl X =
m{ X say I.}eatnprufemtﬂuﬂhml -formei
di[-mrutaala atasate o= Lirjde, 4 ... 4
+ X, [z)dx, context in ecare ﬂ:uu';iﬂr Plaff zo
sorie gEimplu @ =0,

Precizare. Bolutiile wmel ecnatii Plafl sint
mul{imi de puncte din O (hipersuprafete
clonome ran weolonome).
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2.X;

5.1, Teoremdi. Dacil D este un interval o-dimenzional gi dacd - 20 — [T} =

= -ZE'— (x), Y2eD, i, =1, ..,n, atunci functis f: D - R definith prin

Ty

fiz) = S Xyl + o9 a4 g Ao Tpgn Fame o oy T)dEy 200+
i |
+ S ‘-!'-.!{'Flﬂ-"' + oy E‘._]..u-.-:'lf.}ﬂ:'..
Ty
g == {Bypee » +5 Eap) € [0, Are proprictaten df e Xde 4. .. 4 Yode, si deci
solutin geur;mlﬁ. a ecnatiel Pfaff este definitd prin flz) = o
Demongtrajie. Se observa ol

f {Tl = -11[1':]'1 :,f_ {-ﬂ' m%g -I:_{ﬁn- “ay :u}dfl =3 I!{I'Iﬂr Tape = o3 .‘I-'-.] =
||

LT ]

"

..1 o X

== 5 L (e o0 maddmy 4 Xmpy @000y 2) = S"E; A @y ooy o)l o+
é:L. 0Ty

e Xoldypn Tgne oy T} = Xglz) ete. De nceea ccuatin (5) cate echivalentd

o dffx) = 0, jar aceasta este echivalentd cu copafia fx) = o

5.2, Teoremdi. Dacd [D cxte o mulfime convexd & dacd -ii{#jl-_a
LTy

;‘.'_I-{ ), Yxem,i,j=1,...,n atunei functia f:D =R, [flr) =

[l

= 5 {;[I:I'n 'I- i'{z' ] :n”. & — .I'n'l' 'i]'-. Tg = ‘-:'Il:"r saE i":'.-.} E m; Are FrﬂFﬂﬂtﬂ'tm

==

L]
df = Xz +...m Xode, s deci solufia generald a ccuatiei (5) eate defi-
nitd prin fiz) = e

Demonstrafie. Notdm  w(t) = g -+ W — 2g)y 1o 1ooomy, W) =
= (#y{f);. . ., W (1)), Hezulti

i o S[ ¢ Xu(t)), = — m.]+ Xofult)) dt =
.'}1!. |':|.I"_

P e X e, ;
i i i — a4+ Xy
S[E o (u{#)) i &)y = -w-) {u{t))

FE

a4l



i
=S -g;';:-tu::]j, &~ a)at+ SA:IH{E}}M S ;— (W(t)) (s —z)lt +
a a

1
S-ﬂ{um}d! = [timam seama ol :F' = ‘L{E),
5: ; — )t + 5,{.{-;{:;}:1: - 5: = Xw(e)at +

: 511-[“{1}}1!* (integriim prin pdri), Xy(u(l)) = Ni(z).

Cu aceasta teorema devine evidentd.
Ecuatiile Pfaff pentru care mulfimea [D este conexd si simplo conexd,

r X, (z) = 1—1’{#}. Y& D, adick X este un cimp potential sau echi-
=L

valent Ifn:-m'nm w este exactl, se numese ecuafii diferenfiole exacte.
Fie D o multime deschish conexd gi simplu conexd. Uneori existd o funetie
nennli w: D — [ de clasd O asifel incit

wz)Xy(x)de; 4. . 4 pir) X (o)de, =0
gh fie o ecnatie diferen exactd. Fune 8o numeste factor inlegrant
gl satisface Eat.unnl nﬁﬂgﬂhﬂa partmlEa g 4 e

HpXe) .y AeXy)
%, (x) = oz, (=)

Ecuatiile diferentiale exacte gi ecuatiile Piaff care admit un factor inte-

t ge numese ecuafii complet indegrabile. Solutia unor asemenea ecuatii
cpinde de o constantd arbitrard. Co alte covinte cimpurile wectoriale
mrﬂapumﬂ.mnm unor ecuati complet integrabile admit o familie ¢y un

parametru de nprafete ortogonale liniilor de cim
O evuatie Pfaﬂpmdﬂuﬂ varimhile ezte complet inmgmhfm {vezi Cap. 1,

6). In general, ecuntin @ = 0 este complet integrabili daci §i numai
oA |:lm-=|]l[-il] (bineinteles, se presoppune of mulfimea pe care
luerdim este conexd & simplu conexd).
Presupunem of ccuafin Plaff no este complet integprabild, ad.u:-ﬁh;‘!l:
nu posedi o familie cn un parametru de hipersuprafefe ortogonale linii
de cimp, O szemenea ecoatie Plaff defineste o infinitate de curbe inte-

grale al ciror ansamblu e numeste hipersuprafald neolenomd.

Exenigls, In Y ecuntiide coy m 22— jdff = 0, cay == Sl — 2l2 = & Feprezintd ropectiy
supralele seolaome. Intr-adevir ele nu stpl complel Integrabdle

eiy 4 dony m = T p A A df oag o doeg e o 2T A dp p de
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Inferseciiy celor douk vaprafels nealonome constd din solwbille sistemulal sbmelrie (echlvalent,
wisterm Unlar eu coeflelentl oo stanii)

adick din lnkide de clmp ale ful gi + 5 + ok

Observalble Revenlm la ecunfla Plaft Xy{xpdry -+.. .+ X (&hds, = 0 i prefujunem

.:I.'_{ﬂ,iﬂ. Iilacutnd PO Tyeooop T g 818 Mpeaaon By g 5i po T ocu g pciialia précedentl s6 poale
X

transerlis subs forma dF = GG . opl g 2y 4oL |"__I|:|:r,__. von Mg _ge Sl _qa [ T'I

§m lyeeagi=1. D¢ aeeen o ceuafle Plaff este echbwmlentd oo slstemul

R

— = gt Eh E= L n—1.
i

Dack maltimea [ este deschisd, conexd $l simpla cosexd, atoncl condiiille de complel inte-
grabilitate ale sistemulinl sint
otz iz

gy

san echlvalent

&
Il M Wy
du, B dw, e

FPresupunem of existd doud cimpuri sealare 2 g faztie] ineit X = & grad f.
Dacit » i f sint funefional independente, atunci cimpul vectorial X se
numedte bisealar. Dach i 8 [ sint functional dependente, atunci se dove-
deste 3 X este un cimp potential. Discufia precedentd aratd of X cste
un chmp bizealar sau polential deed gi pomai dack admite o familie
on un parametrn de hipersuprafefe ortogonale liniilor de cimp.

Bods Teorema. Fie D o mualiime deschizd, conexd gi simplo conexd
din R* §i X = (X, X, X,) un cimp vectorial pe D de clasi C'. O con-
ditic necesard s osuficientd ca X 58 fie biscalar, adicd ecuatia Pfaff
Aylxy o sl 4 Xl v, 203y < Xglo, v, 2)ds = 0 &8 admitd un factor inte-
grant, este (X, rot X) = 0.

Demonstratie. Fie X = & gradf. Besulth rot X = grad dxgrad f i
deci (X, rot X) = 0.

Presupunem (X, rot X) = 0. Aceastd relatie aratd ofi suprafetele orto-
gonale liniilor de cimp ale lni X trebunie cintate printre suprafetele de
eimp ale lui rot X (suprafeie de virtej). Fie gz, 1,2) =0, e ¥, 2) = o,
limiile de cimp ale Iui rot X (linii de virtej). Avem (grad g, ot X)=0, (grad
rot X} =0, care impreund cu ipotezn implicdt ,coplanaritaten’ cimpm‘[ﬁ
vectoriale X, grad 9, grad gy adic Xeea grad ¢, + pgrad gy of - B2 £ 0.
Aceasta permite tmnscrierea ecuafici Plaff sab forma ade, 4 pde, = 0.
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84 aritim mf, hinginfeles pentra 3 # 0, depinde numai de fonegiile
o 8 g4 Inir-adevir, relatille X = agrad o, 4 fgrad g5, (X, ot X) =0
implicd (gmu] %;, grad g, grad cp,) = (I, iar acest prowlus mixt represintd

anhiunu]fuuutﬁlwg, 28 9. E““M; E{gy 2 5i deci | 49 4 Brpsn=

deg,
= 0. Solufia gencralii a acestei ecuatii, By, p,) = ¢, roprozinld familia
suprafetelor ortogonale liniilor de cimp n.Iﬁ Iui X, Cind este cazul,
din identitaten X = igrad @ se giseste 2

Exsarphe Xix, i, 2} = {yr. Tz —xh —apgh & = 0, g > 0, csle un cfmp bealar.
Intr-zdewiir

rat X £} - a:{ 19 el ai | a[ﬂ i
X {r. o —_ . o I — —= L - F) = v [— S1), v = Fl] —
(£, 4 ( { i { ) a:' : W 0 !

o
- = g%} | = (— 25 2p — 2%)
")

5 decd (¥, rob ) o I
Familla linkilor de wvirte] sfe lal X este solalin generald o sistepsiul

adled zp = £y T— == g Fezulid

K&y i) = o prad (apd -+ B grodlr — ) = alp, 50 4 Bl 0 =1}
sl prin identiflcare gislm & w 2— %, B = 55, aficd XN{2, g, 2} = {2 — 2} grad (5§} &7 grad
(x——r)

FEauslln gods 4 mff — oy -— sl = 0 se trapserie (2 — x)d{g) b 2l x = 2) = 0 55 dech
£y = oz —z) Feprozintd fomilie cuprafetelor ortogonale linlilor de clmp ole hel X

IHim EHlentitalen

X o= hogenil ———
A
rezalldi & = e (F —= J
&6. Prohleme
. 53 se cerceless care dintre srmditoarele cimpurl vecloriabe slnt compicio
1) X{z. 5 = (1,0, (=, £0€ [R*
I X(xy 140 = (1, 0}, (xy TE [RE— [0, O))
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3) Xz 28 = (—2p 1), (5 28 [R®— ({0, 0y
4) Xty mgd = (1 + 85,00 (£, x0E [RY

2. Conslderdas elmpul vecterlal deflnbt pe [RYpris X(x, £ = {1, 0} Penlrute [ sipe[R"
netdem g {ph = -l.qﬁl-. unde T, eile linin de clmp maximaldy a lul X pein o
1) Bi se gmle ci R =R este bifectivl, Go stmnilicalis goomelricd are 9,7
20 55 s verifice relafilie
By = ld.

Trea ™ Be Ty Yi e R
Fug ™ ‘1_1" Vie %3

(Rezulil o §— 5, este un homoslism de la grupal adbiv sl numcrelor reale fn gropal bljee

{iilee planabul)-
Aceeasl problemd pentru Xz, ;) = (5 5k (2. 29 [R5
% Be dawn cimpurils veclorfale delinile respeeliv pris :

1) Vx5 = 221 + 52x—pghf — 5%k, 24k 0, ¥ g O:

1] ?{.-'. i = ¥y + :ﬁ— FREET 5] & tg—rxpk, apr o 03

3) Vig g z) = sl g — (a0 5 W, £ 0, g0, 20,
54 se determine famibifle linlilor de edimp.

4. 54 se eerecicze stabilifates pexijiilor de echilibm pentm

1} 2 = din (24 gl 5 = %=11

T 5 e | gy, = x— T,

G Fle ¥ spatiul vecterlnl real ol funclliler reale de clusd ©% pe mc B # M=
S V=¥ Tunclia definitd pein

ar af df
& P — sl — 4+ £ fzpaaa
i) o {y+ ) % Sy r&__l

1) S s arate cf 5 esle o translormore linkard.

2) St se delerming Her 57,

3) 54 se rezolve ecuntba S0 = [

€. Peplra flecare diates urislitcarsle elmpurl veclorkabe 38 5o Selermine supralofn e clmp
e Urece prin curba speciiboaid.

1) Vg g 2) = 290 -+ 9% + 2zt & 0 (2 OH6 R — U0, 0,00}, ©:a% & pmd, sml.

2) Vg g 2) = 21— 200 + Pl + 2T D PR, 2 =0, ‘ >0 Craywa
i

o

- &3 se delermbne solutille geoemle ale wrmdbearcior combll

ez 1]
B -— o aly — = 2 4 ), 2 @0
the iy
iz s
:-...-}-ﬂjla——-t-i. ey 0O,
dE i =
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2. Folosind metoda Febelel 38 #0 aproxbmese solutlile eciaghilor:
a ar

1) — = — [z, 0) = sl mx, [z, p}E [0, 1 [0, 1% b k= 0,2;
iz oy
ar af
E]:;‘—aaq E 2 2 H-H:-m- qi—“{-'rﬂ'}'ﬂ o 2 (0, 2 ol D1

|
SJT—'r -I-%-nun:. fix, 0} = cos =, [z, )& [0, 1] 0. /2L B 005; k = 0,0,

dx
B, 54 #e giseased solufiibe generale ale wrindtcarclor ecwalli Pradl:
1) 5yi#] + & = a"my 4 53] + 2] 4 PMn=0, (n, 5 R*

Ty — 1

2) fefume 4 1)z, + efitndey = 0 (X, X0 R — 05y

1 1
3,E[M+_]dz,_n, Ty, Ty Ty =0

Fy Iy T Iy Ey
0. Fie Viz, g, £} = 221 + gy — (= + "k
1} 54 se determing suprafetole ortogopales lEnkllor de clmp 5l =8 1 sctie V sub fuma ¥ =

- Agrmdf

) 54 se giecatcd Tunciiile § pentra care X{x, g, 5} = 25021 + g + T2, g OF admite mpr-
fele ortogonale Inillor do clmp.
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