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CAPITOLUL I
MULTIMI. STRUCTURI. FUNCTII

§ 1. MULTIMI

In matematic Jucrim cu elemente ¢e au In cemun anumite proprictiti
31l CAare se in raporturi bine determinate intre cle. Aceste :}.:P:1mt¢

2 le notdm prin simboluri a, &b, ... sau x, ¥, ...

- Cind scriem x = y injelegem prin aceasta i elementele x si ¥ coincid.

= Dacll cele 2 elemente sint diferite notim x # y.

Obiectele san elementele ce au In comun o anumitdh proprictale vom
spune ci formeazd o mnlfime. i

Daci A este o mulfime §i x este un clement din mulfimea A spunem cd
& aparfine mulfimii A si notim xeAd.

Daci A s B sint Emi multimi 5i dacd orice element din multimea B
este clement in mulfimea A spunem ¢d 5 ekte inclusl In A o ¢ B csie
sibmulfime @ modfinndi A si notim B = 4.

Prin definijie mulfimile 4 si B sint egale dacli: 4 c Bsi Bc A

Dacd se di o muliime de elemente 4 si o proprietate ® pe care o an
numai anumite elemente din mulfimea A atunci notim submullimea for-

z matd cu aceste elemente prin {xe A]2].

F Mulfimea firf nici un element o avmim mulfime vidd $ o notim 7.
¥ Mulfimea formati dintrun singur element ag 4 o notdm prin {a}.
£ Daci A este o muljime, toate submulfimile multimii A formeazi o alth
3 mulfime pe care o notim €(A4).

1. Operatii cu mulfimi

1. Fie A = B. 53 considerfim mulfimea. elementelor din B ce nu apartin
mulfimii 4; vom nota aceastd mulfime cu Cpd si o numim complementara
multimii 4 (san diferenta mulfimilor B si A).

Lomplementara are proprietiijile:

% la) Cod =21 Lb) Cagd =4, 1. cyCCd)=4A
- L Daci Aeg(E) i Beg(E) definim mulfimea
AUB = {x|xed sau xe B}

pe care o numim rewriwnes mulfimilor 4 s5i B,
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Proprietitile reunionii sint:

2a) AUB=BUA (comutativitate]

2.b) (AUB)UC = AU(BUC) (ascciativitate)

2e) Augi=A, AUE=E

3. Dach Ae9(E) si Be2(E) numim fntersecfie a celor doud mulfimi,

mulfimea:
AnB = {sz|scd 5 xeB}.

Proprietifile intersectiei sint:

la) AnB=EBpnd {comutativitate)
3b) An(BNC) = (AnBinC (asociativitate)

) An@ =, AnE=4

3.d) ClAnB) = CAUCE (relajia De Morgan)
de) CelAUB) = Ced nCelB {relatia De Morgan)

Cele doud operafii de reuniune §i intersectic sint legate intre ele prin
distributivitatea uneia fati de cealalti, adicd

An(BuC)={AnB)uid nc)
AU(BnC) ={AuBin{Aduc)
4, Daci Ae8®(E) si Be®(E) numim predus carlfesian a celor 2 mul-
{imi, mulfimea perechilor:
AxB={(x.¥) | x€4 5i yeB}.
Produsul cartezian a 2 mul{imi are proprietifile:
4a) Ax@ =0, AxBs BxA.
4.b) (AUBI®C = (A xC)u(BxC)
42) (AnB)=C = [AxC)n{BxC).
Produsul cartezian pentru mai mult de doud muljimi se defineste prin:
"AXBXC = (A% B)xC
Proprietifile operatilor cu mulfimi se demonstreazid avind in vedere defi- =
nifia egalitdtii a 2 mulfimi. .
Vom demonsira spre exemplificare proprietifile: 3.e) si 4.b)
3.¢) Arlitim Cgld U B)=Ced nCB.
sEC{AUB) =g AUB— x¢d §
¢ B — 260l 5i xeCpll — xeCed nCiB.
Invers daci: xe Ced N CeB rezultd xe €A 5ixe C,B — xgd sixd B—
—+ x¢ AYB — xe C;{A U B). .




4b) Arfitim (A Y B)xC < (4 %C)u (BxC).

Dacl xe (AU B)=xC ¢l este de forma == (y,5), yeAUB si 2eC — yed
sau y€ B — (¥, r)eAxC san (y, r)e BxC.

Invers se demonstreazi in acelasi mod. Dincele doud incluzioni rezultd egali-
tatea mul{imilor.

Exemple de muljimi
1. Mulfimea numerelor reale R.

Definifia 1.1 E""ﬁ"d sau corpul numerclor reale R este o muljime in care
sint definite operatiile:

a) de adunare si fnmulfire prin care se asociazd perechii (x, ¥) de ele-
mente numere reale din R, numirul real x -+ y respectiv numdirol real x-».

b) de ordine x < ¥ (x este mai mic sau egal cu y) intre clementele mul-
timii R cu proprietifile:

) s+ (y+a) =[x+ +=2 (asociativitate)

) X+ y=y+x {comutativitate)

2y) existd elementul 0O R (element neutro)  astfel incit 0+ x = x
pentra ofice xg K.

a;) pentra orice re R existl un element (—x)eR (simetric) astiel
incit x + (—x) =0. :

2y) x[yz) = (xy)z {asociativitate)

2,) xy = yx {comutativitate)

a.) existd in R un element 1 o8 0 astfel’'ca 1 - x = x pentru once x& K.
ay) pentru orice 50 in R existd un element £~ € R astfel Inclt 3 -x7" = 1,
ay) x(y 4+ 2) =2y 4 xx (distributivitatea inmul{irii fajd de adunare).
by) dacl xgy 5l yEr— ¥ 67

bs) dacd xcy §i YK = x =¥

bs) pentro orice 2 clemente x, ¥ din R sau x gy sau y<x

by} dacd rey—+x+ 1€y + 1

by) dack =20 51 y20 — xya0.

Datoriti prqprietigilnr by) —by) pe care le indeplineste maolfimea R
spunem cd R este un cimp ordonat.

Relafia x<y si = # ¥ se scrie sub forma x < y |an y > .
Dintre mulf{imile de nomere reale un loc deosebit va fi ecupat de mul-

fimile
: (@ 8 = {x, xeR |a < x < b}, (interval)
(0. 8] = {x, xeR |agxgb), [segment)
(3. 8) = {x. xeR | agx < &} (semiinterval)



Mulfimea R verificl de asemenea wrmdtoarele axiome:

Axioma lui Arhimede: pentru orice pereche x, ¥ de numere reale din
R, pentru care x >0, ¥ »0 existd un numir natural », astfel incit ygwx.

Axioma de comipunere a inlervalelor: dack [a,, b laen este un sic de seg-
mente astlel ca a,€4a,.,, b, <b, oricare ar fi neN, intersecfia acestor
segmente no este vidid,

2, Multimea extinsd a numerelor reale

Definiia 2.7. Prin mulfimea extinsh a numerelor reale s¢ intelege mul-
fimea B = RU{— @} U{e} ande (—a) si oo sint 2 simboluri distincte.
R devine o mulfime ordonatd cu ordinea din R dacl punem —o0 < @ si
—a < % < o pentru orice reR.

Multimi remarcabile din R sint: :
{a.8) = {x, xeR |a < x < b}
[a.b] = {x.2eR | g 5 x < b}
[, b) = {x, xeR |a g x < B}
(a, 8] = {x, seR|a<cx g b}

Dacd a, be R spunem cii aceste mulfimi sint mdrzinge. Daci acR— R
sau beR—R spunem cd mul{imile sint semdrginile. Cele doud simboluri
— 00 51 a0 opereazd astfel:

W ey 4 0=

[ 4 r=3x—w=— 0

w4 o=

(—a0) + (—0) = — @

= () = — o, —(— ) = o,

0 4 (—oo) s5i (—ec) + oo nu sint delimite,

Pentru x eR si 1 > 0 objinem

W Tz =0 (—w0) x=x(—c0) = — 0
o0 0D = O,
Pentrux eRsi v <0

00X ==X 00 s — 80, [—a0) X e o

-

(— =) - (—w0) ==

e -0 5 (=), 0 nu sint definite.
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Numerele reale pot fi reprezentate ca puncte ale unei drepte numitd
dreaptd reald. Alegem o &rﬂrlﬁ L 5i pe ea un punct 0 In dreptul cliruoia
plasim elementul 0 (zero). Alegem de asemenca o unitate de misurd ¢ la
dreapta lui 0 ageziim elementul r{r > 0] la distanta de r unitd{i. La distanta
de » unitdti la stingn Ini 0 asezim numirl (—7) (r > 0). Am pus astfel in

L

-

= 0 r
Fig. 1

corespondentd fiscimi numir real clte un punct pe dreapta reald; corespon-

dentl ce are proprietitile:

7 - iilv..-cimi numir real fi corespunde un punct §i numai un punct al
eptei L

— la doud numere diferite corespund intotdeauna doud puncte diferite;

== la fiecare punct al dreptel mﬁgnr, corespunde un numdr real.

O asemenea corespondentd se numegte bijectiod (figura 1), -

3. Mulfimi majorate, minorate. Margine superioari.

Difindfia 3.7. O submulfime 4 = R este majoratd (minoratd) dacl existi
SER astlel Inclt » & b(x 5 B) pentru orice xe 4.

Elementul 6% s¢ numeste majorant al mulfimii 4. El nu este unic.

Dach existd un majorant {minorant) in molfimea 4, acesta este maximw
(minimnd ) mulfimii A.

Astfel multimea (g, 4] = R este mirginitd 5i admite ca maxim pe b;
nu admite minim dar este minoratd.

Definifia 4.7, Numim marginea superioari exactd pentru mulfimea A
(sup A}, marginea infericari a majorantilor ¢ i margine inferioari exactd,
marginea superioari a minorangilor el

Are loc:

Teorema 1.7. Orice parte nevidd majoratd din R inzestratd ca relagia
de ordine are o margine supericard exactl (8 orice parte nevidl minoratd
din R are 0 margine inferioard exacti).

Marginea superioard exacti M are proprictifile:

1) pentru onice xed, A =R, agM

2) pentru orice My < M existi xed asifel Incit M,<x<M.

Marginea inferioarii exactd m are proprietitile:

3) pentru orice xed, A =R, xam

4) pemirit orce wy = m existd xe A astiel Incit < smy,

Spatii liniare

VYom nota prin K unul din corpurile R (al numerelor reale) si € (al nume-
relor complexe).

Defimifie. Se numeste spatin vectorial (fafi de ul K} o mulfime X
de elemente in care este de’!:i.:iti o operatie .+ " de adunare intre elemente
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din X si o operafie de Inmultire - intre elementele din X 5 elementele din
K, operatii care verificl proprietitile:

L) £ 4 y =¥+ x (comutativitate), x, ye X

Is) (*+ ¥) + = = x <4 (¥ + z) (asociativitate), x, v, reX

L) existd 0 X astfel incit

Y4 0=042x==x I[¥) xeX.
L) (¥) xeX existd x'eX astiel Incit
R i e R

I} 1 -z=3x xeEX

I1:) alBx) = (28) &, xeX, ¢, S K.

Ily) (a4 B) x = xx + PBx, o, BEK, v X

1) afs + ¥} = ax + av, €K, x, yeX

Elementele spafjinlel X fe pumese puncle gan vecteri

Exemple

1)-Multimea £,, a polincamelcr de grad .n* cu ceeficienti reali formeaz3
un gpafiu liniar fatd de K = R.

2) Multimea & a matricilor 22 fatd de corpul K = R formeazi de ase-
menea un spajiu vectorial.

Definifia. Un spapiu liniar X ce numeste spajiu lindar normat sau spafin
veclorial mermal dacl se defineste o funcfie || - ||: X — R* cu proprietafile:

I:I ".‘Iu=ﬂ*—l*.'¢-ﬂ

) fx+yli<li=zli-+0x0

3 lexll=le| =zl =K.

Aceastd functie s¢ numegte normi.
In cele ce urmeazd ne vom ocupa de un spatin liniar particolar.

1. Spafisd enclidian R*

Definifia 5.1, Mulfimea formatd din grupe ordonate de clte & numere
reale o pumim mulfime R

Astfel

Ries {3, 2= (% 28 s By} | RER, i =1, ... 1}

Se observd of R == R R ... %R ceea ce justifici notatia.

Elementele multimii R* se numesc punele san veclors.

In multimea R® definim operatiile de adunare a vectorilor {+) si de
inmultfirea vectorilor cu numere reale ( - ) astfel:

1. dacll xeR* i yeRY, x -+ ¥ = (53 + Y10 o) %3 + ¥3)
2. dacl xeR" 5i aeR; ax-x = (2x;, ... ax;)
Operatiile definite mai sus an proprietdfile I, — I, 1I; — I, ale spafiului

liniar.
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