




anumite proprietgti 
i bine determinate intre ele. Aceste elemente 

it5 proprietate vom 

Dac5 A este o mulfime gi x este un element din multimez ,, ;nil 

aparfine mulfimii A gi not5m X E ~ A .  
Dac5 A si B sint dou5 multimi si dac5 orice element din multimea B - 

&e element in mulfimea A spuhem B este inclus5 in A sau c i  B este 
sz~bm.uZ,$ime a muliirnii A gi not5m B c A.  

Prin definifie mulfimile A si B sint egale dacii: A c B si B c A 
Dac" ye d5 o mulfime de elemente A gi o proprietate 9 pe care o au 

numai 2 mite elemente din mulfimea A atunci notZm submul$imea for- 
. cu este elemente prin ( x  E A]%).  
Mul;~mea f5r5 nici un element o numim mulfime vid5 gi o notHm a. 
Mulfimea format5 dintr-un singur element a €  A o not5m prin (a). 
Dac5 A este o multime, toate submulfimile mulfimii A formeaz5 o alt3 

mulf' pe care o not5m % ( A ) .  

perafii cu n 

ii consider5m multimea. elemei 
I A om nota aceast5 rnulfim'e cu C,A ; 
. A tsdu dxf--en@ mulfimilor B gi A). 
l~lementa are oroprjet5tile : 









Kumerele real(. , _ - . -,_ezentate ca puncte a k  -nei ,-:pte numitz 
realg. Alegem o dreapt5 L ~i pe ea un punc 
elementul 0 (zero). Alegem de asemenea o un 
lui 0 asezgm elementul r(r > 0 )  la distanfa de 

,it+ la stinga lui 0 asezgm numgrul (-7) (Y : 

:t 0 in drept~zl cgruia 
itate de m5sur5 si la 
r unit5fi. La distanta 

> 0). Am pus astfel in 

- - Fig. 1 . . .  
. . 

. .  . 

coresi;--_lent5 fiecgrui num5r real cik -,, ,b.-A-. 

- la dou5 numere diferite corespund fntotdeauna dou5 puncte diferite; 
- la fiecare punct a1 dreptei reale L corespunde un numgr real. 
O asemenea corespondent5 se numeste bijectiva' (figura 1). 

denf ce ar& proprietsfile : 
- fiec5rui num5r real ii core 

Mulfirni majorate, minorate. Margine superioarg. 

Defi9zifia 3.1. O submulfime A c W este majorat5 (minoratg) dac5 exk 
astfel incit x 6 b(x >, b) pentru orice X G  A .  

Elementul ,,b" se numeste majorant a1 mulfimii A. El nu este unic. 
Dac5 exist5 un majorant (minorant) in mulfimea A,  acesta este nzaxirnal 

nitzimul J multimii A. 
laxim pe b;  ~ s t f e i  mulGmea (a, b] c W este miirginitg si admite c; 

nu adrnite minim dar este minorat5. 

Defi~i!ia 4.1. Numirn marginea superioarg ex 
(sup A), marginea inferioarg a majoranfilor ei 

' 

marginea superio 
loc : 

Teorema 1.7. Orice parte nev majorat5 din W inzestrat5 cu relafia 
de ordine are o rnargine superioarg exacts (si orice parte nevi& minoratg 

are o margine lnferioarg exact5). 
arginea superioar5 exact5 il.4 are proprietiitile 
pentru orice x~ A, A c R, x G M 
pentru orice M I  < 184 exist5 x E A asrfel lnci 

liarginea inferioar5 exact5 in are prop<#:la- 
5) ~ e n t r u  orice ~ E A .  A c R. x>nz 



e observii R" R x  ... Rceeace 

1. dac5 X E R Q ~ ~ E R ' ,  x  + y = (xl + yl, .. 
2. dac5 x ~ R " i  U E R ;  a .  x = (axl, ..., ax,). 

mai sus au proprietiifile I1 - 14. IXI - XI4 ale spafiulu 



/ Putem construi un model geometric a1 spafiului R"R3) asexl3ngtor clreptei 
reaie. 

Vom considera in plan 2 drepte reale perpendiculare. Notgm pullctul lor 
de iatersecfie cu 0. Alegeln pe fiecare din aceste drepte cite un punct ilfl 
sespectiv M 2  astfel incit 0, M I ,  ,M, sH se succeadg in sens direct (sensul invelrs 
acelor unui ceasornic). 

Fig. 2 Fig. 3 

D~eapta care trece prin 0 ~i LM, o not5m axa x,(i = 1, 2).  
Fie un element (a, b) ER'. Asezgm numgrul real a pe axa Oxl dupg 

conrenfia fscutg la dreapta real5 ~i num5rul real b pe axa Ox2. Ducind para- 
lele la axe prin aceste puncte obfinem imaginea elementului (a, b)) (fig. 2). 
La fel in R3 (fig. 3). 

in  mulfimea Rk definim ;i operafia de produs scalar a doi vectori. 
astfel: 

3. dacg X E  R k  ~i Y E  R k  atunci 

Operafia de produs scalar are proprietgfile: 

3.1. ( x ,  x)&O 

3.2. <x, Y )  = ( y ,  x )  
3.3. ( x , y + z ) = ( x , y > + ( x , z >  , 
3.4. <x + y, z )  = <x, z )  + ( y ,  z )  
3.5. cr(x, y )  = (ax,  y )  = <x, ay ) ,  cr E R. 

Cu ajutorul produsului scalar definim pentru orice vector x € R E ,  ua 
numar zeal, nurnit norma (Lzozgi?.rzen) vectorulzfii ( / I  n. / I )  astfel: 

4. llxlj = Jx? + x; + ... + x; = d(x ,  x). 

Xorina vectorului din RE are proprietgfile 



Demonstrafiile proprietjfilor 1.1-4.3 sint aplicatii ale definifiei opera- 
tiilor cu vectori din Rk ;i le vom IZsa pe seama cititornlui. \-om demonstra 
numai proprietatea 4.3. 

b 

Pentru aceasta fie (hi + yi)' > 0 S ~ U  
z - 1  

XpIicind semnul trinomului obf inem 

sau incZ ' ( x ,  y) I < j l  x / I  j /  /I. 
Dir-i 4.3., 

de unde rezult5 relafia cerut5. . 

Spafiul vectorial Ra in care s-a definit produsul scalnr cu proprietilfile 
111.1-111.5 devine un spafiu liniar normat (spafiul cuclidian). 

Obseyva$ie. in  spafiul R" se pot introduce si alre norme astfel dacs x = 
= (a,, ..., x,) E Rk notgm 

k 

~i aceasta 1rerific5 proprictgfile (4.1)- (4.3 j ale norniei. 
Xceast5 norm5 nu a fost ins5 construitg cu ajutorul prodnsului scalar. 

DefirzGia 7.13. Prin aplicafie ( iun~f ie)  f a mulfimii X in Y infelegern o 
rep18 care asociaza fiecarui element x E X un ele~lleilt y E Y. Sotgm valo- 
rile funcfiei prin y = f(x). 

I 

Exemple de funcfii 

1. Fie f :  ,4 c R -+ R definitg prin f(x) = y. O asemenea funcfie o vom 
numi func,tie realn' de variabiln' yenla'. 

2. Fie f : A c R" -+ R definit5 prin : 

Funcfia f se va numi in acest caz fzk~zcjie reala' de uariabila' vectorial5. 



3. Fie f :  A c R + Rm definit5 prin: 

Aceast5 funcfie se numeste funcfie vectorinla' de vnriabila' realn'. 

4. Fie f : A c Rk + Rm definit5 prin: 

care asociaza fiec5rui vector din A un vector din Rm. Aceast5 funcfie o numim 
funcfie vectorial5 de variabil5 vectorial5. 

Aplicafia f a mulfimii X in Y este ifzjectiva' dacj. f(xl) = f(xz) implica 
xl = xz oricare ar fi xl, X Z E  X. 

Aplicafia f a mulfimii X in Y este surjectiva' data fiecare element din 
1- este imaginea unui element dm X. 

0 aplicafie inj ectiv5 si surjectiva este bijectiva'. 
Presupunem c5 f este o bijecfie; in acest caz vom nota cu fw1(y) elemen- 

tul X E  X pentru care f(x) = y . f-I astfel definita aplica mulfimea Y in 
X si se numeste aplicafia invers5 lui f sau funcfie inversz. 

Fie A c X si f o aplicafie a lui X in Y; not5m 

Kumim mulfimea f(A), imaginea prin aplicafia f a mulfimii A si consi- 
dergm aplicafia definita pe mulfimea 9(A) cu valori in 9(Y). 

fn mod asem5ngtor dac5 B c Y notiim mulfimea: 

f-'(B) = (x, X E  X I f(x) E B] 

si o numim imaginea inversa a mulfimii B c Y prin aplicafia f. 

Vom demonstra numai dou5 din aceste proprietzfi celelalte r 5 d n  ca 
exercifii pentru cititori. XiIetoda de demonstrare se bazeazz pe definifia ega-ali- 
t5fii a 2 mulfimi. 

Demonstr5m 3) +i 4') 

3) Fie y€f (AUB) -+exist5 X E A U B  cu f(x) = y +  XEA s a u x € B - +  
-, f(x) E f(A) sau f(x) E f(B) + y = f(x) E f(A) U f(B). Invers fie y ~ f ( A )  U 



t l f ( B ) - + y ~ f ( A )  zau y~f(B)- -+exis t5  XEA sau X E  B cuf(x) = y - +  
~ X E A U B  cu f ( x ) = y - + y ~ f ( A U B )  - + f ( A ) U f ( B ) c f ( A U B )  ceea ce 
arat5 egalitatea mulf imilor. 

4') Fie x E f-'(A n B) -+ f (x) E A n B -, f (x) E A si f (xf E B -+ x E f-'(A) gi 
x E f-I (B) -, x E f-I (A) n f-'(B). Invers fie x~f - l (A)  n f-l(B) + x~ i-l(A) 
~i x~f - ' (B)  -+ f ( x ) ~ A  si f ( x ) ~  B -+ f ( x ) ~ A  n B --+ x~f - ' (A  n B). Fie X , Y ,  Z .  
mulfimi ~i f: X-+ Y, g: Y--+Z. 

Fig. 4 

Defi~zifin 2.2. Sumim compunere a aplicafiilor f ~i g si not5m g o f ,  apli- 
cafia definit5 in X cu valori in 2 ,  dup5 regula: 

1) Fie f: A c R 3 - + B c R  ~i g :  B c R - + R 2 .  - 
0 imagine a funcfiei compuse g o  f este reprezentatg in figura 4 

g o f :  A c R3--+R2. 
2) Fie.f:  R c R - + B c R 2  ~i g: B c R 2 - - + R .  
Compunerea funcf iilor f qi g este reprezen tat5 in figura 5 g o f : A c X -+ R, 
Compunerea funcfiilor este asociativ5 deci: 

I 
Fig. 3 

Definiiia 3.2. Dac5 f este o bijectie a multimii X in Y, numim bijecfie 
invers5 si notam f-' funcfia f-l: Y -+ X astfel incit f-l o f  = I, unde I ,  
este aplicafia identic5 corespunzgtoare mulfimii S. 



ex - e4 
Exef?zpl~~: Funcfia f: R -+ R prin f ( x )  = sh x unde sh x = v 

2 
este o bijectie deoarece este: 

ex1 - e-% ex. - e- 3% - - rezultg ebl = eZZ2 deci xl = x, 
2 

- surjectivii (ia toate valorile din R). 
Pentru a determina bijecfia inversH notHnl f ( x )  = y si exprimiim pe K 

in funcfie de y :  

2y = e x  - e-x-+ e2x-  2jeX - 1 r 0 4 ex = y + ,/y" 1. 

Deoarece ex > 0,  rgmine ex = y + dy2 + 1, de unde x = In ( y  + 4~" 1) 
yi deci bijecfia inversH este f-l: R -+ R, f - l (x)  = (x + 41 f x2). 

Transf ormiiri liniare 

Defitzi!ia 8.1. Aplicafia A a spafiului vectorial R" in spafiul vectorial 
8" se numeste transformare liniarg dac5 

oricare ar fi x,, x2 E Rn si ct E R. 

Observaj!ii I .  Dac5 A este transformare liniara se mai noteaz5 Ax in loc 
de ).(x). 

2. Dac5 9% = w transformarea ?, se numeste operator. 
Fie in R" baza el=(l,O,O, ..., O ) ,  e,= (0,  1,O ,..., 0 )  ,...,en= (0,O ,..., 0 ,  1 )  

pe care o vom numi bazii standard. 

Dcfini$in 9.1. Prin matrice a transformgrii liniare A: Rn -+ Rm relativs 
la bazele standard din R* ~i R" intelegem rnatricea (m x n) notat3 A = 
= / j  ai5 j /  in care elementele coloanei j sint componentele vectorului h(e,) 

A(e,) = al,el + azje2 + ... + am5epn. 

Dac5 3 este un vector oarecare din R", vectorul translormat A(x) este dat de: 

Exrimplzt: Transformarea A: R2 -+ R2 dat5 de matricea 

sin 0 cos 8 
A = ( 

-cos 8 sin 8 

'Eff LO, x )  are proprietatea c5 este liniara si dac5 x = (x,, x,) si y = (y,, y,) 
sint 2 vectori din R2 atunci (?.(x), ?,(?I)) = ( x ,  y )  



Transformarea este liniarr deoarece ?I 
sin 0 cos 8 xi I! 

).(x f Y )  = ' = )t(j:) + i.(j,) :i 
8 sin 8) . (r, + ?I?) 

sin 8 cos 0 )  (OX,) 
si h(ctx) = = o~(.Y) 

-cos 8 sin 8 r.xz 

A(%) este vectorul dat de produsill matricei ,i cu vectorul coloan5 j l .  Avem 

( sin "OS 8) ()( - ( xl sin 6 + .2-a cos 6 
A(x) = - 

-cos 8 sin 0 -xl cos 0 + X, sin 8 

sin 8 cos 6 yl - sin 0 + $, cos 8 
J 

A(y) = (-cos 0 sin 0 ) .  (%) - cos B -1 jSr sin 0 1 
Produsul scalar : 

I 

<h(x), h(y ) )  = (xl sin 6 + x, cos B)(J'~ sin 0 + 3, cos 0) + 
+ (- x, cos 0 + x, sin 0)(-yl cos 8 +- 31, sin 0) = X~J), + x2y, 
Pro$ozi!ia. Dac5 h:  R7+ Rm este o transformare liniarz exist5 M > 0, 

I 

astfel ca: 

11  h(x) 1 1  < M 1 1  x 11, pentru orice x c R", 

unde 11 h(x)  11 este luniimea vectorului transformat. 

Denzonstra;ie : 

Dac5 A = (a i j )  este matricea transform5rii 

Am notat 1111 = max I a%, 1, rk? = M I  ,I%, 1 <i<nz, 1 < j < m  

Defilzi!ia 70.1. Dac5 1,: Rn +Rm, h liniar5 ~i p: Rm -t RP, j* liniarz defi- 
nim transformarea cornpus5 sau transformarea produs prin (;*A)% = p(?,(x)).- 

Vatri, ca transformgrii compuse este produsul matricilor celor dong trans- 
formzri. 



3 3. SPAT11 METRICE. SPAT11 TOPOLOGICE 

Definiiia 7.3. Fie E o mulfime oarecare. Se numeste metric5 sau dis- 
tan@ (se noteazg cu d) o aplicafie a mulfimii E x E  in mulfimea R' = 
= (x, x G R, x > 0) astfel incit fiecgrei perechi (x, y) E E x E fi corespunde 
numgrul d(x, y) E R+ cu proprietgfile : 

Consecin!; 

3') d(xi, x,) < d(xl, x2) + d(x2, x3) + .... -+ d(x,_,, x,) 

Exemple de metrici 
a) Funcfia d(x, y) : R x R + R+ prin d(x, -y) = 1 x - jr / 

I-- 

b) d: RkxxRk -+ Rf prin d(x, J) = 1 1  2 - y 1 1  = J/k (r, - !.)' 
%=I 

k 
c) d:  RkxRk  -+ Rf prin d(x, y) = I xi - y, I 

1 

e) d : A x A+ R+, A mulfime oarecare prin 

CejiniJia 2.3. Numim s$atiu +netric perechea (E, d) unde E este o mul- 
time oarecare iar d este o metric5 definita pe E X  E -+ R+. 

fn cele ce urmeazg vom lucra in mod ohisnuit cu metricile 

d ( x , y ) = l x - y l ,  ( x , y ) ~ R x R  in R ~i cu d ( x , y ) =  jlx-yjj, 

(x, y) E Rk x Rk. 

Spafiul (Rk, 1 1  11)  $1 vorn numi spafiu metric normat. 
Vom defini in cele ce urmeazg o structurs de spatiu topologic pe un spa- 

fiu metric. Din necesitgfile legate de dezvoltarea ulterioarg a cursului, vom 
defini topologia in spatiul (Rk, 11 . 11). 

Defiaiiia 3.3. Fie a E Rk si Y E  R+. Mulfimea punctelor x E R b e n t r u  
care [ j  x - a (1 < r(  (1 x- a (1 ~ r )  se nume~te sfera' desclzisa' (tnclzisa') cu cen- 
trul in a ~i raza Y. 0 vom nota prin B,(a). 

Observajii I .  fn  cazul cind a E R si x E R, sfera deschisg devine / x - a 1 < 
< Y adicg interval simetric (a - Y, a + Y). 

2. Dacg a = (a,, a,) E R2 si x = (x,, x,) E R2, sfera deschisg este 
d(xl - al)' + (XZ - a,)' < Y sau incg ((x, - al), + (x, - a,), < r2 ~i are ca 
imagine discul cu centrul in (a,, a,) ~i de raza r. 

3. Dacg a = (al, a,, a,) E R3 ~i x = (xl, x,, x3) E R3 sfera deschisg este 
J(x1- ad2 + (x, - a'), + (x3 - < Y ~i are ca imagine geometric5 sfera 
de centru (a,, a2, a3) din R3. 

2 - Analizs matematic5 - Cd. 918 17 



Definifia.4.3. 0 mulfime A c Rk este mulfime m5rginitj dac5 exist5 
o sfer5 B,(a) astfel incit A c B,(a). 

1. Xulfimea A = (- 2, 1) este marginit5. fn acest caz sfera deschis5 
este intervalul (-2, 2). 

2. Mulfimea I' = I l x I z x  ... x I, este mHrginit5 dac5 I, = (a,, b,), 
E =  l , 2 ,  ..., k .  

Definidia 5.3. Multimea 0 din spafiul metric Rk (in care am definit me- 
trica d(x, y) = / /  x - y 11) se nurneste deschi'sa' in R dac5 pentru fiecare din 
punctele ei exist5 o sferii deschisg cu centrul in acest punct, confinut5 fn Rk. 

Proprietgfi ale mulfimilor deschise 

a) Mulfimea totalg 9i mulfimea vidg sint mulfimi deschise. 

b) Intersecfia unui n u m g  finit de mulfimi deschise este o mulfime 
deschis5. 

fntr-adev5r fie {O,, i = 1, 2, ..., n) un numiir finit de mulfimi deschise 
n 

~i x E n O4 - x E Of pentru orice & = 1, 2, ..., n ,  Oi este mulfime deschisj 
1 

deci exist5 ri > 0 astfel incit 

Observaj5e. Intersectia unui numiir infinit de mulf imi deschise nu este 
intotdeauna o mulfime deschisii. 

cO 1 
Astfel n ( - ;, f) = {0 )  nu aste deschis5. 

*=I 

c) Reuniunea unui numgr oarecare de mulfimi deschise este o mulfime 
deschis5. 

Fie x~ U 0, -, exist5 QE I astfel ca X E  O,,. -+ exist5 B,(x) c Oao -+ 
a e I  

Definifia 6.3. 0 multirne X pe care am definit o familie de mulfimi 
deschise cu proprietiifile a), b), c)  forrneazg spn,tiul to$ologic. 

-4stfel spatiul normat Rk in care am definit rnulfimile deschise, este un 
spat iu topologic. 

Observniie. Kofiunea de spa$is topohgic este mai general5 decit cea de 
spadiz~ vzetric. i n  cazul discutat mai sus multimile deschise sint definite cu 
ajutorul metricei. 

Punctele unei multimi deschise le numim puncte interioare. 



a) Intervalele (a ,  bj c R sfnt multimi deschise in R (in R am considerat 
metrica d(x, y) = 1 x- - y 1). 

b) fntervalele I, = (x = (x ,  ,..., x,) I a, < x, < b,, i = 1 ,  2, ... n) sint 
mulfimi deschise in (R", 11 /I). 

Defi+ia 7.3. Xumim interiorul mulfimii A, A c Rk, cea mai mare 
mulfime deschis5 confinutg in A. Xotsm: 

8 = U 01, Oo multimi deschise, 0, c A. 
% € I  

Definifin 8.3. Numim vecinHtate a punctului a, a €  Rk orice submulfime 
care confine o mulfime deschiss care confine pe a. 

Notgm "9, multirnea vecin5tZifilor punctului ,,a". 
Illulfimea vecin5tii-f ilor punctului ,,a" are proprietsfile : 

1)  dacii VET', -+ a €  V 
2) dac2 V E 7, si V ,  c V aatunci V I €  Ta 

* 
3) dac2 Vt€O(aa (i = 1, 2,  ..., n), atranel V,ET, 

f-1 

4) oricare ar fi a # b exists vecinZt5fi ale punctelor a si b care nu se 
intersecteazg. Aceste proprietgfi rezultg din proprietstile mul-fimilor des- 
chise. 

Defini$ia 9.3. Punctul ,,ac' este un Pund limit2 (punct de acurnulare) 
pentru mulfimea A c Rk, dacg orice recingtate a punctului ,,a" confine cel 
putin un punct x, x E A, x # a. 

Dacg a €  A nu este puact limits pentru mulfimea A ,  spunem cH ,,a" 
este un pzdact izolnt. 

Exenzplg. Dac5 A = (12, 3) U ( 4 ) )  x ((-1, I )  U (2 ) )  punctul (3 , l )  este 
un punct limit5 iar (4,2) este un punct izolat pentru mulfimea ,4, 

Sot2m cu A '  inulfimea punctelor limit5 ale multimii A. Fie 1 qi L mar- 
ginea inferioarg respectiv marginea superioarg a multimii A'. Sumim I (L), 
Iimita inferioarii (superioarg) pentru multimea A .  

I = lim inf A = lim A - 
si 

L = lim sup A =K A 

n - 1  nx 
Exe~izplzi. Xulfimea A = x,, x, = - sin - +- ( - 1 ) n } 9  admite ca 

n 2 11. 
puncte limit2 punctele - 1 ,  0 si I ,  deoarece: 

2 k - I  . 
pentru rz = 2k, x2, = 

1 
sin KT: + - 

2k 2k 
2k 

(- - 
1 pentru gz = 2k + 1 ,  xzk+~ = 

2k f 1 2k  $- 1 

f n  acest caz I = - -  f si L =  1. 



Teovema 1.3. Dac5 ,,a" este un punct limit5 pentru mulfimea A c Rk, 
orice vecin5tate a punctului ,,a" confine o infinitate de puncte ale mulfi- 
mii A .  

Denzonsfra~ie. Presupunem c5 exist5 V ( a )  care confine un num5r finit 
cle puncte ale mulfimii A .  Fie xl,  x2, ..., X ,  punctele mulfimii V ( a )  n A care 
nu coincid cu a. S5 punem 

r = min I/ n - x ,  11, r > 0. 
I<nt<tt 

Sfera deschis5 B,(a) nu confine nici un punct a1 mulfimii A astfel ca 
x + a ai deci a nu este punct limit5 pentru mulfimea A .  

Definiiia 10.3. Fie vecin5t5fi ale punctului a, a € R k .  Spunem 
cH familia ("b,)i,I este un sistem fundamental de vecin5t5fi ale punctului 
,,a" dac5 orice vecin5tate a punctului ,,ai' confine una din vecin5t5file 7,. 

Defini!ia 11.3. Mulfimea F ,  F c R"ste o mulfime inchis5 dac5 isi 
confine toate punctele limits. 

Urm5torul rezultat stabileste o leg5tur5 intre mulfimile inchise ~i cele 
deschise. 

Tewema 2.3. Mulfimea 0 este deschisg dac5 gi numai dac5 comple- 
mentara ei este o mulfime inchisg. 

Demonstra!ie. S5 presupunem c5 CO este inchis5 si fie X E  O -+ x4 CO 
gi deci x nu este punct limit2 pentru mulfimea CO. Exist5 V ( x )  astfel ca 
CO n V = ceea ce aratg c5 V  c 0. Aceasta arat5 c5 x este punct interior 
pentru 0 gi deci 0 este mulfime deschis5. 

. Invers dac5 presupunem c5, 0 este deschis5. Fie x un punct limit5 pentru 
CO; din definifia punctului limit5 rezult5 c5 orice vecin5tate a punctului x 
confine un punct din CO astfel c5 x nu poate fi punct interior pentru 0. Cum 
0 este o mulfime deschis5 rezult5 c5 toate punctele ei sPnt puncte interioare 
gi deci x~ GO. Prin urmare CO este inchis5. 

Consecinin'. 0 mulfime F este inchis5 atunci si numai atunci cind comple- 
mentarea ei este mulfime deschis5. Din proprietgfile mulfimilor deschise si 
teorema 3 rezultii urmgtoarele proprietgfi pentru mulfimile inchise: 

a') Mulfimea total5 si mulfimea vidg sint mulfimi inchise. 
Acestea sint singurele mulfimi care sint si deschise si inchise. 

b') Reuniunea unui num5r finit de mulfimi inchise este o multime in- 
chis5. Proprietatea nu este adevHrat5 pentru o reuniune infinit5. Astfel 
cn 

U [n, l z  + 11 nu este o multime inchis5. 
1 

c') Intersecfia unui numar oarecare de mulfimi Pnchise este o mulfime 
inchis5. 

1) Mulfimea [a, bj c R este o mulfime inchis5. 

2) Mulfimea ( x ,  x E Rn, I j x - a 11 r )  este o mulfime inchis5. 



Teorem~ 3.3. Fie F,  F c R o mulfimc inchis5, m5rginit5 superior. 
Atunci marginea superioar5 M a mulfimii F apacfine lui F. 

Demonstra$e. Presupunem c5 M 4 F. Atunci pentru orice E > 0 exist5 
x E F astfel incit : M - ~ < x  d M. Astfel fiecare vecin5tate a punctului M 
confine un punct oarecare x din multiinea I;, x + M si M apare ca un punct 
limit5 pentru mulfimea F ,  A4$F ceea ce arat5 cii F nu este inchis5. Dar 
aceasta contrazice ipoteza deci 114 E F. 

J'om numi inchiderea unei mulfimi A ca fiind cea mai mic% mulfime inchis5 
care confine mulfiinea .4. 

Xotiirn aceastg mulfime cu A si scriem c5: 

A = Fi, F, 3 A,  Fi inchise. 
i e I  

Defini;iu 7.4. Numim acoperire deschis5 a unei mulfimi d c Rk, fami- 
TEa (0,) de submulfimi deschise din RE astfel ca A c U 0,. 

u 

Definiiia 2.4. Dac5 orice acoperire deschis5 a mulfimii K c Rk confine 
o subacoperire finit5 spunem c5 mulfimea K este compact%. 

Aceasta inseamn5 c5 dac5 (0,) este o acoperire deschisg a mulfimii K ,  
exist5 un numgr finit de indici crl, cr2, ..., c(, astfel ca: 

Teorernn 7.4. 0 submulfime inchis5 a unei ~nulfimi compacte este o+ 
mulfime compacts. 

Dewzonstra,tie. Fie A c K c R1', K mulfime compact5 gi A mulfime inchis%. 
Fie {l/,),,I o acoperire deschis5 a mulfimii A .  S5 consider5m mulfi- 

mile W ,  = CA U K. 
l\Iulfimile Wi sint deschise (deoarece CA este deschiss). Mulfimile (W,),,I 

formeaz5 o acoperire deschis5 a iilulfimii I<. Cum K este compact5 exist5 or 
subfamilie finit5 de mulfimi deschise care acoperZ pe K gi deci si pe A .  

Teorema 2.4. Dacj A c K c Rk, K compact5 gi A infinit5 atunci, A 
are un punct limit5 care aparfine mulfimii K. 

Dnnonstrajie. Dac5 rliciunul din punctele mulfimii K nu este punct 
limit5 pentru mulfimea A ,  atunci pentru orice puilct x E K exist5 o vecin5- 
%ate V ,  care nu contine rnai mult de un punct din A.  Astfel nici o subfamilie- 
finit5 de mulfimi (V,) nu poate acoperi mulfimea A (deoarece A este infi- 
nits) deci nici pe K, ceea ce contrazice faptul c5 K este compact5. 

Vom demonstra: 

Teorenza 3.4. Orice segment 

este o mulfime compactg. 



k)enzonstru,t~e. Fie d = If ca - 5 !I, G == (a,, a,, ..., a,) gi 6 = (b,, b,, ..., b,). 
Atunci j j  x - y I/ < d pentru orice X E  I ~i y E I .  

Vom prcsupune c2 m~ml$isnea P nu es-ce compact%. Exist5 deci o acoperire 
deschis2 (0,) a rnultimii I ,  care nu confine nici o subacoperire finit5. Fie 

cr = " ' ' - Segmentele [a,. q], LC,, 5,] definesc 2' intervale k-dimensio- 
2 

nale Qi, astfel ca U Q, = I. 
Cel pufin unul din aceste intervale Q,, nu poate fi acoperit cu u11 num5r 

finit de mulfimi deschise. Fie acesta Il. Repetsm procedeul pentru 1,. Obfi- 
nem astfel sirul (I& e~ cu proprietgtile : 

a )  I z I l ~ I z ~ . . . ~ I s ~  .... 
b) I ,  nu poate fi acoperit cu nici-o familie finit5 de mulfimi din (0,). 1 

3 u 
'c) dac5 x  E I,, Y E  I ,  atunci [I X, - y, / j  9 - - Conform axiomei nu- 

2, 
merelor reale exist2 un punct xof I,, pentru orice n E N. Pentru a = ao, 
.zo € 0,". 
Deoarece 0, este deschisg, existZ r > 0 astfel ca din I /  y - xo 11 < r ssrezulte 

d 
y E O,,. Pentru n convenabil ales, - < p. gi deci c) rezult5 c5 I ,  c O,, ceea 

2, 
ce contrazice ipoteza. 

Tememn 4.4. Pentru o mulfirne A c RL urm5toarele proprietsfi sint 
echivalente : 

a) A este inchis5 si mSrginit5. 
b) A este compactg. 
c) orice submulfime infinit% a multinnii A are un punct limit2 ce apar- 

fine mulfimii A. 

De~oastrajie. a) -+ b). Dacg are loc a) atunci A este msrginitg dac2 
exist5 I astfel ca A c I, I  compact iar A o submulfime inchis5. Conform teo- 
remei 1.4, A este compactg. 

b) 4 c) rezult2 din teorema 2.4. 
c) 4 a) S5 presupunem cZi A nu este mSrginit5. Exist5 puncte x,, x, E A 

pentru care 11 xnwll > n, BEN. Mdtirnea acestor puncte este infinit5 gi nu 
are puncte limita in Rk gi deci nici fn A. Rezult2 c5 A este m5rginit5. S5 
argt5m c5 A este inchis5. Dac5 A nu este hchiss, exist5 un punct xo€ RX 
punct limit2 a lui A care nu aparfine lui A .  Exist5 punctele x, E A astfel 

1 

ca 11 x, - xo 11 < - Fie S mulfimea aceskor puncte x,. S este o mulfime 
n 

infinit5 ; xo este punct limit5 a1 mdfimii S si in Rk nu exist5 alte puncte 
limit5 ale mulfimii S. Deci, dac5 YE WE, y # xo, atunci: 

si, deci 

pentru toti n, inafara unei mulfimi finite. Aceasta arat5 c5 y nu este punct 
limit5 a1 mulfimii S. 



Teoremn 5.4. (T.Veiel*st./nss- Bolz~%o).  Orice submulf izne A ,  infinit2 gi 
rn2rginit5 in Rk admite un punct limit%. 

Denzonst~~n,tie. A este :rn5rginitZi, deci exist% I c Rk astfel ca A c I .  
Mulfimea I este compact2 si deci are un punct limits. 

Defini!ia 7.5. Multimea S c RE se nurnegte conex5 dac5 cu exist2 dou5. 
mulfimi deschise 0, si 02, O1 C Rk, O2 c R' astfel ca 

Teore?~zn 7.5. Submultimea cz R este conexii atunci si numai atunci 
cind X are proprietatea : dac2 x E X, y E X ~i x < z c y, atunci z E x. 

Demonstra!ie. S5 precupunem ci% aceastii conditie nu are kc,  adic5 x E X 
 EX, x  < z < y dar z+ X. 

Dac5 0, = (cc, cr < z )  si C2 = (p, /3 > z )  din definifia dat5 rezultii c5. 
S nu este conex2. 

Sii presupunem c2 S nu este conex5. Exist5 deci punctele x E X, E X, 
x < y si mulfimile deschise care nu se intersecteaz5 in R astfel ca X E O ~ ,  
~ E O ~  si X c OluO2. 

Fie S = 0, n [x, y] si z = sup S. 
Deoarece y E O2 si 0, este deschisH avem z < y. In acest fel, dac5. Z E  O,, 

0, deschis2 rezult2 c2 z nu este margine superioarii a mulfimii S ,  deci ~ $ 0 ~ .  
Deoarece ~ € 0 ~  si O1 este deschis5 avem x < z. Astfel dac5 ~ € 0 ~  gi O2 este 
deschis5 rezult2 cii z nu este margine superioarg pentru mulfimea S deci 
240% 

Exercitii propuse 

1. S5 se arate c2 pentru orice numere reab 

l ~ + ~ I < i x l + l ~ l  si I l x . l - l y l l ~ I ~ - ~ l  
2. S2 se arate c5 pentru x = (xl, ..., x,) E RE, 

ilxlj = max Ext/ este o norms. 
l< i<n 

3. Se consider2 funcfiile : 

Ss se arate c5 ch2 x - sh2 x = I .  
S5 se determine un interval pe care func)ia ch x este bijectie si pe acest 
interval s2 se determine bijecfia invers%. Acda5i l uau  pentru sh x. 



- 
R. Not5m sh x = y obfinem sh-I z = In (x + 41 + x2) ~i ch-'x = In (x f 
+ Jx2 - I), X E  (1, w),ch- 'x~ (0,  CO) ~ich-' x = In (x - Jx2 - I) ,  X E  (1, m), 
ch-' x E (- co, 0)  I 

4. SB se arate cB mulfimca R V n  care am definit aplicafia 

d(x, y) = max I xi - y, I 
1<z,(w 

x = (xl, ,.., xz.,), y = (yl, ..., y,) este spafiu metric 

5. SB se determine imaginea geometric5 a sferei deschise Bb(2, -1) 1 
I 
I 

2 

din Pi2 Pn care am definit metrica dl(%, y) = lx, -y,l respectivmetrica 
z= 1 

dz(n-, y) = max 1 xi - yii 
1g;<,r 

6. S5. se arate c5 dac5 A c B atunci A c h unde prin A am notat 
interiorul mulf imii A .  

7. SB se arate c5 



Defini!ia 7.1. Se numeste ;ir de numere in Rk, oo' aplicafie a mulfimi 
N in Rk. 

Notsm valorile acestei aplicafii prin f (n)  = a,, n E N .  

?ZEN este un pir de numere in 8'. 

Definiiia 2.7. Sirul (a,), , , a, E Rk se numeste convergent, dacii exist2 
a,€ Rk astfel ca pentru orice E > 0 sj. existe N ( E )  pentru care: 

/ I  a ,  - aoj/ < E cind n > N ( E ) .  

Scriem in acest caz lim a, = a,,.- 
l l+;O 

Observa!ie: 1. Fentru k = 1, 1 ,  - / /  = I - I si definifia convergenfei unui 
sir devine: sirul a,€ R este convergent ciitre a,€ R dacj. pentru 
orice E > 0 exist2 N ( E )  astfel incil j a, - a, 1 < E pentru n > N ( E ) .  

2. Din expresia normei il a, - a,, , cu a, = (anl, a,?, ..., a,,,), a, = (aol, a,,, ... 
. .., aok), rezultg 

Din acenstj. dublj. inegalitale se vede cii un pir de numere in Rk este con- 
vergent dacj. ~i numai dacg sirurile componente (anZ)% E N ,  i = 1, 2, ..., k 
nint convergente. 

Mulfimea valorilor girulai (a,), ,N, a, E R* este rnulfirnea A = (a,, 
::EX) care ~ o a t e  fi o mulfime msrginitj. sau nemgrginits. 

Definiiia 3.1. Sirul (a,)iEN , a, E Rk este divergent daca este inde- 
~ l in i tg  cccdifia: oricare zr fi A > 0 exist2 N ( A )  astfel incit pentru n. > N ( A ) ,  



lian //> A. Leg5tura intre sirurile rnarginite gi sirurile conrergeilte este 
d2t5 de: 

Teorema 1.7. Orice sir convergent este miirginit. 

Demon,stratie. Fie (a,) ,,N, a,€ Rk ~i lirn a, = a,. Atunci, pentru orice 
n-t ai 

E > 0 exist5 X(E) astfel incit ) I  a, - a, J j  < E pentru n > N ( E ) .  S5 notiin1 
Y = max ( E ,  I /  al - aoll, llaz - a,/], ..., 1 1  a, - a,/l). fn acest caz [la,, - aoll < r, 
n = 1, 2, ... si tofi termenii sirului se gasesc in sferh B,(a,) ceea ce aratii c5 
~ i r u l  este m5rginit. 

Teorema 2.7. Sirul (a,), a,$ E Rk converge catre a,€ RQac5 si 
numai daca orice vecin5tate V(ao)  a punctului a,, contine tofi termenii sirului 
inafara unui numgr finit. 

Devnonstra,tie: a) Fie lim a, = a, ~i fie V(n,) o vecingtate oarecare a 
n+ w 

punc fului a,. 
Exist5 B,(a,) c V(a,) unde B,(ao) = ( x  / I /  x - ao]l < E) .  Acestui E > 0 

ii corespunde N ( E )  astfel ca din n > rezult5 lla, - a, / I  < E ceea ce 
inseamng c5 a, E V(a,). 

.b) reciproc: S5 presupunem c2i orice V(a,) confine tofi termenii sirului 
inafara unui numiir finit. Fie E > 0 dat ~i (x, / I  x - aoll < E )  c V.  

Prin definifie exist5 N*(E)  astfel cii a, E V pentru n > N*(E) .  Astfel 
'ja, - a,]) < E pentru n > N*(E) ceea ce arat5 c5 lim a, = a,. 0 definifie 

fZ - - tOo  

echivalenta, pentru convergenfa unui sir din R este dat5 de 

Teorerna 3.7. Sirul (an),,N, a, E R este convergent dac5 si numai daca 
I = L. 

Demonstraj?ie : a) Fie 1 = L = a,, 1 fiind cel rnai mic punct de acumu- 
lare, la stinga lui I - E se gase~te numai un numar iinit de termeni din 
multimea (a,, n = 1 ,  2, ...) \ La fel la dreapta luj L + E se g5seste un numiir 
finit de termeni a,, deci giisim un rang no(&) astfel incit pentru PZ > a 0 ( ~ ) .  
I - E < a, < L -I- E ceea ce aratg cii Jan - a0l < E .  

b) Reciproc, dac5 la, - a,] < E pentru n > no(&) atunci a, - E < a, < 
< a, + E ,  toti termenii sirului inafara unui numgr finit se g5sesc in (a, - E, 

a, + E ) .  Dar 1 ~i L sint puncte limit5 si avem: 

a o - - ~ < I < L < a o + ~  

unde L - 1 < 2 ~ .  Cum E este arbitrar I = L. 

Defi9zifia 4.7. Fie un sir (a,), , h, a, E Rk. Sii consideram suc~esiunea 
72 ,  < 1.2, < ... < nk < ... de numere naturale. Sirul (anl), se nume~te 
silbgir a1 girului (a,),, N .  

Am vazut cg un qir convergent este mgrginit. Reciproca nu este ade- 
varata. 

Are loc in&: 

Teore~na 4.7. (Cesard). Orice sir mgrginit in Rk confine un subsir con- 
s-ergent . 



De.ulzonstrafze. Fie A mulfimea valorilor sirului mgrginit (a,), , N, a, E RE. 
Dac5 A este finit5 exist5 un punck X E  A yi un sir (n,);. N(n, < n, < ...) 

astfel ca x,, = x , ~  = ... = X .  

Dacit mulfimea A este infinits, fiind m5rginit5, ea are un punct limit5 
xo E Rk (teorema lui Bolzano). 

Alegem u, as:fel ca 11 x,, - xojj < 1 yi n,, ..., n,-, astfel ca jlx-, - xo(j < 
1 

< f . (Acest lucru este posibil deoarece vecingtatea oricgrui punct limit2 
2 

confine o infinitate de termeni.) 
1 

Exempk. Sirul (a,),,N , a, = (- 1)". Multimea A - {-- 1, 1). Subsiru 
-1, -1, ..., -1, converge c5tre a. = -1. 

Definifia 5.1. Sirul (a,), , N , a E RL se numeste sir Cauchy dac5 pentru 
orice E > 0 exist5 ' IZ~(E)  astfel incit pentru n > no(&) ~i 2 1. 

Leg5turz intre yirurile Cauchy si sirurile convergente este datit de 

Teorenza 5.1. Conditia necesara si suficientg ca un sir (a,), ,N, a, E R" 
s5 fie convergent este ca el sii fie sir Cauchy. 

Demonstvafie. 1) Sirul (a,),, este convergent deci pentru orice E > 0, 
exist5 no(E) astfel ca pentru n > no(&), 11 an - aolj < E si pentru p > 1, 
I I  an+p- a011 < E. 

Dar - a,lj < 1 1  a,+, - a,/! + jja, - a0 ( 1  < 2~ ceea ce aratit c5 (a,) , ,~ 
este un sir Cauchy. 

2. Reciproc. Sirul (a,),, este sir Cauchy. Deci Ila,+, - a,ll < E pentru 
n > IZ~(E). Trecind la componente rezultii c5 

/ a=%-- anil < E pentru 12 >no  (E) si i =  1, 2, ..., k .  

Luind ~t = no(&) + 1 > no (E), 

I a m i - a s % I  

deci in - afara termenilor a%,, a,, , . . . , a,$oi tofi termenii se g5sesc in intervalul 

La fel L ~ ( a v i - E l  E) deci 0 < L -  Z < 2 ~ - - + z = L c e e a  
ce arat5 c5 toate sirurile cornponente sint convergente, deci sirul (a,) , este 
convergent. 

Observafie. fn general intr-un spafiu Liniar oarecare nu orice sir Cauchy 
este convergent. Un spatiu metric oarecare (E, d) in care un sir Cauchy este 
convergent se numepte metric cornplet. Astfel (Rk, 11 - 11) este un spafiu complet. 
Xai general av. loc 

Defihifia 6.1. Un spafiu normat complet se numeste spafiu Banach. 

Definifia 7.1. Un spafiu Banach in care norma este datg de un produs 
scalar este un spafiu Hilbert. 



Din cele studiate in cap. I rezultii cii Rn este un spafiu Hilbert (consi- ~ 
derind norma euclidiang). 

Definiiia 8.1. Un sir (a,), a, E R se numeste sir cresciitor (descres- 
ciitor) dacii a, < a2 < ... < a, ... (a, 2 a2 2 ... 2 n, 2 ...) si strict cresciitor (strict 
descresciitor) dacii al < a2 < ... < a, < ... (a, > a, > ... > a, > ...). 

Teorema 6.1 . t u n  sir (a,), . N, a, E R monoton si mgrgiait este convergent. 

Demo~zstra,tie. Sirul (a,),, , fiind miirginit nu poate avea limite infinite. 
Ariitam cii are un singur punct limitii. 

Presupunem cii ar avea 2 puncte limits. I # L (I < L);  sii impiirirfiin 
L -1  

intervalul (I, L) in trei piirfi egale si fje E = -. Fie nl un indice pentru 
3 

care a,%, = (I - E, 1 + E). Alegem n, > lzl astfel ca anl E (L - E, L + E). 

(Acest lucru se poate deoarece fiecare din intervalele (I - E, I + E) ,  (L - E ,  

E + E) confine o infinitate de termeni). Luiim apoi n, > n2 astfel ca a,, E 
E ( I  - E, I + E). Sii presupunem cii sirul este cresciitor. Am obfinut pentru 
n1 < '122 < n3 < ..., cii < a,,2 si a,= < a,zl ceea ce coiitrazice ipoteza de 
monotonie (fig. 6). 

Fig. 6 

fn  legiiturii cu sirurile nemiirginite are loc 

Teorema 7.1. Tjn sir monoton si nemiirginit de elemente din R cste 
divergent. 

Demonstraiie. Fie sirul (a,),, EN, a, E R sir monoton 'cresciitor, nemiir- 
ginit superior. Pentru orice A > 0, exists no astfel cii > A. Deoarece 
sirul este crescgtor urmeazii cii pentru orice n > no, a, > a,,o > A deci sirul 
are limita + co. 

1. Sirul n, = 1 + - este un ~i nonoton si mgrginit. ( 
Scriem : 

1 1 1 1 a n = l + C ; . -  +C..-+ ... + Ct -  + ... +c;-= 
n 122 7zh- 1%" 

. . . J r -  ( I-- t )  ... (I-?>). 
$2 ! 



1 
Din forma desfiisuratii a lui a,; rezultii a ,  < a,+,, deoarece 1 - - < 

n 

De asemenea a, > 2 deoarece 1 - - > 0 cind k < n. ( 3 
Astfel sirul (u,) , ,~ este monoton cresciitor si mgrginit, deci convergent. 

Limita lui o notiim cu e. 
n+l 

2. Sirul b, = (1 + i) este monoton descresciitor. 

n2-1 n f  1-  1 n f l  - .- 
1 " " (I+--) n2 - 1 u 

Din irzegalitatea Z z ~ i  BernoztZZi : , 

Fie (u , ) , ,~  qi (b,JnEN ~iruri  convergente in Rk an = (an,, an,, ..., af lh) ,  
b, = (b,,, brio, ..., bn,) $1 aO, bo limitele lor. 

Are loc 

Temema 8.1. Suma sirurilor (a,), , ~i (b,),, E ~ ,  a,  E Rk, b,, E Rk are 
ca limit% pe a. + bo. 



Demolzstrafie. Pentru orice E > 0 exist5 12, (E )  astfel ca 1 ;  a, -- aoll < E 

pentru n > nl(c) gi exist5 n , (~ )  astfel ca /Ib, - boji c E pentr~t 12 > n2(c). 
Alegem no == max (a,(&), (n,(~)) yi avem pentru n > no, 

l l  (an + bn) - (a0 + bo)/I G Ijn, - aoll + llb, - boll < 2 ~ .  

fn cazul in care (a,),,N gi (bn)% E N  sint giruri in R au loc 

Teorema 9.1. a) Produsul sirurilor convergente (a,), ,N gi (b,),, , se defi- 
negte ca fiind girul (a, bn)n,N care are ca limit5 pe a, . bo. 

b) Citul sirurilor (a,), gi (bn),r E N  b, + 0 este prin definitie sirul 

no Dac5 b, # O ,  girul are ca limit5 pe - . 
bo 

a) I a,b, - aobol = la,b, - sob,, + sob, - aobo I < IbnII an - no1 $-I@oIIbn- 
- bol. Dar a, --+ a, si b, -+ bo deci pentru orice E > 0 ,  exist5 n0(c) astfel 
fncit pentru n > no(€), I a, - sol < E, Ib, - bol < E. Sirul (bn )neN este con- 
vergent, deci este si mgrginit ~i exist5 M astfel ca Ib,l < M .  

Rezult5 la, b, - aobo I < (M + laoj)~ pentru fl > no(&). 

Sirurile (a,),,* si (bn)nGN fiind convergente rezult5 c5 pentru orice 
E > 0 exist5 nl(&), n2(&) astfel ca la, - aoj < E pentru n > nl(E) si /b, - bol < E 

pentru n > ~ z ~ ( E ) .  Sirul (bn)n,N fiind convergent este gi marginit deci 

ceea ce ara* convergenta sirului cit. 

3 2. SERII NUMERICE fN R" 

Fie sirul (a,),,, de elemente din Rk ~i s1 = al, $2 = al + a2, ..., 
s n = a l + a 2 +  ...+ a ,..., 

m 

Sirul (sJneN se nume~te sirul sumelor partiale pentru s e r i a x  a, 
1 

Definifia 7.2. Seria al + a2 + ... $. a, + ... este convergent5 (diver- 
gent5) dup5 cum sirul ( s ~ ) ~ , ~  este convergent (divergent). 

Mai mult chiar, vom spune cii suma seriei este limita girului sumelor 
part iale. 



Ne asteptHm astfel ca o serie de rezultate cunoscute de la giruri de numere 
s$ le folosim pentru studiul seriilor de numere. 

m 

Teorelnn 1.2. (Criteriul general a1 lui Cauchy). Seria a,, a ,  E Rk con- 
I 

verge atunci si numai atunci cind pentru orice E > 0 exists "r0(s) astfel ca 

Demonstrafia rezultz din Criteriul lui Cauchy pentru qirul (s,),, N, deoarece 
II~,+~-s,jl = I 1  a,+,+ ... + a,+,ll<~ cfnd n > N ( E ) ,  $ 2 1 .  

fn cazul particular p = I se obfine 

Are loc 
m 

Consecin!a. Dacs seria C a,, a,€ W" este convergent5 atunci lim (ja,[j=O. 
1 n+ m 

Aceasta reprezintii o condifie necesarg de convergent$. Conditia nu este 
gi suficientg., 

1 -" 
Astfel seriag((1-t  i) , :) nu este convergent5 deoarece 

7 t= l  

1 -" 1 

lim ((I + ;) ) = ( 0) sau incs Iim ,lan 11 = - f O. 
n+m n+ co e 

Am vHzut cH studiul convergenfei unui sir de elemente din Rk se reduce 
a studiul convergentei componentelor sale. 

Criterii pentru serii cu termeni pozitivi 

Vom prezenta in continuare criterii suficiente de convergent2 pentru 
seriile in R. 

M 

0 serie Can, a,€R este o serie cu termeni pozitivi dac5 are o infinitate 
n=l 

de termeni pozitivi yi numai un num5r finit de termeni negativi. 

Criteriul monotoniei. 0 serie cu termeni pozitivi este qonvergent5 dac5 
gi numai dac5 sirul sumelor parfiale este m5rginit. 

Demonstra@e. Sirul sumelor parfiale (s,),, ,N, S, E R+ este monoton. Dac5 
este ~i marginit atunci este convergent. 

m 

Criterizd de compara!ie. Dac% a,, ~ , E R  este o serie cu termeni pozitivi 
1 

m m 

gi a, < b,, unde b, este o serie convergent& atunci a, este convergentii. 
1 

\ 
1 



Demonstraiie. Din criteriul lui Cauchy rezult5 c2 b,+, + ... + b,,, < E 
m 

pentru E > 0 ~i n > % o ( ~ ) ,  d a c 2 C  b, este o serie cu termeni pozitivi. Dar 
1 

a,,,+ -.- + a,+,<b,+,+ .,. + b,+, < E .  
00 

Dac& seria C a, este divergents criteriul lui Cauchy nu se aplic5 deci: 
1 

exists E > 0 ~i ~2 > no(&) astfel ca 

anfl + ... + a ,,_, > E .  

71 

Deoarece b,,l 4- ... 4- b,+, >@,+I ..- c f i - ~ j  rezultg cs seria b, este di- 
1 

vergents. 

Observaiie. 0 form2 a criteriului comparafiei folosits cu succes 4n prac- 
m 00 

tic5 este urmgtoarea: Dac2 a, si C b, sint 2 serii de numere pozitive 
1 1 

astfel ca 

0s m 

atunci s e r i i l ex  a, si b, au aceeasi natur5. 
1 1 

Aceast2 afirmafie rezult2 din inegalitatea: 

( a n  1 1 - - A < E sau ( A  - E )  b, < a, < ( h  + E )  blA 
I n  .I 

;i criteriul de comparafie. 
00 1 $ (+)" care 

Exewq5lzt. Seria 2" sin - are aceea~i natur2 cu seria 
1 3 "z 

este convergent2. 
Un alt criteriu de comparafie este: 
Criteriztl de condensare a1 l u i  Cauclz~*. 

I S? S? 

Fie a, a,  ... 0 termenii unei serii C a,. Seria C a, este conoergentj 
I 1 

53 

sau divergent5 in acelasi timp cu seria C 2"a2r-. 
1 



lPentru st < 2*, s, < n, + (a, + a,) + ... + (nzt + ... f nznli - I )  ,< al + 2az + 
+ ... + 2'a2t = t,, +i, deci s, G l,. 
Pentru n > 2' ; 

S, 2 al 3 a,  + (a, + ae) + ... + (cI:~-I - t + ... -k n 2 a )  > 

t 
~i deci s, > 2 . 

2 

Aceasta arat5 c5 cele 2 giruri de sume parfiale sPnt in acela~i timp mrirgi- 
nite sau nemgrrginite. 

" 1 ffi 1 '  
Exena$le 1) Seria lui Riemann are aceea~i natur6 cu seria C 2" -- = 

k=O (Zk)= 
I =sm. Aceast5 serie este o progresie geometric5 convergent5 pentru 

1 1 
- < 1 si divergent2 pentru ---- 2 1. De aici rezultg c5 seria lui Riemann este 
2a-1 2"-1 
convergent5 pentru a > 1 si divergent5 pentru a < 1. 

1 LI 

2) Seria Bertrand are aceeasi naturri cu seria x - - 
%(Ina $3) k=l  2'(ln 2')" 

- 1 " l  
-- x - . Aceasta este ins2 o serie Riemann convergent5 pentru a> 1 

(In 2)" k X l  ka 
si divergent5 pentru cc < I. 

Critevid lui D'ntlembevt. Dac5 pentru o serie cu termeni pozitivi a ,  -f- 
+ nz + ... +- a, + ..., ~ , E R  

seria este c~nvergellt5, iar dac5 

seria este divergent5. 

a,,, <;a,,; a,,, 6 qa,,, -.., ~,+,+, Px+,. 
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w 

Deci a,,,, g qPa,, gi deoarece seria C $ este convergent5 pentru q < 1 re- 
P = l  

m 

zdt5  c5 a, este convergent% 
1 

La fel data limn"+l> 1 + exist5 No astfel ca pentru n > &,a"+, 2 - 
" I s  an 

2 q > l .  
Deci 

aN+2 2 ~ @ N + I ,  "', @'N+P qax+~-l 
~i in general 

%+z3 2 q P - l a N + , .  

f n  baza criteriului comparatiei yi, pentru q > 1 seria este convergent5 
m 

deoarece C q p - 1  este divergent& 
1 

m 

Critzriul Zai Cazlchy. DacH pentru seria cu termeni pozitivi )7 a,, a n € R  
1 

- - 
lim pa, < 1 seria este convergent5 
s+m 

~i dac5 

- l imf&> 1 seria este divergent$. 
- - 

Demonstraj5e. Dacg fim ran -= 1 atunci exist2 No yi 0 < k < 1 astfel 
n+ oa 

ca < .+ pentru n > No a, < kn ~i deci alvo + , < kNo+ l ,  alv0 + < kN0 f P. Dar 
m m 

kh'o+* este convergent5 pentra k  < 1. Astfel a, este convergent%. 
1 1 

Dacg & p., > 1 atunci exiskg N ,  si k > 1 astfe! ca rz 2 k > 1 pentru N > 
n+ m 

> N ,  de unde reztnlt5 a, 2 kn perntru n > N,.  
00 

Fie rt = N ,  + p. Atunci a ~ , +  a 2 k N z + P  ~i cum seria C kN1 +* este diver- 
1 

w 
gent5 rezultg cZ seria a, este divergentg. 

I 

1 1 1 1  - - I - 
Exeinplu. Seria - + - + - + - f ... are lim r a ,  = - si lirn fa,  = 

22 33 24 35 4 - 
- 1 -- yi deci seria este convergentg. 

9 

CrLterird Zui Raabe-Drlamel. Daca pentru reria C a n ,  a, a R+ 
1 



seria este convergent5 ~i dac5 

seria este divergent5. 

DernonstraJie. a )  Din ipotez5 reaultg cg pentru orice E > 0 exist2 no(&) 
astfel ca pentrn n > n0(c) 

sau inc5 

Rezult5 na, - (n + 1) > 0 ; 6eci ~ i r u i  lz a, este monoton descrescgtor si m3r- 
ginit inferior de zero. 

Seria de termen general (nn, - (ss + 1) a,,), are @rul sumelor parfiale 
s, = al - nu, cu lim s, = al - I ,  I = lim na,. 

n+ m n+co 
De asemenea, 

05 a3 

$II cum seria (m, - (n + 1 )  a,,,) este convergent2 rezulta c5 a, este 
1 r 

convergent5. 
Pentru divergent%, demonstrafia este asemgxitoare. 0 l%sZm ca un 

esercitiu pentru cititor. 

(27%) ! 
Exenzplzt. Seria ------ este o serie cu terp-neni pozitivi pentru care 

I ~ " ( P Z ! ) ~  - x ,  

criteriul raportului d5 : 

deci criteriul nu se aplic5. 
Criteriul lui Rabbe ~i Duhamel conduce la 

si deci serh este divergent% 



Serii cu termeni oarecare 

0 serie a, + a2 + . .. + a, + . .., a, E R esfe o serie ca  trrmeni oare- 
care dacg are o infinitate de termeni pozitivi ~i a infinitate de terr;wni 
xierativi. 

Consideriim seria lal\ + \a,( f ..- + \a,i + ... 
OD 

Definz,fin 3.2. Spunen; c5 seria Ea, esfe absovlul (o~i iev ,ye~z t i  dac% seria 
1 

I 
la caz contrar seria se nume~te sirnplu coqvergent5. sau semiconver- 

gent& 
Arc IOC 

Teorevta 2.2. DacH o suie este absolut convergent5 ea este si semicon- 
vcrgcnt5. 

x 

B e n z o n s t ~ ~ / i e .  Folosim criteriul general a1 lui Cauchy. Dac5 ja,l este 
1 

conv~gent5 atunci pentru oricc E > q exist5 ~ ~ j s )  astfel incit pentru n > 
> no(=) qi ,b > !, 

lJn+l/ f I nnql  f ..- I a*+,\ < 5 .  

Dar : 

ceea ce demonstreazj cg seria este si semiconvergentj. 
Pentru a studia convergenfa absolut5 se aplic2 criteriile de cvnvcrgenfa 

de la serii cu termeni pozitivi. 
Vom stabili urm5torul criteria de convergenfil simplii. 

Teorema 3.2. (Criteriul lui Abel). Fie ses~a CLI terme~i  oarecare 

uJ-zt,+ ...+ ye ... 
pentru care $rul sumelor partiale este mjrginit. 3x5 6z1, i ~ ,  ..., a,,, ... 
este un sir de numere pozitive monoton descresc,itor astiel ca Ilrn a, = O 

atunci seria 

este convergents. 

Dernbnsluafie. Fie s, = n,zc, + a,u2 + ... + anzt,. Atunci 



Sumele t,  sint mgrginite ; deci ]t,l < iW. Sirul a, fiind monoton descres- 
cgtm, 

~i cum lirn a, = 0 rc~uitii ci% pentru orice E > O exist5 NO(€) astfel ca a, < E 
n+ m 

pentru rz > KO(&). Deci 

~i conform criteriului lui Cauchy seria este convergentii. 

nn 
sin - 

" 4 Exenzplu. Seria C - este simplu convergent3 conform criteriului 
. I  v.3 

I nx 
lui Abel deoasece luind a, = - :i U,  = sin - avem: ~ i r u l  convei- 

Tt 4 
gent la zero si 

sumele partiale 

sin (92 + 1) x nn 
sin - 

. Kn 8 4 

1 TE sin - 
8 

1 sin j 1 
Seria nu este absolut convergent5 deoarece 4 

2 - 
12 2 1% 

Sf'Jii alferz:nte. 0 serie de boma 

cu u, > 0 se numeste serie alternatg. 

Temema 4.2. (Criteriul lui Leibniz). Dac5 in seria alternat3 (1) ~iruli 
( ~ f , ) , , ~  este monoton descradtox ~i are limita zero, seria este conver- 
gentri. 



Demon.stra$e. AplicZm criteri~l lui Abel unde a, = jz6,l si v, = (-1)". - - 
Seria (-1)" are sumele partiale m5rginite iar lim I%,\ = 0. 

1 . ~ 1  s+m 

w m 

Definifia 3.2. Fie: 2 s r i i  de numere: a,, ): h,, a,€ R, b , ~  R 
1 1 

a) Seria (a, + b,) se numeste suma celor 2 serii 
a-1 

b) Seria albl + (albz + bla2) + (alb3 + azb2 + a3bl) + ... se numeste se- 
ria produs a celor 2 serii. 
Are ioc 

m 00 

Teorema 5.2. a) Dacii seriile a, pi b, sint convergente si au sumele 
1 1 

m 

S1 si S2 seria C (a, f b,) este de asem-nea convergent5 ~i are sumas S, + S2. 
1 

b) Dacg cele 2 serii converg ~i cel pufin una dintre ele converge absolat, 
seria produs este convergent5 qi suma ei este S1 - S z .  

Demonstra!ie. a)  Se aplieg definifia convergenfei unei serii. 
n m n n 

b) on =xu,, t ,= b,, c, = xakbn-IC+l ~i S ,  = x ck. 
1 1 1 1 

m 

Presupunem c5 seria b, converge absolut. Fie 
1 

M = sup I a,l, 10% - o,l< lon\ + lomi <2M.  

Pentru E > 0 dat, exist5 I$T, astfel ca pentru n > No,  @ > 1 

Atunci pentru n > ATo, 

lostn- s,l = t(4 -t .-. + a,) b, + (a3 f ... + a,) bnWl -I- ... + a,bzl G 

<la2 + -.- + a,l -16.1 f la3 + ... +-a,l . I LlI I: ... + Ia,llbzl< 

<2M(I b,l + .-- + fb,+,I) + & ( I  bz I +  + l b ~ ~ l )   ME + EK,! 

de unde rezult5 teorema. 
Enunvm f%rZ dernonstratie urm5.toarele 

Teorenza 6.2. (Dirichlet). Dac5 intr-o serie absolut convergent5 se schimbs 
ordinea termenilor seria rezultatii este tot absolut convergents. 



Teofemn 7.2. (Riemann). h t r -o  serie semiccn~-ergentg se poate schimba 
ordinea termenilor astfel incit : 

I )  Seria obf-inut5 sg aiba ca sum5 un num& dat. 
2) Seria obfinutg sS fie divergentg. 

" 1 
Prin del'inifie e = .- - Seria este convergent5 deoarece 

r , = O  n !  

Teorema 8.2. lim 
n+m 

Demonstrn~ie. Fie s, = $ t n=( l+  f)' 

- 
Deci t, < s, si lim t ,  <.e. 

n-t m 

Dac5 7% > m, 

L5sZm pe m fix qi facem r, -+ oo. Obfinem 

astfel : 

s, < linl t,. - 
ni.m 

Cmd m -, oo, e < lim t,. - 
n+ m 

Insumarea seriilor 

Calculul sumei seriilor este o problem2 care conduce la UII rezultat apro- 
ximativ 

I. S5 consideram seria a, + zc, + ... + %, $- ... cu termeni pozitivi 

pentru care presupcnem c2?* < k < 1 pentru % > N. 
u, 



Avem 

deci 

f k s + 1  S - S ,  < ----- 
1 - k  

Am arHtat astfel c?i eroarea cornis% este inferioar5 cantitiifii din dreapta. 

11. Sri consider5m seria alternata convergent2 

Avem 

Deoarece zl, > u,+, obfinem: s < s,,,; s > s ~ @ + ~ .  
Dar 

- 
%,&+I - -5.2, = Z L Z , + ~  ~i SB*+I -- S2,+2 - ZL,a+z 

din care obtinem: 

Q < S - S2a < Z ' Z ~ + I  

0 < - S < @zrsst? 

Deci 

0 < ( s  - s,) (- 

ceea ce aratg cH dacg adungm un numiir finit de termeni intr-o serie alter- 
nat5 convergent5 eroarea pe care o comitem este inhioar5 primului termen 
neglijat. 

Rapiditatea de convergenfii a unei serii 

m m 

Definitia 4.2. Seria C u, este mai rapid convergent2 decit seria C v, 
1 1 

da& lim 2 = 0 unde 
n-tco R, 

r, = + a,+2 + ... $i R, = v,+, 4- us+, f ..- 

~i se numesc resturile seriilor. 
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0 condifie suficient5 ca seria zt, s5 fie lnni repeclt. convergent dccit 
?: 

S, 

seria C ZJ, este ca 
1 

et, fim - = O  
*+a0 vn 

Pentru demonstratie a sc vedea [24] 

Trnizsfovvzarea Euler. Fie 

Ul - 248 f $63 - ... + ( - 1 ) 1 - 1 2 ~ ,  f ... 

o serie convergent5 unde zt, sint strict pozitlv~. 
Seria 

U1 242 - ZCa - 261 Zj , ,  - Zb,-l +----- - ... + (-l)"-l 
2 2 2 2 

+ 
este si ea convergent2 gi are aceea~i sum% cu prima. 

24, f ntr-adev5r observ5m c5: S: - S ,  = (-- 1)'" -- 0 cind n -+ a. 
2 

1 1  
E,t.er?zplzc. Seria In 2 = I - - + - - ... + (-I)"-1 + ... ~ s t e  o serie 

2 3 

slab convergentii. Pentru a calcula suma ei cu 3 zecimale exacte lu5m in 
considerafie 999 de termeni. 

Aplicind transformarea lrai EuIer se obfine o serie mai rapid conver- 
gents. 

I 1  --- +...+ -- 
2 4 

- -  ( l )  + ... 
2 

$ 3. LIMITE DE FUNCTII I N  Rk 

Fie f o aplicafie a rnulfimii &Y c RRL cu valori in Rm ~i a, un punct 
de acumulare a multimii X .  

Dlgfini/ia 1.3. Funcfia f are limita E in punctul a, dac5 pentru orice 
E > 0 exist5 ?(E, a,,) astfel indt : 

/ I  f(x) - E l /  t:z pntru XEX cu I /  x - a011 < 3. 

Notarn lim f(x) = 1 
n+a, 



0 definifie echivalentg a limitei unei funcfii intr-un punct este dat% de: 

Teorema 1.3. Funcfia i are limita 1 in punctul a, dac2 si numai dac5 
pentru orice sir (an)neN, an€  X(a,# a,), an+ao ~ i r u l  (f(a,)),,N are limita 1. 

Demonstra$ie. Presupunem c5 lirn f(x) = 1 conform definifiei. 
x-ta, 

Fie (an)nGN, a, E X un sir oarecare pentru care lim a, = no. 
?a+ 00 

$tim c% pentru E > 0, exist2 ?(E, a,) astfel incit 1 1  f(x) - 111 < E dacZ 
s E X ~i j l  x - a,]\ < ?. Cum lim a, = a, rezult5 existenfa lui N ,  astfeI incit 

n-t m 

1 1  a, - a, ; I  < 77 pentru n > N ,  si, din existenfa limitei l l  f (a,) - 111 < E 

pentru n > N1 ceea ce arat5 c5 lim f(a,) = 1. 
n+ OO 

Reciproc, presupunern c5 pentru orice gir (a,), , cu lim a, = a,," ~ i r u l  
.-,- 

( f ( ~ , ) , , ~  are limita I. Vom proceda prin reducere la absurd: presupunem c5 
lirn f(x) # 1. fn acest caz exist% E > 0 astfel incit pentru orice q > 0, exist5 
a+& 
X E  X pentru care 

1 
Alegind pentru 3 valorile +q, = - Y n= 1, 2, ... g%sim un ~ i r  care verifics 

"iZ 

condifia lirn a, = a, pentru care lim f(a,) # l  ceea ce duce la contradicfie. 
n+w n- tw 

Exempizh. Functia f(x, y) = sin (x -+ y)-l, n- $- y # 0 nu are limit% in 

punctul (0, 0) deoarece pentru sirul a, = convergent la 

(0, O), $rul f(a,) are limita 0, in timp ce pentru sirul b, = 
1 

? 
(2n+ 1) x 

care converge tot catre (U, U), girul t(b,) = sin (Zn + 1) - = 
2 

= (-l)%#O. 

Coslstcinfn'. Dac5 punem a, = (alo, aw, ..., a,,) ~i 1 = (11, Z9, ..., I,), x = 
= (xl, x2, ..., x,), f = (f,, ..., f,) definitia dat5 estc echivalentg cu 

dac5 j j  x - a?// < ?(E) ceea ce arat% c2 o funcfie vectorial2 are limit5 intr-un 
punct dacS $1 numai dac5 fiecare din componentele sale are limit5 in ace1 
pcnct. Acest lucru rezult5 din inegalitatea 



Exemfilu. Studiem limita funcfiei 

in punctul (0, 0). 
Notam x = r cos 0, y = r sin 0 si calcul5m 

2r2 sin 0 cos 0 
lim A \  4 2  sin 0 cos 0 
r +  o r2 

Deoarece valoarea limitei depinde de 8, funcfia f nu are limits in punctul 
(0, 0) .  

$ 4. CONTINUITATEA FUNCTIILOR f N  Rk 

Considergm iuncfia f: X c R" Rm si spafiile Rk  si Ham inzestrate cu 
metricele euclidiene. fn leg5tur2 crr continuitatea funcfiei f dZm 

Defhitia 1.4. Funcfia f este continu2 in punctul a ,€X dac5 pentru 
orice vecingtate V a lui f(a,) exist5 o vecingtate U a lui a, astfel ca f(U) c V. 

In cazul particular in care V este o sfer5 definifia continuitsfii funcfiei 
f in a, capat5 forma 

f este continua in a, E X  dac2 pentru orice E > 0 exist5 q(a, a,) astfel 
incit / I  f(x) - f(ao) j l  < E pentru 1 1  x - a,// < q. 

f este continu5 pe X dac5 este continu5 in fiecare pilnct din X. 
fn legStur8 cu continuitatea funcfiilor are loc 

Teorema 1.4. Funcfia f :  X -+ Rm este continu5 pe X dac5 si numai 
dac2 f-'(0) este mulfime deschis2 in X oricare ar fi 0 mulfime deschisa 
in f(X). 

Demonstratie. Presupunem c5 f este continu5 in X ~i 0 este deschisa 
in f(X). Ar2tSm c5 f-'(0) este mulfime deschis2, deci c2 osice punct p E f-'(0) 
este punct interior. Dac5 p~f- ' (O) ,  f(p) € 0  si cum 0 este d~schis5 exist5 
o sfer5 

B(f(fi); a) = ( Y ;  ~ € 0 ,  ily - f(p)ll < E), B(f(p); E) c 0. 

Deoarece f este continua in 9, exist2 q(a, 9) astfel incit Ilf(p) - yll < E dac5 
119 - X I ]  < q. Am construit astfel o sfer5 B($, q) c f-'(0) ceea ce aratg cg p 
este punct interior pentru mulfimea f-'(0). 

Reciproc: S5presupunem c5 f-'(0) est? deschis5 in X oricare ar fi 0 
deschisa in f(X). Fie x e X  ~i V o veciniitate a lui f(x). Atunci f-l(V) este 
vecinitate a lui x ~i f(f-'(V)) c V ceea ce arat5 c5 f este continu5 in x. 

Dac5 xo este un punct de acumcilare pentru mulfimea X are loc 

Teorema 2.4. Dac2 a0&Y este punct de acumulare pentru mulfimea X, 
f este continu5 in a, dacii si numai dacH lirn $(a,) = f(a,) pentru orice sir 

n+m 

(an)nel, a , €X  cu lim a, = a,. 
n +m 



Demo~zstm{ic. I>resupunem c5 lim f(a,) - f ( 4 )  oricare ar fi lim a ,  = a,. 
72--iCC n-f m 

Demonstr5m c5 f este continu5 in a, prin reducerea la absurd. Facem ipoteza 
c5 f nu este continua in a,. Atunci exist5 V a lui f ( 4 )  c5reia nu-i corespunde 
nici o vecin5tate U a lui xo pentri~ care f(U) c V. 

Pentru fiecare n E N s5 alegem E B a, ; - sfera inchis5 cu centrul :I( 
in no ~i d~ raza - astfel c5 f(r,)$ v. Atunci, am giisit un $ir xn pentru care 

12 ' I  
lirn x, = no dar l& f(xn) # i(n,). AceastZi contradicfie arat5 c5 f este 
n-zm n-fm 
continu5 in a,. 

Reciprec, fie f continu5 in a, ~i un ?ir (a,),,N cu lim a, = a,. Fiz V o 
n+ ao 

vecingtate a lui f(ao). E.xist5 atunci o vecinstate U a lui a, astfel ca f(U) c V. 
Deoarece lim a, = no exist5 E N astfel ca pentru rz > ~z,, a, E U ;i dcci 

I1 ->a 

pentru tz > no, f ( a , ) ~ f ( U ) ,  ceea ce arat5 c5 f este continu5 i.n a,. 

Co~zseci~z~b : Fie f = (f,, f,, . .,, f,,), x G X  c Rk. Functia f : X c R L  Rm 
este continu5 dac5 si nulnai dac5 fiecase din functiile reale f,, f,, ..., f, este 
continua. 

Aceasta rezult5 din iinegalitatea 

Pentru a infelege mai bine continuitatea unei funcfii de variabil5 vectorial5 
vom defini gi nofiunea de cantinuitate partial%. 

Fie f :  X c Rk -, R si sH consideriim mulfimea 

X ;  = (x,l ~ , E R ;  ( a ~ ,  az, -..,a ,-,, ;u,, a,,,, ...,  EX) 
~i funcfia 

fi(xi) = f (a,, a2, . .., a ,-,, xi, a ,,,, ..., a,), n., E Xi. 
Funcfia f i  este o funcfie de o variabilii. 

Defini,tin 2.4. Dac5 fu~c f i a  f, este continu5 fn punctul a, E X, sptnne'm 
c5 f este ccntinua partial in raport cu variabila x,. 

Continuitatea funcfiei f implica continuitatea partial5 fn i-aport cu fie- 
care variabil5. Reciproca nu este adevSrat5. 

Exenzplu. Funcfia 



este continu5 partial fn rapot cu variabila x sa:l cu y in originc. dar nu cste 
continu5 deoarece : 

. T~ cos O sin2 tl - sin 9 
llrn --- - - # O  
~ + o  r2(cos% f3 v2 sin") 1 -+ sin2 0 

cind cos 0 = Y sin 5 adicii atuiici cind punctul (x,'y) tinde la ( 0 , O )  pe para- 
bola ,L = j s 2 .  

fn  tegaturii cu compunerea funcfiilor continue are i ~ c  

Z'eort.mLi 3.4. Fie f :  X c  R" Ye Rm coatinu5 in x , ~  X, g: 1-c Rm-+ 
+ Z c R*, g continu5 in f(x,) E Y. Funcfia g 0 f este continu5 in xo. 

Demonstra~ie. Fie IY o vecingtate a lui go f(?,) = g(f(x,)). Deoarcce g 
este continua exist5 s vecingtate P a lui f(xo) astiel incit g(V) c 15'. Deoa- 
rece f este continu2 in -vo, exists G o vecinatate a lui x, astfel ca f(U) c I'i 
Am grsit astfel o veciniitate C a lui xo pentru care g 0 f(U) c g(f(U)) c 
c g ( V )  c IY. 

E.~e?n@lzt: Funcfia f : R2 --+ R2 pril~ 

iJ ~i g : W" {(O, 0)) ,+ R g(u, v )  = - sint funcfii continue pe nulfimile lor 
2J 

de deiinifie. 
XY definitg p- R' - {(O,  0)) este (-ontinu5 in orice Funcfia g f = --- 

x2 + v2 
punct din mulfirnea cle dkfinifie. 

Propriet2fi ale funt$iilor continue. 

Teoremn 4.4. Fie f o funcfie clefinit5 pe X cu valori in 'L' continua qi 
A c S o multime conexg. fu aceste condifii f(d) este conexri. 

Demomstra~ie. Presupunern c 5  f(A) nu este conexri. Esista atunci multi- 
mile deschise 0' gi O2 astfel hc i t  f ( 9 )  c 0' U O2 ~i O1 n o2 =a. fn acest caz 
A n f-'(O1) ~i A n fP1(O,) sht mullirni deschise nevide pentru care 

De aici ar rezulta c;i A nu este conex5. 

Teo~emn 5.4. Fie A conex5 qi f-o functie continu2 clefinit5 pe A cu 
valori in R. Fie a, b E f (A)  cu a < b. In aceste condifii pentru orice n < c < h 
existti xo€ A cu f(x,) = c. 

Dewzonstra!ie. f(A) este cones5 ~i este o submulfirne a lui R, deci este 
un segment. I 



Aceasz5 proprietate se numeste proprietatea Eui Darbozsx ~i nu o au numai 
funcf iile continue. 

Consecinia'. Fie i: [a, b ] ,  a - b < 0. Luind c = 0 rezult5 c5 o funcfie 
continua se anuleazg cind trece de la valori pozitive la valorinegative si 
invers. 

Teorevnn 6.4. DacS f i  X c R9' este continu5 pe X si X este compact2, 
atunci f (X) este mulfime compacts. 

Demonstra!ie. Fie 0 = U 0, o acoperire deschis5 a lui f(X). Atunci, 
S E I  

U fP1(0,), Oi€ 0 este o acoperire deschisii a lui X $i cum X este compactg, 
r e 1  
exist5 o acoperire finita, f-I (01), f-'(02), ..., f-l(O,) astfel ca : 

Deci 

Consecinia'. Dac5 f: X -+ R, X compact5 ~i f funcfie continua atunci 
f este m5rginit5 si exist5 2 puncte a, b in X astfel ca 

f (a )  = sup {f (x), x E X) 
f(b) = inf (f(x),  EX). 

Dentonstra!ie. f(X) este o mulfime compact5 din R, deci f(X) este inchis% 
si mgrginitg. Fie a = sup f(X), p = inf f (X). Deoarece f(X) este m5rginit5 
avem a, PER.  Din faptul c2 f(X) este inchis5 avem a, P E  f(X) si deci a = 
= f-l({a)), b = f-l(@)). 

Teorema 7.4. Fie f o aplicafie continu5 biunivoc5 a mulfimii X cornpacte 
din Rk cu valori in Y c R". Atunci aplicafia inversa f-I  definit5 pe Y de 
egalitatea : 

f-l(f ( x ) )  = x, x € X 
este continug. 

Demonstra~ie. Este suficient s5 a&t?im c5 f(0) este mulfime deschisa in 
Y pentru orice mulfime deschiss 0 in X. 

S5 fix5m o asemenea mclfime 0, deschiss in X ;  CO este inchis5 si deci 
este compact5. 'C'rmeazB c5 f(C0) este o submdfime compact5 a mulfimii Y. 
Cum f este biunivoc5 ~ u l f i m e a  f(0) este complementara mulfimii f(C0) 
deci f(0) este deschis5. 

Continuitatea uniform5 

Defini,iia 3.4. Fie f o aplicafie a mulfimii X c Rk fn mulfimea Y c Rm. 
Spunem c5 f este uniform continua pe X dacs pentru orice c > 0 exista 
-c(c) > 0 astfel ca 

11 f (xt)  - f(x1/)/1 < E 

pentru orice x', x" E X pentru care I /  x' - x" 1 1  < - q ( ~ ) .  



Continuitatea uniform5 spre deosebire Je continaitatea punctual2 este 
lo proprietate a funcfiilor pe o mulfime. i n  continuitatea punctuala q depinde 
.de E dar si de punct. 
Are loc 

Teorema 8.4. (Heine). 0 funcfie continu.2 f definit5 pe o mulfime com- 
pact5 X c Rk cu valori in Rm este uniform continu5 pe X.  

i 

Dernonstva!ie. Presupunem c5 funcfia f nu este uniform continu5 pe -X. 
Exist2 E > 0 ~i x f ,  x" E X astfel incit pentru orice q pentru care I j  .vf - x" 1 1  < 
< q s?i aib5 loc l l f (x l )  - f(xU)Ij > E. 

S5 d5m lui -q valorile succesive: 
1 1  I 1 

q = 1, - , - , . . ., -- , . . . Pcntru q = - exist5 deci punctele xh si x: astiel 
2 3 W ?% 

Deoarece X este o mulfime compact5 se poate extrage din ~ i r u l  x; un subgir 
, # xnx, xn2, . . ., xl,, . . . convergent c5tre xo E X. 

1 
Cum / /  - I/ < - avem: 

Wk 

ceea ce arata c5 subsirul ( x ; ~ ) ~ , ~  este convergent c2tre x,EX.  
Funcfia f este defisita gi continua pentru x = xo deci fiind E > 0 dat 

putem determina q, > 0 astfel in&: 

cind 1 1  x - ~ ~ 1 1  < qo. Daarece xkk converge la x5 qi ~2, converge la x5 avem: 

de unde 

ceea ce contrazice ipoteza. R$zult5 f uniform contiaug. 

Exel@le. 1 )  Funcfia f definit5 prin 

nu este uniform continu5 deoarece pentru x; = e-", x; = el-" , avem pentru 
orice q ; 

11 :,vn - xqhl = z?(e - I )  < 7 ,  

pentru orice q daca alegem n convenabil qi in acelasi timp jf(xA) - f(x:) / = 1 .  



Aceasta arat2 cB f nu cste uniform coririlaoZ in (0, 1). 
" - y 

2) Fie f(x, y )  = ( --- '), ( x ,  ~ ) E ( I .  2 ) ~ ( 1 ,  2 ) .  
x + y  y 

Pentru a ar5ta c5 aceast5 funcfie e uniform continu5 scriem: 

l I f ( x f ,  y ' )  - f(n-", y")j/ = ; -- -___ x " - y f 1 2  + - - - = 
x W + y  ") (;: ;:y 

< 2 J3 J(xT' - $- (y" - Y ' ) ~  < E. 
& 

De aici rezult5 .\i (h-" - .x'j2 + (y" - J , ' ) ~  <-. 
2 45' 

E 
deci r ( ~ )  = - - 

2,1-. 

ceea ce aratg c5 f este uniform continuri pe (1.2) x (1, 2) c R'. 

Fie f o functie real2 f :  [a,  bj --+ R. Diferenfa /f(b) - f(n)l dri o irna- 
gine a modului in care sc modific5 valorile Buncfiei pe [a, b]. Vom incerca s;?, 
imbun5t5fim aceastri evalaare. 

Fie A = (n = x, < x, < ... < xi < x,,, < ... < x, = b) o diriziune a 
i.ltervalu!ui [a, b] ~i 

S ~ m 5 r u l  IT1 ze nume~te  variafia functiei f relativ5 la diviziunea A. 
Ce se intirnpl5 cind se trece de l a o  divizirune A la alta diviziuni: A', 

mai fin2? In acest sens enuntam 

Teoremn 1.5. Daca A' este mai fin5 decit A atnnci VA < VA,. 

Denzonsf~nlie. Fie un interval oarecare [n-,, x,+J din diviziunea A.  S5  
prcsupunem c5 divizimea A' confine in intervalul, [x,, xz+J un punct de 
diviziune xi. 



Contribufia lui [xi, xi+,] in V A  cste  if(^^+^) - f(.vi)l' iar contribufia lui 
[xi, x,+,] fn T ~ A *  este 

Cum relafia intre ele este: 

Deci prin trecerea de la o diviziune la alt5 diviziune mai fin5 variafia lui f 
creste sau st5 pe loc. 

fn leg5tu1-5 cu aceasta d%m 

Definiiia 1.5. 0 funcfie real% f ,  definitii pe intervalill compact [a, b] 
este cu oariafie milrginit5 pe ;a, b] dacZ exista M real astfel incit pentru 
orice diviziune h a lui jn, b], VA < <If. 

Marginea superioara a lnulfimii {I.-&) se iiume~te variafia total5 a fnncfiei 
h 

2 clase de funcfii cu variafie mZrginit5 sint indicate de 

Teore~na 2.5. 0 funcfie f monoton5 si continu5 pe [a, b] este cu \ariafie 
rn5rginitZ pe [a, b]. 

Dewtogzstra!ie. Fie f cre:c%toare pe [a,  b] ~i A = (a = xo < x, < ... 
... < xi < xi+, < ... x, = 6). Deoarece f estecrcsciitoare rezultii f(x,) <f(x,+,). 
Dcci 

Aceasta arat5 c% pentru orice 4. VA < M ;  deci f este ;u variafie mir- 
ginit5. 

Teorema 3.5. 0 funcfie f lipschitzians pe [a, b] (adic5 o funcfie pentru 
care (V) x', x" E [a, b], If(%') - f(x")l < hjx' - x"I ) este cu variatie m5rginit5 
pe [a, bl. 

Demonstra!ie. Fie h = (a = x0 < xl < ... < xi < ?c,+, < ... < x, = b).  
Bin ipotezii exist% k astfel ca: 

1 f(xi-l) - f(xi) I < k I xi+l- xi 1 
pentru i = 0,  1, ..., .rz - 1 ; deci 

n- l  n - l  

VA = 2' If(xi+l) - f(x0 I < k (%$+I - ~ 4 )  = k ( b  - a )  
1.=0 a =  0 

t i  f este cu variafie mgrginitii pe [a, b]. 



Funcfiile cu variafie m2rginit5 au urmgtoarele 2 proprietafi 

Proprietatea I. Dac5 f ~i g sint cu variafie msrginita pe [a, b] ,  iar a 
s ~ i  p sint numere reale atunci funcfia uf + pg este cu variafie msrginit5 pe 
[a, bl. 

Demonstraiie. Putem scrie : 

Pro$rietatea 2. DacH : este cu variafie marginit5 pe [a, b] iar [c, d] c 
.c [a, b] atunci f este cu variatie m2rginita pe [c, dl. 

Demonstraiie. Fie A' = (c = x, < xz < ... < xi < xi+,< ... < x,-, = d)  
to diviziune a intervalului [c, dl si fie 

A = ( a = x o < x l = c < x 2 c  ... <x,<x i , ,<  ... <x,- ,=d<x,=b)  
.o diviziune a lui [a, bj. 
.Se poate scrie: 

~i cum f este cu variafie rngrginita pe [a, b] rezult2 c2 existB M numsr real 
.astfel incit VA < M ; deci VE < M. 

Conseci~z,in'. DacZ f este cu variatie nGrirginit5 pe [a, b] atunci funcfia 

e V ( x )  = v f,  
a 

a t e  crescatoare pe [a, bj. 
Are loc 

4.5. Teorema de structz~a' a lz~i Jordan. Fiind data o funcfie real2 f cu 
variafie m5rginit2 pe [a, b] exist2 2 funcfii cp ~i + crescatoare pe [a, b] astfel 
2ncit f = y - $. 

x 

Demonstraiie. Punein q(x )  = V f ;  cp este crescatoare pe [a, b]. Vom arata 
a 

c2i funcfia # = cp - f este de asemenea crescatoare pe [a, b]. Putem scrie: 



Dar 

deci 
x+h  

+(x + h) -+(x)= V f - (i(x + h) - f(x))>O 
X 

Consecin,te. 1) Dac5 f si g sint cu variafie m5rginite pe [a, b] atunci 
cp = f . g este cu variafie marginits pe [a, b].  Aceasta se vede dac2 scriern 
f = LI - v si g = u* - v* unde u, 1-, u*, v* sint funclii monotone pe [a, b]. 
Avem fg = uu* + vv* - (uv* + vu*). 

2) 0 funcfie cu variafie marginits pe [a, b] este m5rginit5 pe [a, b]. 
Aceasta rezult5 din faptul c5 o funcfie cu variafie mgrginit5 se scrie ca dife- 
renfa a 2 funcfii monotone pe [a, b] ;i o funcfie nlonoton5 pe un compact 
este marginits. 

0, x = o  
Exeqnpde. 1) funcfia f(x) = nu este cu variafie m5rgi- 

In x, x~ (0, 1) 
nit5 deoarcce nu este m5rirginit5. 

2) ftincfia f(x) = arctg (1 - x3j, X E  [-I, l j  este cu variafie m5rginit& 
deoarece 

este msrginit5 deci lipschitziang. 

3 6. INTERPOLAREA FUNCTIILOR 

Problema aproxim5rii unei functii apare in aproape toate cercet5rile. 
tehnice. Tehnicile de aproxinare sint dintre cele mai diverse; un loc deosebit 
il ocup5 ins5 tehnica interplgrii funcfiilor. i n  ce const5 aceast2 problem5 a 
interpolsrii ? 

SB presupunem cB se cunosc valorile unei funcfii necunoscute fn diverse 
puncte xl, xz, ..., x,. Se cer valorile funcfiei in alte puncte x, diferite d e  
cele 13. S5 presupunem c5 funcfia de aproximafie va ii de forma: 

si c% parametrii a,, az, ..., a, vor fi determinafi din condifiile: 

I g(x1; al, a2, ..., an) = yl 

g(x, : 4 ,  a27 -. - 9  a,) = y, 

Aceasta este o problem2 de i.nter$olare. Funcfia g poate fi de diferite forme. 
0 bung aproximare este datg de fibncli~ polilzonz: Vom prezenta in continuare 



Formula de interpolare a lui Lagrange 

SZ presuptlnem c5 se cunosc valorili, yo, 5'1, ..., .yn ale ~lnci functii i defi- 
nit5 pe [a, h! c R in punctele ,r,, x,, ..., x , ~  [a, 31. 

Se cere s2 sc constrriiasc5 polinomul L,(x) dc, grad egal sau inferior Zrli 
,,1z1', polinom care sii in in punctele x,, ..., x, va!orllt yl, yZ, ,.., y, adicil: 

Vom rezolva problema parfial5: construim un polinom j s ( x )  astfel cn 

Polinomul c5utat se anuleazg ?n punctele x,, x,, ..., xi-l, xitl, ..., xn; deci 
este de forma: 

pi(%) = ci(x - x0) ( X  --- xl) . . . ( X  - xi-1) ( x  - xiAl) . . . ( x  - x,), i = 0, 1, ..., I$  

unde C, sint constante. 
Luind x = x, +i finind seama c2i $,(xi j = 1 obf inem 

cle unde: 

Cu aceste valori ale constantelor obfinem 

CZutilm polinornul de interpolare de forma: 

L,(x) construit astfel verificg condifiile : 

- gradul lui Ln(n-) este mai mic sau egal cu 92. 



Daci finem ceama de expresia polinoamclor p,(x) obtinen: 

" 
( X  - xu)(.% - xl)  .. . ( X  - X i  - ... ( x  - x,) 

L ( x )  = C Yi --. 
%=u (xi - x0)(xi - x ~ )  .,.. ( x i  - ~ ~ - ~ ) ( x $  - xiil) ... ( x t  - xn) 

Polinomul astfel construit se riumeste polinomul lui Lapange de interpolare. 
Demonstrim unicitatea polinomului lui Lagrange prin inetoda reducerii la 
absurd: 
Fie L:(x) un polinom L,(x) de grad egal sau inferior cu n ~i astfel ca 

L;b(rci) = JCi ,  i = 0, 1, ..., m. 

f n aceastit situafie polinomr~l 

en(.) = Lfl(.) - L:,(x) 

de grad egd (sau inferior) cu ,,n" se anuleazg in ,,n + 1 " 1:uncte x,, x,, ..., .Y, 

deci 
Q,(x) - 0, 

de unde rezultii L:,(x) = L,,(x). 

Evaluarea erorii introdus5 de polinomul lui Lagrange 

Atunci 

Gu aceste notatii polinomul lui Lagrange se scrie 

Pentru a evalua eroarea dat5 de 

R,(x) = f(x) - Lfl(x) 

s5 presupunem c i  exists f(n)  ( x )  si c s  ea este continu4 ci'nd x E [a, b]. 

K fiind ales din conclitia ~ ( x )  = 0. 
Avem 



Fentru un asemenea K ,  funcfla cp(x) se anuleaz5 in punctele xo, x,, ..., x,. 
Aplicind teorema lui Roile functiei cp pe fiecare din aceste intervale obfinem 
'c5 cp' se anuleazg in cel pufin n puncte. Contirluind rafionamentul de a ori 
ajungem la concluzia c5 qdn)(x) se anuleazg cel pufin intr-un punct E E  [a, pj, 
unde a = min (xo, x,, ..., x,, X )  ~i p = max (xO, ..., xn, x) .  Deoarece 

c+")(x) = i"")(x) - K Y ~  ! 

condifia ~ ( " ' ( 6 )  = 0 atrage dup5 sine 

f (" ' (9  K = .  
n !  

Relafia cp(x) = 0 se scrie 

Exem$lzt. S5 se determine eroarea care se comite cind se calculeaz5 
.cu ajutorul polinomului lui Lagrange alegind ca pnncte de interpolare punc- 
tele: x, = 64 = 4" xz = 58,921 = 4,13; x3 = 74,088 = 4,23 x4 = 79,507 = 
= 4,33 

4 

f ( 4 ) ( E )  n ( x  - 
Se  tie c5 f ( x )  - L4(3il = 

1 
9 XI < 6 < x4. 

4! 

Obfinem : 

Astfel, valoarea numerics a lui vfi calculat5 cu polinomul de interpolare a 
lui Lagrange este: 

Ln(67) = P1(67) Y I  + $2!67) Yz f $3(67) ~3 + $4(67) ' y 4  = 

= 49,167) + 4,lpz(67) -k 4,29,(67) + 4,3$4(67). 

PolinomuI lui Newton de interpolare 

Vom prezenta in continuare o alts form5 a polinomului lui Lagrange. 
Pentru .aceasta vom introduce nofiunile de diferenfri finits ~i putere gene- 
ralizatg. 

54 



Defini,tia 7.6. Fie y = f(x) gi 4x  = h. Expresia 

se numeste prima diferenta a funcfiei f .  
La fel se definesc diferenfele de ordin superior prin relafia: 

Astfel 

Azy = 4[f(x + Ax) - f(x)] = f(x + 24x) - 2f(x + Ax) + f(x). 

Proprietiifi ale operatorului 4 care asociazii funcfiei y = f(x), funcfia y = 
= f(x + Ax) - f(x) 

Definifia 2.6. Se numeste putere genaalizatg ,,nM a lui x, produsill d e  
n factori 

x[*a: = x(x- h)(x-2h) ... (x-  (n-  1)h) 

Punem xrOl = 1. 

Diferenfele puterii generalizate sint 

QXInl = (x + k)[*I - xlnl = 

de unde 4xrnl = .~,hx[~-l]. 

Diferenfa de ordinul doi este 

4 2 x [ n l  = nhAxIn-ll~- n(n - 1) h2XIn-21 - .- 
gi, in general 

AkxInl = n(n - 1) ... (n - k + 1) hk~[n-kl 

unde k =  1 ,2  ,..., %. 

~ r e s u ~ i n e m  sistemul de valori ale funcfiei dat de: 

CiiutZm polinornul de interpolare de forma: 

P,(x) = a , +  a3(x- x,) +a,(%-- xnj(x- x,-,) + ... 



sau, 

Pn(x) = a. C al(x - x,) [I] + a2(% - s,)[~I + ... + O,(X - x,~'"]. 

Calcul5m coeficientii a,, a,, . .., a, astfel ca P,(.x,) = y,, i = 0, 1 ,  . .., 12. 

Pentru aceasta este suficient 7i necesar ca: 

( x )  = A ,  i = 0, 1, ..., 7:. 
Avem : 

Pp(xn)  = ya = '0 

AP,(x,_,) = A Y , _ ~  = nl!z. 

Deci a, = A3f,-I/P. 
Fentru a 2-a diferentg a lui P,(x), 

Putlind x = ,~,-o, 

 AT^(^,-^) = s " ~ - ~  = a22 ! 1~" 

dcci, 

fn  ceneral se aratz prin recmentg c5 

fnlocuind in expresia Iui P,(x) acesti coeiicienfi obtinem: 

Polinornu1 P,(x) se numeste polino~nld l24i Sewton 
Pentru cafculul diferenfelor avem relatiile: 

Ayi = Yi+l - >Ii .  i = 0 ,  1, ..., n ;  

A2yi = Ayi+l - Ays, i = 0 ,  1, ..., n - 21 
. . . . . . . . . . . f 
Atyi = Ak-lY6 - Ak-lyc-l, i =  0 ,  1, ..., $ 2 - K .  



I .  Lcwcn 111- Stol:. Dacj ( x ~ ) , ~ E N  este un Sir de numere oarecare, dac2 
(?s,,),,,~ cstc un yir de numere pozitive strict cresciitor ~i divergent si dac5 

X  
atunci lim 2 = 1 

11-30 3'n 

1 1 ~ ~ 1 .  se aplic5 definifia lilnitei unui ~ i r  
2. S5 se calculeze 

(In 2)2 + (111 3)2 -i_ ... + (In fa)"  
lim - - -- , o r > @  
*a+ m ?la 

Ind: se aplicg ex. 1 

3. Dac5 (a,), ,, este un :ir cle niimere pozitive yi dac5 iim = i  at~rnri 
I + C O  '4 

lirn r< = 1. S5 se calculeze fclosind acest rezultat, 
I, + CO 

1 
lim - - V?Z(I~ f 1) (11 + 2 )  . . . ( 2 ~ )  
?r+m 11 

I d .  Se aplicii ex. 1 pentru sirul (In a,) 

4. S5 se aratc c2 iirul de termen general a, = 4 - a,-l cu a, = 1 este 
3 - a,-l 

monoton ~i miirginit. S5 i se determine limita. K :  I = 2 
5. S2 se studieze natura seriilor: 

m 

6. Criteritrl logaritmic. Dac5 C 24, este o serie cu telmeni positivi pentru 
1 

care 
1 

In - 
'4 lirn - - - I 

In 7z 

atunci, seria este convergent5 pentru 1 > 1 yi divergent5 pentru I < I. 



Ind. Se apljc5 definifia limitei unui ~ i r  si criteriul comparafiei 
m 

7. Natura s e r i e i z  In n . In 
2 

Ind. se aplic5 ex. 6. 

8. SB se studieze ccnvergenfa simp15 Ti absolutg ~ e n t r u  seria 

R : Absolut convergent2 pentru o: < 0 $i simplu convergent8 
pentru u < 1.  

9. S5 se studieze coniinuitatea funcfiilor 

i " , (x. y) # (0,  0 )  

f ( % ,  y) = x2 4- y2 

18. SZ se studieze continuitatea uniform5 a funcfiilor 

1 
f(X) = x2 COS - 9 X E (0,  CO) 

X 

11. S5 se stabileasca care din urmatoarele funcfii este cu variatie mar- 
ginit5. 

I 
f(x' = 1 sin x s i n ,  x. 0, - 

X ( i] 
f ( x )  = z + I x ' ,  x.[-1.11 

2 +  1x1 



CAPITOLUL I11 

GALCUL DIFERENTIAL %N Rk 

9 1. DERIVATE PENTRU FUNCTII DEFINITE f N R. 
FORMULA LUI TAYLOR 

Fie f:  X c R -+ R si x O ~ j ; l ,  f continua in x,. 

Defitti$ia 7.7. Funcfia f este derivabil2 in punctul X,E 2 dac5 

lim f(x) f(xO) exist2 ~i este finit5 
n+*, X - x 0  

df(x ) Yotgm limita cu ff(xo) sau 2 
dx 

f :  X c Pi -t R este derivabiig in 2 daca este derivabilg in orice 
punct din 2. 

S2 presupunem c5 f este derivabilg in 2 si fie f' derivata sa. Pentru f' 
se poate pune de asemenea problema derivarii ei. 

Defini!ia 2.1. Daca funcfia f '  exist2 intr-o vecingtate V(xo) a punctului 
xn si dacg - ,  

ff(x) - ffjxo) 
lim 

exist& atunci aceasta limit5 se numeste derivata de ordinul doi a functiei f 
d3f (xo) in punctul x,. O notan1 cu f "(x,) sau - . 
dx2 

Prin recurenfa obfinem definifia derivatei de un ordin oarecare ,,+I" 
a unei funcfii. 

Definiiia 3.7. Dac2 funcfia f este derivabila de ,,yz - 1'. ori pe o veci- 
ngtate 7T(xJ) a punctului xo si dacg fen-') este derivabil2 in punctul xc, atunci 

f (n-lt(X) - f'"-1) ( X o )  
lim = f g ,  

.% -+no x - xo 
X € J7(xo) 

dZf  Derivata de ordin ,,%" a funcfiei f se noteazs f(") sau - 
dx" 



Exevzplc. 1 )  Funcfia f(x) = sin x ,  X E  R adlnite derivate de orice ordin si 

2) Dacg zt : S c 52 -+ R ~i "J : X c R - R sint funcfii derivabile de ,,n " 
oii pe X atunci 

j l :  . v) (a l  = tCP)8 + C;ZL(*-l)jrl + . . . + C;Zl(*-h-)vrk) + . . . + 21(74)21. 

Aceasti% formu12 rezulB prin recuren$%: avem 

(2.4. "J)' = zt'u + 2bC".  

Presupunern c% 

jltV)ta-l) = t4(n-1)v + C;-lZL(n-2)vf + ... + C;-l~'(n-'.-i)i'L) + 
+ ... C;r:u . v("-I) 

qi derivam aceastj relafie : 

Po,li~wvz.;ltuE ltti Taylor .  Fie f : jn, b] c W -+ R, f derivabilz de ,,gz + I " 
ori in punctul x, E (a, b). Asociem funcfiei f polinomul : 

numit poZinonaul Ezli Taylor  corespunz&tor f unctiei f . 
SB vedem in ce sens aproximeazg polinomul Taylor funcfia i. 
S5 notgm R,(x) = f(x) - T,(x), restul polinomului Taylor. Obfinem, 

sau 

Aceasta se nurnegte formula lui Tajdor. 
Ne rgmine sH evalugm restul R,&(x) 

OEservBm c5 lim T,fx) = lim f ( x )  = f(x,) si deci lim Rn(x)  = 0. 
X -*Xs x+xp I -.no 



Yom ar51a c2 dac5 i are dcrivatj (it, ordinnl ,,HI' 

h', (h.1 iim = 
L --yo ( X  -- x,,) * 

Demonstrsm prin inductie : 
x - XQ 

f ( x )  - f f x,) - f' (-'Gu) 
. iil[.) t 

- lim -- Pentru 12 = 1 ,  obfinem 111-11 - 
%+,% .Y - Xo %+%* X -- ,Y$ 

1 ~ ( x )  - f (xo) 
- lim --------- - - ff(x0) = 0 

X "  X-x, ,  
Presupunem cj. 

R*-IW iim - -  - = O  
x-z,  ( X  - ~ ~ ) ~ - l  

Rn(x)  = Iin1 Rn(x) - Rn(xo) 
liin -- 
z+xo ( X  - ~ 0 ) ~  c-r, g(x) - g(xo) 

unde am notat g(x )  = ( x  - xO)% ~i am observat c5 RR(xO) = 0 ~i ~ ( x O )  = 0.  
Apfici~ld teorema lui Cauchy acestui raport exist5 5, cu 16- x, / < I  x - x, / 

astfel ca, 

lim 1<'(t) R,(x) = lirn " - 

X ( - x )  .+%, g'(E) 

X - X  ( x  - x)*-I 
f'(<) - f f ( X 0 )  - O P"'xo) - ... - 

I I (n - I)!  
= lim -- - - 

X 3 x 0  ?%(; " - ~ , , ) ~ - l  

= lim %-I([) 

x+x, .ib(< - ~ , , ) ~ - l  

An1 notat i2g-1([) exprecia de la nilmSr3tor care observjm c% repre- 
zintil restul dc ordinul ,,n - 1" in formula lui Taylor scrisii pentru func- 
fia f' in punctul 6. Cind x -+ ? ~ g ,  -+ x,, ~ i ,  in baza ipotezei de inductie 

R:-, (El lim == 0.  
"'Ls I : ( ;  - ~ ) ~ - 1  

Tinincl seama de acest rezultat putem enunta 

Trovema I. I .  Dac5 f este de ,,n" ori derivabilii in punctul xo. [a, b], 
exist5 o funcfie 9 definita in [a,  31 astfel ca 

lim ~ ( s )  = q(x0) = 0 
X - - f l a  

~i deci pentru orice x~ X 



DemonstraJie. Observiim c5 

si deci, cp(x) = n ! Rn(x) Din cele argtate mai sus rezult5 lim rp(x) = 0. 
(x-x")" X+X" 

Vom stabili alte formevale restului in formula lui Taylor. 
Presupanem c5 f este derivabilg de ,,IZ + 1 " ori pe (a,  b). Fie xo si x doug 

puncte arbitrare fixate din [a,  b] si p un numgr natural carecare. 
Luiim restul R,(x) de forma: 

~i atunci formula lui Taylor devine: 

Definim pe [a, b] o funcfie derivabilg astfel: 

Observgm c5 cp(x) = cp(xo) = f ( x )  ~ i ,  cum cp este derivabilii pe jx, tj c [a, b] 
exist8, conform teoremei lui Rolle, cel pufin un punct c pentru care cpl(c) = 0. 
Dar, 

~ ' ( 4  = - l)" f("l)(t) - p(%-t)P-l K.  
n ! 

Facem t = 0 si obfinem: 

fnlocuind aceastg valoare in R,(x), 

( x  - x0) ( X  - c), 
Luind p = 1 se obfine R,(x) = f("+l)(c) numit restul in 

n!  
forma lui Cav,chy. 

Pentru p = n + 1 obfinem 

restul in forma lui Lngrange. 



fn particular, dac5. 0 E (a, P), formula lui Taylor cu restul lui Lagrange 
se scrie: 

unde 0 < O < x (0  depinde de x si de n) 

Exemplu. S5 se calculeze 4250 cu dou5 zecimale exacte. S5. se stabi- 
leasc5. eroarea. 

Considergm funcfia f(x) = Jx, x > 0 si x, = 225 

211.;1 / 1 (2% - I ) ! !  -- ( 2  I ) ! !  1 1 R,(x) I =, -------- 1 2-1 
c I <  -Fi<E~7 

deoarece 225 < c < 250. Obtinem n = 2. Din formula lui Taylor, 

x - 225 
f'(225) + x - 225 J X - J z Z S +  -- f" (225) si pentru x = 250 

I !  2! 

Aplicafii ale formulei lui Taylor 

1. Csnvexitatea ~i concavitatea unei curbe 

Fie f: [a, b] ,I R. Semnul primei derivate ne indic5 dac5 iuncfia i este 
cresciitoare sau descresciitoare. 

Funcfia f poate creste ins5 in moduri diferite. 
Astfel: funcfia este crescatoare pe intervalul [a, b] dar graficul ei riimine 

sub tangenta 12 curb5 dusii in fiecare punct a1 ei sau funcfia este descresc5.- 
toare pe [a, b] si grafic~l se p5.streaz5 deasupra tangentei la curb5. fn primul 
caz spunem c5 f este concavii pe [a, b] si in a1 2-lea caz f este convexii. 

Defigzijia 7.1. Un punct in care tangenta traverseazg graficul se numeste 
punct de inflexiune. 

Derivatele de ordin superior ne dau indicatii asupra acestei comportiiri 
a funcliei. 

Presufiem f derivabilj de n f 1 ori in (a,  b), xoe (a, b) si y = f(xo) + + (x - xo) f1(x0) tangenta la grafic in punctul xo. 



Diferen ta 

E - f (xo + h )  - f(xo) - Izi'(x0), x  = xo + h 

ne indicg pozitia tangentei fa@ de grafic (fig. 7 a, fig. 7 b )  
Formula lui Taylor conduce la dezvoltarea : 

~i cu aceasta E devine 

Dac5 frnj(xot-,) > 0, n = 2112, E > 0 deci, in vecinatatea punctului x, curba 
este concav5. 

Dac5 f("){x,) < 0, = 2m, E < 0 curba este convexrl. Pentru ?t = 

=21n + 1, dac5 f(")(xo) > 0 atunci E > 0 pentru > 0 ~i E < 0 pentru h < 0. 
9 

Dacrl ifn)(,r,) < 0, n = 2m f 1 atunci E < 0 pentru It > 0 si E > 0 
pentru It < 0. 

Punctul xo este in acest caz un punct de inflexiune. D5rn urmrltoarea 

Definiiia 5.1. Funcfia f :  [a, b] 4 R este convex5 in [a, b] dacH pentru 
orice dou5 puncte x', X" E (a,  b),  x" > x' ~i orice t E [0, 11, 

f ( tx l  + ( 1  - t )  x") < t f ( x l )  + ( 1  - t )  f (x")  

proprietate cafe ilustreazg geometric pozitia tangentei sub grafic. 



2. condifiile suficiente de extrem 

Se $tie c5 punctele de extrem se @sex printre solutiile primei derivate. 
Care din aceste solutii conduc la puncte de extrem si ce fel de extreme sint 
acestea obfinem folosind Formula lui Taylor. 

S5 presupunem c5 fl(xo) = fW(xo) = ... = fen-l)(x0) = 0 ~i ftn)(xo) # O .  
Din formula lui Taylor, 

I}  ciac5 n = 2nz si f(")(x,,) > 0 punctul xo este punct de minim. 
2) dac5 sz = Zm, fcn)(x0) < 0 ,  punctul xo este un punct de maxim. 
3) dac5 n = 2m + 1, f(2m+1j(xo) $0, punctul xo este un punct de infle- 

xime. 

Exc~rz$le. S2 se determine extremele funcfiei 

Dm fl(.r) = 0 rezultii x1 = 0 (r5d. multipl5) x, = - 92. 

Pentru a vedea dac5 aceste puncte sint puncte de extrem calculiim 

Deci pentru n par punctul x2 = - n este punct de maxim, pentru ra impar 
xe = - 75 este pucct de minim. 

Deoarece xl = 0 este rZd5cin5 multipl5 de ord. ,,a - 1 " pentru f'(x) = 0, 
vom avea fV(Oj = ... = f("-l)(O) = 0 
Calculiim 

?i fcn'(0) = PZ! > 0 ceea ce arat-5 c5 x = 0 este un punct de minim pentru 
+z par. 

$ 2. CALCULUL DIFERENTIAL AL - FUNCTIILOR 
VECTORIALE DE URIABILA VECTORIALA 

e 

S5 ne reamintim c5 f: A c R --t R este diferenfiabils in punctul a g A  
dac2 exist5 un  11um5r finit n ~ t a t  f ' (n) pentru care: 

lim 
%+a X-a 

/ 
5 - Analiz.5 matematic5 - Cd. 918 



sau incH 
f(xf - f(a) - ft(a) (X - aj 

lim = O  
z+a x - a  

Observ%m c% ff(a) ( x  - a) este o funcfie liniar5 de x 
Vorn considera pentru inceput f :  X c Rn -+ R 
Diim urmgtoarea : 

0 

Definitia 7.2. Funcfia f este diferenfiabilg in punctul a, a €  X c R" 
dacH exist% o funcfie liniarg L: Rn -+ R astfel incit 

1 f(a + 12) - f(n) - L(h) j lim = 0. 
Ilhllb0 II 41 

Am notat h = (It,, . . ., 16,) E Rn astfel incit (a + 12) = (al + Ill, az + h2, . .. 
0 ..., a,+ hn)eX. 

Deoarece L este liniarg rezultg'L(h) = Dlhl + ... + D,linl L(It) se numeste 
diferenfiala functiei f in punctul a. Folosind o notafie matricialj putem scrie 

[ 1 = ff(a) .h L(h) = (Dl, ..., Dn) 

12, 
unde cu ?(a) am notat rnatricea (Dl, ..., D,). 

Not5.m ft(a) . h = df (a) $i o numim diferenfiala funcfiei f in punctul a'. 
Avem 

df(a) = fl(a). IJ = Dlhl + .... + D,hn. 

Defini!ia 2.2. 0 funcfie este diferenfiabilg intr-o mulfime deschisii dacii 
este diferenfiabilii in orice punct din mulfime. 

Observa!ie: S-ar psrea cii definifia 1 deflinde de alegerea bazei in Rn. 
Se $tie hsH c% o funcfie liniarg rgmine liniar5 in raport cu orice baz5. 

ArSt%m in continuare c% funcfia liniarj L care apare in clefinifia 1 este 
unic5. 

Are loc 

Tmema 7.2. Dacg funcfia f: X c Rn -+ R este diferenfiabilg in punc- 
tul a e X  atunci exist% o singurs funcfie liniar5 L astfel incit 

f(a + h)  - f(a) = Dlh, + ... f D,Rn + w(1z) 

I w(h) I cu lim - = 0. 
IPII+O 11 h ll 

Demonstra$e. Vom presupune existenfa a inc5 unei funcfii liniare ' 
L* = D:hl + D,*k2 + ... + Dik,  care verificii de asemenea condifia din 
definifia derivabilitgf ii : 

(2) f(a + h) - f(a) = D;hl + .., + D;h, + w*(h) 

I a*@) I cu lim - = 0 
I I ~ I I + O  11 hll 



Punind d(lz) = f(n + h j  - f(a) obfinem 

I 6 15% (D: - Di) 
l i=l  / Chill, - d(h)  + d(h) - 2;lz1Di I 

lim 
i l  I 1  

= lim - 
I 1  18 ll < 

llhli -0  l!k11+0 

i .>*(It) 1 
= lim I @ ( " \  - 0  + lim - - 

IihII-tO hll !IhiI+O I I ~ z I I  

I C ]%(Dl - Di) 

C D;hi = C Dikp sau L* = L 
1 1 

1 

S5 vedem care este semnificafia constantelor D;, i = 1, 2, ..., n. 
Fie l z  = (0, 0, .... 0, lz,, 0 ... 0)  E X  c RgE ~i f o functie diferenfiabilg fn 

punctul a €  X. Pentru un asemenea vector It, putem scrie cii 

l i=l  / Chill, - d(h)  + d(h) - 2;lz1Di I 
lim = lim - 

I 1  18 ll < 
l!k11+0 

(4) f(al, a,, ..., a, + hi, a,,, ... a,) - f(rr,, ..., a,,) = D,k, + ~ ( h , )  

unde i i l 8 l l  = i l t t /  si lim 1 4%) 1 =, 
IhiI-tO I h ( (  

(1) mai poate fi scris sub forma: 

f(a,, a,, ..., a ,-,, a, + hi, at,,. .... a,) - f(a1, as )  = D, lim 
kr+O hi 

~i astfel D, este derivata functiei de variabilg xi, f(al, ..., a,-l, zi, a,+l, ... a,), 
in punctul a,. a 

Numim D,, dcrivata $ariiaZn' a fz~ncfiei f in rayort cu variabila xi. Vom 
afb)  folosi pentru Di urmZtoarele notafii D,, fz,(a), - 
C X I  

Observn,tie: 0 funcfie diferenfiabilg adrnite derivate parfiale, in timp ce 
nu orice functie care admite derivate parfiale este diferenfiabilz. 

Ex~ntplc: Fie f(x, I )  = 
(x, y)#(O, 0 )  

(x,?') = (0,O). 



Argt5.m cj. f admite derivate parfiale in pl~nctul (0, 0) dar nu este dife- 
rentiabilg in acest punct . 

aqo, o) f ( ~ ,  0)  - f(o, 01 
= fL(0, 0) = lim = O  

ax %-to X 

aqo, o) 
= fi(0, 0) = Iim f(0, y )  - f (O,  0) 

= 64. 
a~ r+o Y 

Putem scrie 

Iblh', 
f (hl, h,) - f (0, 0) = w (h)  de unde rezult5 w (h) = 

4iz: f 2i; 

. / 1 1  h/i cos 0 1 1  hjl sin 0 / I h ~ h 2  
= hm - = Isin 860s 0 / # 0 ,  

IIhiI+o 11 h[j lIhit+o It: + kg iIhIl+o 

ceea ce arat5 cj. f nu este diferenfiabilg in (0,O). 
fn cazul in care funcfia f este diferentiabil5 in mulfimea deschisg X din 

Rn, ea defineste un cz"mf, de  vectori in X astfel: 
Asociem fiecgrui punct ,,a" din X vectorul (fi,(a), f;,(a), ..., l';.,(a)j pe 

care-1 not5m cu grad f si-1 numim gradientul funcfiei I' (sau cirnpului scalar f ) .  

Exempl,~: Gradientul funcfiei scalare : 

xi + y j  f zFz . 
U(X, y,  Z) = Jx" yv? + z2 este grad u = -- 

4x2 f J2 -/- z2 

fn  cazul particular 

f(x,, xz, ..., x,) = x,, 1 <i<%, 

f(x + I z )  - fjx) = X, f h, - x, = 1zi 

~i deci cu notafia introdusH, It, = dx,, 1 < i < :z. 
Rezultg cH diferenfiala unei funcfii diferenfiabiie se va scrie: 

~i ea aproximeazg diferenfa f (X + h) - f (x) cind x E 2 si x + il E 

Exemplz~: Inlocuind cre~terea funcfiei cu diferenfiala ei s5 se aprosi- 
meze Jl,0Z3 -+ 1,973. 



-- 
/.v3 + y"criem Per;tru funcfa f(x, y )  = v v 

unde x = 1 ; y --; 2;  hl = 0,02; k2 = - 0,03 1 

Proprief Zfi ale funcfiilsr diferenti&ile 

I. Dac5 f(x) = const. atunci df(x) = 0 ceea ce rezultg din egalitatea 

f(x + lz) -f(xj = 0 

2. Dac5 f(n-) este o funclie liniarz f :  X c R" -+ R adic5 f(x) = Alxl + 
+ A2x2 + ... + -4,x, atunci 

De aici rezult5 

fl(x) = (Al, Az, ..., A,) si o(lz} = 0. 

3. Dacri f : X c Rn -+ R ; g : X c Rn -+ R sint diferenfiabile in punctul 
X f a l ,  a,, ..., a,) atunci d(f + g) = df + dg. 

Aceasta rezultg din sirul de egalitgti: 
n 1 ~ ( h )  I = 0 f (a $- 18)  - f (a) = D,hi + w(k) ; lirn - 
1 I I J L I I + O  11 hll 

n I a*@)  1 - 0 g(a + h)  - g(a) = C Df Is, + a*(F,) ; lirn ------ - 
1 I I ~ I I - 0  11 klj 

si 
t$ 

(f + g) (a + A) - (f -t g )  (a) = (D, + oa) h, - (w(h)  + w*(k)), 
1 

I a(;$) + a*(h) I 
unde : 0 < lim l a @ )  I I ~ * ( h ) l  o,,.. < lim ------ + lim - = 

IIhIi+o IIhII I I ~ I I + O  lIhll I llhjl 



4. Dacii f: X c Rn + R este diferenfiabilg in x = a atunci f este con- 
tinug In ,,a". AceastH rezult5 din relafia 

in care facem lll~/[ --+ 0 si finem seama c5 

1 hi 1 < \[?z[l pentru i = 1, 2, ..., ?L. 

Derivata unei functii vectoriale 

Consideriim o funcfie f:  c Rn -+ Rm, X mulfime deschisii. 
Alegind cite o baz5 in fiecare din spafiile Rn ~i Rm putem scrie 

f = (fl(X1, x2, ..., x,), f2  (XI, ..., x,), ...,  XI, ..- x,)) : 

(xl, x2, ..., x,) EX c Rn. 

In leggtur5 cu derivabilitatea funcfiilor vectoriale d5m urmiitoarea: 

Defi$zi!ia 3.2. Funcfia f: X c Rn 2 Rm este diferenfiabilg in punctul 
a dac5 exist5 o transformare liniar5 h: Rn -+ Rm astfel fncit pentru 
a +  EX, 

Transformarea liniar5 h se numeste diferenfiala (diferenfiala Fr6ehet 
sau derivata tare) a funcfiei f In punctul a. 

LegZtura fntre diferenfiabilitatea unei funcfii vectoriale ~i diferenfi- 
abilitatea funcfiilor componente este datH de: 

Teorenza 2.2. Funcfia f: X c Rn + Rm, f = ( fl, ..., fm) este diferenfiabil5 
Bn punctul a~ 2 dacii si numai dacH fiecare din componentele ei este dife- 
renf iabilg si : 

Denzonstratie 
Putem scrie: 

( 5 )  m <x 1 fi(a + k )  -fi(a) - dh(n) I pentru i = 1, ..., n;  
1 



Din membrii doi si trei ai inegalitgfii ( 5 )  rezultli c5 dacg componentele 
f, ale funcfiei f sint diferenfiabile atunci 

Avem 

C I a,@) I 
llf(a + 15) - f(a) - A(h) I1 1 

<- I1 hll 
+ O  cind [lliil-+O 

I l  h l l  
ceea ce arat5 c5 f este diferenfiabilg in punctul a. 

Din membrul I si 11 a1 inegalitgfii 5 rezultli cgdacg f este diferentiabils 
atunci f, este diferenfiabilg pentru orice i. 

Observgm c5 transformarea liniar5 A(lz) care apare in definitia 3.2 este 
definit5 de matricea 

pe care o nuinim mati-icea Jacobi a aplicatiei f (n.) in punctul n. 
Determinantul asociat matricei in cazul In = n se numeste determinantul 

jacobian a1 aplicafiei f(x) sau determinantul functional si se noteazg 

Exemple: Fie F(x, y, z,) = Fl(x, y, z )  el + F2(x, y, z) e2 4- F~(x ,  y, z)  e~ 
unde el = (1,0,O) ; ez = (0, 1,0) ; e3 = (0,0, 1) 

Numim diaergegz!a fu+zc!iei F, funcfia scalar5 

Numim rotorzd fisnc!iei (cimpului) 3 funcfia rectorial5 (cirnpul ve~torial)~ 



Derivate de funcfii compuse 

Teorema: 3.2. Dacg funcfia f este derivabik in x = a E X  si funcfia ,o 
este derivabilg in y = b = f(a) E Y atunci funcfia compusri h = go f :  X c 
c Rn + Z c RP este derivabilg in x = a si #(a) = gf(f(n)) f'ja). 

nnde -+ 0 cind llx - a / \  -+ 0 ~i 
I l  x - all 

'ioz(yl b ) l '  + 0 clnd lly - b l  -+ 0 
IIY - bll 

Eliminind y = f(x) Si b = f (a) intre cele dou5 relafii avem: 

g(f(x)) - g(f(a)) = g'(f(a)) I f b )  - f(a)) + wz( f (49  f(a)) 

sau 

h(x) -h(a) = gr(f(a)) [f'(a) (x - a) + q ( x ,  a)] + oz(f(x), fin)) = 

= gf(f(a)) fr(a) (x - a) + gl(f(a)) wl(x, a) + w,(f(x), f(@)) 

lim lIg'(f(a)) ol(x* a) + U2(f(x)J f(a))ll < 
Ilx-al!+o 1 1 %  - aII 

11 g'(f(a)) ol(xJ a) 11 f 11 wz(f(x), f(@)) 1: < lim - < 
11%-ail+" Ilx - all 

< lim Mll wl(x9 a) I I  + I 1  w2(f(x)7 f(4) l l  = o 
11%-all+Q 1 1 %  - all 

Existents lui M este asiguratg de faptul cB gf(f(a)) este liniarg. 
Matricele Jacobi asociate derivatelor h' (a), g' (f (a)), f '  (a) sint : 

ah, ah, ah1 - - . . a -  
ax, ax, ax, 

ahz a?~,  ahz - ...-  
ht (a )=! !  ax, a ~ ,  ax, /I . 

ih* 



Lf I af, 1 1  -. . .-- 
ax, 

1 1  
ax, 1 

li 

Sf, af, 

Din egalitatea hf(n) = g l ( f ( n ) ) .  f'(a) rezultg regula dupii care se calcu- 
leazg derivatele parfiale ale funcfiei compusc. 

Exemplzl I .  Fie h(x) = g(u(x), v(x)), xe  X c R .  fn  acest caz h(x) = 
= g.f(x) unde f(x) = (u(s), v(x)). Xot2m yl = u(x), yz = v(x). 

BJatricele Jacobi asociate sint : 

Din inmulfirea acestora rezult5 

Exenzpl.ul 2. Fie h(x, y) = g(f,(x, y), f,(x, y)) unde h, fl, f, sint funcfii 
.derivabile in X c R2 iar g este derivabilg in R2. 

Xotgrn f,(x, y) = ul, f2(x, y) = uz. 
fn acest caz h = g of  unde f = (fl, f2). 



Matricele Jacobi asociate acestor functii sfnt : 

zf, i f ,  
--z 
ifz ifi 1 - - 
ix 231 

Din lnmulfirea lor rezultg 

El1 ag Zfl  2g Efz --.- -- +,-- 
2~ c h i  a~ GUz 2% 

ag zfl ag 2f2 - -_-.- +7-. 
sy au, ay cu2 zy 

Exenzpltd 2. S5 se calculeze div F(x, y, z) dac5 

- aF1 aF2 aF3 - 
Stim cti div F(x, y, z) = - + - 4- r F = [Fls F2, F3) 

ax ZY 02 

;F* a df i r  4-f 
- = - (y(f (Y)) = f (r) + y - . - = f(r) + ..- 
2y ay dr i y  r dr. 

~ F s  - a 
-A- 

df il. z2 df 
(2 f(r)) = f(r) + Z - - = f(Y) + - 1- 

2z 22 dr iz v dr 

x" y2 + z2 df .- = 
d f 

div F = 3f (r) + 3f (r} -+ j: - * 
r dr dr 

Derivate parfiale de ordin superior 

Fie f : X c Rn 4 R. Presupunem cj. f admite deri~ate partiale de 
ordinul I Pn raport cu toate argumentele in X ,  

af(xl, ..., x,) Sj. notam f,(xl, ..., x,) = 
ax, 



Definiiia 4.2. Dac5 funcfia fi(xl, ..., x,) adrnite derivate partiale fn raport 
cu x,, 1 s j < n intr-un punct a = (a,, ..., a,) E X  c Rn spunem c5 f admite 
derivatg partial5 de ordinul2 in raport cu x, ~i xj  si notam 

,, Z2f(a) fl(al,  ..., x,, ..., an) - fl(al ... an) - lim f q n l  = - 
3 ~ ~ 2 ~ ~  x,-faj X j  - Bj  

fn mod asem5ngtor se definesc derivate parfiale de ordin mai mare 
decf t 2. 

fn leg5tur5 cu egalitatea derivatelor f:,%, si fzlZb are loc urmgtorul criteriu: 

Teoyema 4.2. (A. Schwarz). Dacg L f :  X c Rn 4 R are derivate parfiale 
0 

mixte de ordinul 2 intr-o veciniitate V a punctului x = (xl ..., x J 6 X  ~i 
dacii f&,, este continu5 atunci 

Demonstraiie: Pentru usurinfa scrierii vom considera o functie de 2 
variabile f ( x ,  y )  $i expresia 

Fie p(x) = f ( x ,  y + k )  - f (x ,  y )  unde presupunem y constant. 
Obfinern E = p(x + h) - p(x). 
Funcfia p(x) este continu$ ~i derivabilg, deci: 

pf(x)  = C(x,  y f k )  - fL(% Y ) .  

Dac5 aplicilm teorema cre~terilor finite lui E putem scrie: 

E = h  ~pi(E); x < E < x $ h 

sau inc5 

E  = h(fi(6, y + k )  - fi(k y)) = W Y ( E I  ?), 

E E : ( ~ ,  x+lz ) ,  u i ~ ( y , y  + k ) .  

Revenind la funcfia 9, 

deci, 

E 
lim - = lirn '(' + h, - ' ( % )  = f;(x + 6, y )  - f;(x1 y) 
R+O k k+O k 

~ i ,  tinind seama de continuitatea lui f:,, obfinem: 

E - - E 
- kf&(c, ?) Si lirn - = hfL(6, y) .  

k k+O k 



Cmd lz -, 0 obf inem : 

fn mod asemiln5tor se definesc si derivatele parfiale de mdin rnai mare 
decft 2. 

p + n f  
Exemplul I. SCi se determine derivata pentru punctia f ( x ,  y)  = 

a xrnayn 
, . e2X+3Y t (x> y)GR2. 

Derivfnd fn raport cu y de n ori obiinem 

anf - = x .3n. e2Zf3Y. 

ayn 

Pentru a deriva aceast5 funcfie de m ori fn raport cu x a p l i c h  1-egula 
lui Leibniz si avem: 

am+nf 
- - 3"[Zrn . e2Z+w. x + C&. Zrn-1. e22+3#] = 3". Zm-1 e22+33(2x + m). 

a xrnayn 

2. Fie f(x) = F(u(x), v(x)). S5 se calculeze f0(x). 

Z2F 
8. Fie f(x, y) = F(u(x, y), v(x, y)). S5 se calculeze-- - 

axay 'k 



Diferentele de ordin superior 

-. Definijia 5.2. Fie f(x, y) : X c R2 -+ R derivabilg partial de 2 ori pe X 
cu toate derivatele parfiale de ordinul 2 continue. 

Diferenfiala de ordinul 2 se defineste astfel: 

Obs~rvajie d'" = d(df) dac2 finem seama c3 d(dx) = d(dy) = 0. 
DacZ introducem operatorul de diferenfiere 

diferenfiala df se poate scrie: 

i. 
~i in general: dnf = - dx + - dy f. (1 'Y  )i') 

fn mod asemgnator dacg cons~dergm f (xl, . . ., x,) : X c Rn + R. si pre- 
suDcnem c2 f are in X toate derivatele partiale de ordinul ,,n" continue defi- 
ni* Giferenfiala de ordinul p ca fiind: 

' 

Eriewzple. 1 )  S 3  se calculeze diferenfiala de ordinul ,,nu pentru funcfia 
f(x, y) = sin (ax + by), (x, y) E R2. 

n 

= C Ciakbn-' sin 
k=0  

2) S5 se calculeze d2f dac5 

f(x) = F(u(x), v(x)). x e X c R  

Obf inem : 

Vom spune c5 diferenfiala de ordinul 2 a funcfiei f astfel definitii nu este 
invariant2 la compunerea funcfiilor.. 



Derivata dupii o directie 

Fie I' o curb5 intr-un domeniu S c R3. 

Presupunem cg x'(t) este continu5 pentru a < t < P. 
Vectorul x f ( t )  este tangent la curba I' in punctul x(t).  
S5 considergm o funcfie y = y (x ) ,  3' : X -+ Y c R  derivabilg intr-o 

nultime ce confine punctele curbei I'. 
Fie q(t) = y(x( t ) ) ,  t E [a, p] -t lJ 
Derivata acestei funcfii este 

ql(t) = y l ( x ) .  ~ ' ( t ) ,  i E [a, $1 
~i se numeste derivata fztnciiei y (x )  Bn direcfia curbei I' (sau a vectorului T 
tangent la curba I?). 

Cind r este un segment se poate scrie 

x = c +  te, O < t < l ,  x ,=c ,+te ,  i =  1,2,3 

Sii reluiim definifia data mai sus pentru cazul particular a1 unei functii 
z = f('xl, xz, x3). 

x1 - a 
Vom numi derivata fulicfiei f dupH direcfia unei drepte T: - - 

a 

- X Z - b  X Q - c  - - - ca fiind 
B Y 

lirn 
f (M) - f (ALfo) - df -- :l/I(xl, x2, x3), Mo(a, 6, c). 

M+Mo I ALfMO] 
M E T  

d T  

Din ecuafia dreptei T rezultg reprezentarea sa parametric5 xl = n -+ up, 
xz = b + pp, X Q  = C +  yp. 

CalculZim aceasta limit5. 

lim f ( M )  - f @ l o )  
= lim f (x l ,  n.2, x3) - f(a, b, c) - - 

M+M, I A1hlo I ~ 3 0  J ( ~ ~ - - a ) ~ - t  ( x z -  b)2+ ( x ~ - . c ) ~  
MET 

f(a + pa, b + pp, c + PY)  - f(a? b, c) - = lim -- 
P+ 0 P 



Exem9lu: Sg se calculeze derivata funcfiei f(x, y, z )  = x2 + y" z2 dupg 
direcfia D(l, 1, 1) in punctul A(l, 1, 1). 

In baza celor argtate 

Formula lui Taylor pentru funcfii de mai multe variabile 

Fie f(xl, ..., x,) : X c R" -, R, f derivabilg de ,,lz + 1" ori in raport 
cu toate argumentele cu derivatele mixte in X si a = (al, ..., an) un punct 
interior lui X. 

Considergm funcf ia 

F(t) = f(a1 + (xl - 61) t ,  + (xz - az) t ,  ..., a, + (xn - a,) t )  

cu t~ [0, 11, F(0) = f(al, a,, ..., a,), F(l)  = f(x1, ..., x,). 
Aplicgm funcfiei F(t) formula lui Mac-Laurin. 
Avem : 

Dar : F(l) = f(xl, ..., x,), F(0) = f(al, az, ..., a,) 

Dar: dx, = (x, - a*) dt si pentru t = 0. 

Cu aceasta formula lui Taylor pentru funcfia f(xl, x2, ..., xS)9B;se~scrie 

f(xl, x2, ..., ,Y,) = f(al, a,, ..., a,) + 



Se poate ar5ta c5 

Observ~j!ie. Dac5 in formula lui Taylor facem nz = 0 obfinem: 

f(x1, XZ, ..., x,) - f(ai, nz,  ..., a,) = (XI  - al) fk, ((51, F z ,  ..., (5,) $ 

+ (xz - an) f;,(L 52, ..., En) + + (x, - a,) fi,(E~, E p ,  - - a ,  (5n)T 

E l €  (al, XI), E n €  (an, xn), 

care este fornzula crepterilor finite pentru o funcfie de mai multe rariabile. 

Extreme pentru func* F : X c Rn -+ R. 

Defilziiia 6.2. Punctul a t - k  este punct de minim local (maxim local) 
pentru funcfia f dac5 f(x) > f(a) (f(x) < f(a)) fntr-o veciniitate a pur~ctului a. 

Un punct de maxim sau minim local ,,x" se numeste punct de 
extrem local. 

Acesta este punct de extrem local in raport cu toate directiile care trec 
prin el. Dac5 funcfia f este derivabilg rezult5 c5 derivata ei fn raport cu toate 
directiile este nu15 ~i deci alegind direcfiile : el = (1,0,0, . .., O ) ,  ez = 
= (0, 1, 0, ..., 0) ..., en = (0,0, ..., 0, 1) obfinem: 

a f Definiiia 7.2. Punctele care anuleaz5 sistem~~l - i f  
E 0, . . ., ---- = 0,Pse 

ax, ax- 
numesc puncte stafionare ale funcfiei f. 

Care dintre aceste puncte stafionare sPnt puncte de extrem ,si ce fel 
de puncte? 

Pentru a r5spunde la aceastz problem5 folosim formula Taylor. 
Fie (a,, a,, ..., a,) un punct stafionar a1 funcfiei f(x,, XZ, ..., x,,). Fiind 

-.c 
01 

punct stafionar -= 0, i = 1, 2, ..., n. 
CXt 

Formala lui Taylor d5: 

f ,  . x )  - ( a ,  . a )  = (xi - a,) (xj - aj) + I?,(%). 
Semnul diferenfei f(xl, ..., x,) - f(al, ..., a,) este dat de forma p5traticii 

s2f (a) 
d2@(a) = 2 - . ,. dx,, ... dxj unde am notat x, - a, = d,~,  

z, j=I ox6Cxj 



Dac5 forma piktraticg d2@(a) estepozitivii atunci f(xl ,..., x,) - i(n,, ... 
. .., a,) 2 0 fntr-o vecingtate a punctului a = (a,, ..., a,) $i punctul a este 
pnnct de minim. 

Fig. 8 Fig. 9 

Dac5 forma pgtraticg d2@(a) este negativg atunci f(xl, ..., x,) - f(a,, ... 
..., a,) G O  intr-o vecingtate a punctului a ~i punctul a esteLpunct de maxim. 
Cele 2 situzfii se prezintg 411 fig. 8 si fig. 9 pentru n, = 2. 

47 
Fig. 10 

Se poate intimpla ca forma pZtratic2 d2@(a) sg fie pozitivg pentru anumite 
valori a lui x si negativii pentru altele. Spunem atunci c5 punctul ,,a" nu este 
punct de extrem este punct ;a (fig. 10). 

Dacri d2@ = 0 se apeleazri la termeni de ordin superior in formula lui 
Taylor. 
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Pentru a stabili 
aplic5m tcorerna lui 
presupunem cunoscu 

in ce caz dW este pozitiv definit8 sau negativ clefinit8 
Sylvester referitor la forma p8tratic5 (rezultat pe care-1 
t din algebra) si anume dac5 determinanfii: 

ax: axlax,  
, . . . .  

; CX; a2f(a) a"f(a) 

ax20x, ax: 1 

sint tofi pozitivi atunci d2@ > 0, iar dac5 6, < 0, > 0, ... a,(-1)" > O 
a tunci d2@ < 0. 

Dac5 determinanfii 6, sint nenuli dar semnele lor variazg dup% o alt% 
regul5 atunci punctul a este de tip $a. - 

Dac5 cel pufin unul din determinanfii 6, se anuleazii se apeleaz5 la derivate 
de ordin superior din formula Taylor. 

3% = 

Exemnplu: Condifia suficientg de extrem pentru o funcfie y = f(xl, x2) 
este f$(a) . f$(a) - f,": , (a )  > 0. 

Pentru f+(a) z 0 punctul ,,a1' este punct de m h m .  
Pentru f$(a) < 0 punctul ,,au este punct de maxim. 
fntr-adeviir dac5 ,,a" este un punct stafionar atunci 

a 2f (a) . . .  Zzf(a) 1 
ax; ax, ax, 

azi(g) -- . . . -- 
ax,, ax, 

3i aplic5m rezultatul enunfat ~i rezultatul din formula lui Sylvester. 
Cunoscind modul in care se determin8 extremele unei functii de mai 

multe variabile putem rezolva urmatoarea problem5 de ajastare h datelor. 
Sii presupunem c5 in studiul unui fenomen se fac m8suriitori asupra 

a clou5 caracteristici (presiune, temperatur8) pentru care nu se cunoaste 
dependenfa teoretica intre ele. 

Asezgm aceste date in tabelul: 

Ne intereseazii s5 stabilim forma dependenfei 

P = f(t) 



Dup% ce se asaz5 punctele de coordonate (t,, p,), i = 1, ..., n intr-un 
sistem ortogonal de axe se face o apreciere asupra formei funcfiei f (liniarg, 
exponenfialii, logaritmicii, polinom). 

S3 presupunem cii repartifia punctelor se realizeazii aproximativ dup5 
parabola 

ai c5rei coeficienti a, b, c sint nedeterminafi. 
Vom determina acesti coeficienti astfel incit 

s% fie minim%. 
fn acest caz funcfia a1 c5rui minim trebuie sg-1 determingm este 

a, b, c se determing din sisteinul 

Aceastg metodg de ajustare se numeste nzetoda celor nzai mici pitrate 
denurnire justificatii de forma lui E ( E  = eroare). 

fn aplicafii se intilnesc in mod curent situafii in care variabila u f u ~ c f i e  
de argumentele x, y, ... . este datg de ecuafia funcfionalg. 

fn acest caz spunem c% u este o funcfie definit5 implicit de ecuafia (9). 

Exemplul 7. Ecuafia y2 = x2 defineste funcfiile 

pe R, pentru orice cc qi p reali (Fig. 11). 



Oricare din aceste funcfii reprezintg o solutie a ecuafiei funcfionale 
y 2  = x2. 

\ Exemplul 2. Ecuafia x: f x,2 + ... + x: = z2 define~te in Rn funcfiile : 

4x2 + xi + ... + x:, ( x ~ ,  . . ., x,) E D 
z(x1, ..., x,) = 

- Jx: + x,2 + ... f x:, (xl ,  ..., x,) E ?Rn - D 

oricare ar fi compactul D in Rn. 

Fig. 11 

Oricare din aceste funcfii reprezinta o solufie a ecuafiei funcfionale. 
Problema care se pune este in ce condifii o asemenea ecuafie functional5 
defineste o singurg functie continua gi derivabilg. 

fn leggturg cu aceasta are loc. 

Teovema 1.3. Fie functia F : X c R"+l -+ 33, (u ,  x ) ~  X ,  x = (XI, ..., x,). 
1 )  diferenfiabilg intr-o vecingtate V a punctului M,-,(u,, xo), 

aF 
2) cu derivata - continug in M,, ~i 

azt 

3) cu F(zto, x0) = 0 
Atunci pentru orice c > 0 exist5 o vecingtate V' a punctului MA (x,) xo= 
= (xlo: ..., x,,,) in care si?i fie definits o singura funcfie u = ~ ( x , ,  ..., x,) care 
indepl~neste condifia I w - 1 I E ~i este solutie a ecuafiei 

F(u, x)  = 0 

Funcfia u = pjxl, ..., x,) astfel determinatg este continu5 gi diferenfiabi- 
15 in V'. 

Demonstratie. Vom demonstra teorema in cazul x = (x l ,  x2). Ecuafia 
F(u, X I ,  x2) = 0 define~te in spafiul R3 o suprafafg S si deoarece F(zc,, zlo, xzo)= 
= 0 punctul Mo este situat pe suprafata S.  



i F  
Deoarece - / f 0 vom presupune c5 - > 0. AceastH vecins- 

c'u I M ,  aF a~ I Me 
tate o alegem drept o sferg L? cu raza suficient de mic5 cu centrul in Mo. 
Fix2m mai departe numgrul pozitiv E suficient de mic ca fiecare din punctele 
M,(ao - &, xlo, x ~ ~ )  ~i M2(aO + e, xlo, xm) s5 fie situate in sfera Q. 

Funcfia F(u, XI,, xzo) 
ca funcfie numai de vari- 
abila zl pe segmentul u, - 
- E < zfi < uo + E (pe figurg 
segmentul M1M2) este ofunc- 
rie crescgtoare (deoarece 
i?F -I este pozitiv5). 
5% I ( ~ , ~ I ( I . x Z O )  

Dar F(uG, XIO, XZO) = 0, 
deci F(Ml) < O si F(M2) > 
> 0. 

DacH avem in vedere 
funcfiile F(uo --E, XI, x2) ~i 
F(u0 3- E, xl, x2) ca funcfii ------- 
de (xl, xz) studiate in planele 
U = U o -  E, u = u 0 +  E 

observgm ci5 exist5 2 veci- Fig. 12 

nHt5fi Vi si VL respectiv ale punctelor MI $i M2 Pn care F are acelasi semn 
ca in punctele MI ~i M2 (ne bazgm pe faptul cH o functie continus pozitivg 
intr-un punct pgstreaz5 semnul intr-o veciniitate a punctului). Sg alegem 
vecinHt5file Vl si V; ca fiind 2 pHtrate cu centrele in punctele , i l  respectiv 
AT2 ~i cu latura 26 situate in sfera C2 ; putem scrie 

F(UO - E, XI, XZ) < 0 
F(u0 + E, XI, ~ 2 )  > 0 

pentru I xl - xlo I < 8, I X, - x, 1 < 6 .  Pentru fiecare 6 astfel ales o r i e  
punct a spafiului (u, xl, xz) a c&or coordoante verific5 inegalitgtile: 

l~ l -x lo l  < 8, lxz-x201 < 8, l ~ - ~ o l  < &  

va fi situat in sfera 0. 
aF , f n acest paralelipiped cu centrul in MG derivata - > 0, F(uO-E, XI, x2) < 0 
ae~  

si F(% + E, XI, x2) > 0. 
Fie M1(xl, x2) un punct din mulfimea [ xl - xlo 1 < 8, I x2 - xu, ( < 8 

~i Mi si M; puncte de intersecfie ale dreptei ce trece prin M parale15 cu axa Ou 
cu bazele paralelipipedului. 

cum I > 0 pentru uo - E E u < uo + E atunci F(u, xl, x2) cregte 
82.4 ,,,, ,* 2%) 

pe acest segment gi din condifia F(Mi) < 0, F(Mi) > U rezultg c5 In seg- 
mentul uo - & E u < uo + E se ggse~te un singur .u astfel ca F(u, xl, x2) = 0. 

Notgm cu u = 9(x1, x2) regula care asociazii fiecgrui punct M'(xl, x2) 
din I XI - xlo 1 < 8, ( x2 - xm 1 < 6 un singur num& u din intervalul [;uo - 
-'E < u < uo f E pentru care F(u, xl, xz) = 0. 



Sg ar5tgm c5 funcfia u = cp(xl, xZ) este continu5 in orice punct &f ' (x l ,  n-,) 
a vecingtgfii [ xl - xlo 1 < 6,  1 xz - xm I < 6. Cum orice punct M'  (xl ,  x2) 
din vecin5tatea I xl - xlo I c 6, 1 x, - xzO / < 6 indepline~te aceleasi cond~fii 
ca punctul Mh(xlO, xzo) este suficient s5 argt5m continuitatea funcfiei u = 
= y(x, y )  in !7.d~(xlo, xzo). Dacg alegem c ca fiind cel de la punctul 1 atunci 
existenfa lui 6 este garantat5 de inegalitgfile : 

(cu uo = u(xlo, xZO)) ~i astfel continuitatea este stabilit5. 
Diferenfiabilitatea funcfiei u = cp(x, y )  in orice punct M'(xl, xz) a veci- 

n5t5tii I xl - %lo / < 8, I xz - xz0 I < 8 .  Este suficient s5 studiem diferen- 
tiabilitatea in punctul ML(xlo, xm)_ 

Pentru a face aceasta sg calculam cresterea total2 a funcfiei zt in punctul 
M;(xl0, xm) corespunziitoare cre~terilor Axl, Axz ale argumentelor. 

Deoarece: F(uo, xl0,xm) = 0,  F(uo + Azt, x,, + Ax,, xZ0 + AxZ) = 0 creq- 
terea funcfiei F in punctul Mo(uo, xlo, xzo) este zero. Putem scrie: 

ceea ce demonstreaz5 diferenfiabilitatea funcfiei w = cp(xl, x2) .  
Cu aceasta teorema este complet demonstratg. 
Demonstrafia se face in acela~i mod pentru orice n. fn ipoteza c5 deri- 

vatele partiale de ordin superior ale lui F sint continue rezultii cg funcfia 
ZL = cp(x, y )  are derivate parfiale de ordin superior. 

Observa!ia I. Punctele in care se anuleazg toate derivatele parfiale de 
ordinul I ale funcfiei F se numesc puncte singulare. Astfel dac5 F = x2 +yz-.zz, 
3F 2F aF 

-- = 2 x ;  - = 2y;  - = - 22 punctul (0, 0, 0)  este punct singular. 
ax a 11 ax  
fntr-un asemenea punct nu se poate aplica teorema de existent5 a funcfiilor 
implicite. 

Funcfii implicite definite de un sistem de ecuatii functionale. 

Consider5m sistemul de ecuatii funcfionale 



sint definite implicit de sistemul (10). 

Eie deterniinantul 

pe care il numim determinantul lui Iacobi sau iacobian. 
Are loc 

Temema 2.3. Fie funcfiile Fi(u, x ) ,  u = (ul ,  zh2, ..., fb,)  x = (x l ,  23, ... 
..., x,) : i = 1 ,  2, ..., m diferenfiabile intr-o veciniitate a punctului M,(u,, ?s,)' 

unde 26, = (~4~,,  ..., zt,,,), x, = (xlo, ..., xnO) cu derivatele parfiale de ordinul I, 
i F$ - (i = 1 ,  ..., m ; j = 1, ..., m continu5 in M,). 
i u, 

Dacii Fi(po, xo) = 0 ,  i = 1, 2, ..., m si 

pentru EZ, . . ., &,~uficient de mici existz o vecingtate a punctului Mh(xlo, ... 
. .., x,,) ~i m funcfi~: u,, 2h2, ..., urn definite in aceast5 veciniitate care verificii 
conditiile: I u1 - ulo I < el, / 2d2 - urn 1 < s2, ..., I urn - umO 1 < E, ~i sPnt 
solufii ale sistemului de ecuafii funcfionale. 

Aceastg solufie este continu5 si diferenf iabilii in aceasta veciniitate a 
punctului MA. 

Nu vom da deinonstrafia acestei teoreme care se bazeaza pe cea dinainte- 

Exemple. 1) Sistemul de ecuafii funcfionale 

{ 
x2 + xz + xyz = 1 

x2 + y2 + z2 = 2 

define~te z = z(x)  ~i y = y ( x )  dacii 

2) fn ce puncte din spafiu ecuafia ( x2  + y2 + z2)2 = a2xz define~te- 
a~ z = 2(x ,  y )  ? In aceste puncte s5 se calculeze --- - 
ax 



Vom nota Ffx, y, z) =](x2 + y 2  + 2')' - ax2 2.  Condifiile din teorema 
aF de existent5 aplicate functiei F conduc la = 42  (x2  + y 2  + a2) - ax2 # 0 .  
oz 

Deci, explicitatea are loc peste tot in R 2  rnai pufin punctele pentru care 

f nlocuind aceste conditii in ecuatia initial5 obfinem z = 
2 

pentru care 

condifia Fi # 0 se reduce la 

fn punctele din R2 in care este indeplinitg aceastz conditie, z = z ( x ,  y )  
~i are loc identitatea: 

(x" y2 + z2(x ,  y))" ax2z(x,  y ) .  

Derivind partial in r a p r t  cu x ~i y obtinem: 

iz 
4(x2  + yS + z2) = 2axz + ax- 

0 x 

de unde: 

Fie sistemul de functii 

.u = f(x1, X2.  ..., x,), f = ( f l ,  f 2 ,  ..-, f m )  

u = (ul, zc2, ..., u,), f, : D c R n  +]R, D mulfimea deschis5. 

Defiutijia 7.4. zl, = f ,(xl ,  ..., x,) depinde de celelalte funcfii in D dac5 
pentru toate punctele (x, ,  ..., x,) ale domeniului D. 

Dac5 nu exist5 o functie @ cu aceastj proprietate spunem c5 ul, 212, ..., 26, 
sint independente in D .  

Astfel funcfiile: 
U l  =-x: + x; + x; 

sint dependente functional in',R3. Leggtura intre ele este dat5 de: 
u; = 9.41 + 2u,. 



Tiorenlct 7.J. Fie .i?~ funcfii de n variabile n>m. 

2L1 = q1(5,, ..., X,, ..., x,) 

$I.,, = qm(-~l ,  ...I XnL> xnl+l. .... xn) 

qi : D  c R'" R, definitt. ~i cliferenfiabile in ~ c i n i i t a t e a  punctului 
Mo(\.lol L203 .... X , ~ O )  

Data 
?., --., (3,J I 

# 0 
 XI, N2, .... Xn , )  lxo 

atunci Eilllctiilc q2, .... yn sint independente intr-o vecinatate a punc- 
tului 11,. 

DL nzoftsii.a/ir. Demonstrrirn prin reducere la absurd. Presupunem c5 
ul, :'12, ..., u,, sint dependcnre intr-o veciniltate V a punctului ,%Io adicii una 
din zii.ste $:~nctii 

.... .... ZCy = @ (111, 112, LLfG-l, ZLk+l, zc,) (111 

pentru orice ( A , ,  .... xn) t- V .  
Derivind partial obtinem : 

L - 2 ;:I, i@ izc , - ,  -- + ----.--- ... + 
Ex, i z b I  ix, ? ~ b ~ - ~  ax, 

(12) ..... i ,, , @ i 1 5 ,  i =  1,2 $ -----. -- -- ---.- . . . . .  
..... + is, ;urn 2xt k = 1 , 2  wz 

.... relafie adev5rat5 pentru orice ( x , ,  x,~) E V .  
Xceasta arat5 c5 coloana k a determinantului functional este o combinafie 

a celol-lalte coloane si deci D(ul' "" "")- = 0 In V,  ceea ce contrazice ipoteza 
D (xl, ..., x,) 

fAcut5. 
Yom determina acum o conditie ca nz funcfii s2 fie funcfional dependente. 
Presupunem cii 9 1 ,  y2, .... q,  sint definite si derivabile intr-o veciniitatf: rl 

oareczre a punctului Mo(xl0, .... 2;,0) unde toate derivatele parfiale de ordinul f 
sint continue in punctul Mo. 

Formiim matricea : 

z(31 3% 1 1 %  - . . . -  
; I  Exl 2x2 a% / 
1 2q2 592 a% 1 ...-- 

a=li, ax, 1 ,  .................... 
I! 

9 29, 1 1  . . . -  
1: Z X ,  zx2  a x ,  

I 

. 



Are loc . 
Teorewza 2.4. S5 presupunem cg un minor de ordinul din aceastri matrice 

este diferit de zero in punctul Mo(xlo, .... xn0) si c% tofi ininorii de mcfinul 
,,r $- 1 "  sint nuli intr-o vecingtate a punctului Mo. 

In aceste conditii r funcfii ce apar in minorul de ordinul Y sPnt independente 
intr-0' vecinztate a punctului M o ;  celelalte pz - r funcfii depind de aceste 
r funcfii. 9 

Dewzo?zstrw~ie. Sri presupunem c5 

291 Zyl 2% - -...-  
ax, 2x, t ~ ,  

.... Din teorema denlonstratg anterior rezultg c2 u,, u,, 14, sint independente 
intr-o vecingtate a punctului Mo. 

Vom argta c5 fiecare din funcfiile rzmase ur+,, wr+,, .... urn depind de 
ul, .... ur, intr-o vecingtate a punctului Mo. 

Notgm zlgO = ?((xlO, .... xno) ; i = 1 ,  2, .... Y 

Consider2m sistemul : 

fn punctul de coordonate (xlo, .... xno, ..., uro) a p l i c h  teorema de 
existent5 de la sisteme de funcfii implicite. 
Deoarece : 

.... .... 
.... . a * .  

XI = 4 , ( ~ , + ~ ,  xn, Zt,,, ur) 

.......................... 
X ,  = + 2 ( ~ r + 1 ,  Xn. U l r  ur) 

.... .... Xr  = + r ( ~ , + l ,  X,, Z t l ,  ur) 



Derivind aceste identit5fi partial in raport cu x, ,  I = r f 1, .... n si obser- 
.... vind c5 ti1, Z ~ Z ,  .... 26, nu depind de x,;,, x, vom avea: .. 

a'P1 a f i r  a'P1 -+ - -+--- = O  ... 
ax,  a x ,  ax ,  

2 ' ~ r  -+ ;+I 2% 4% , a~ +--- - , 2 = 0  ... 
2xl ax ,  1 -  ZX, .  ax ,  ax ,  

adevgrate pentru orice valoare 2 variabilelor xl,  .... x,., x,.,,, .... x, intr-o 
vecin5tate a punctului Mo. 

. fnlwuim in ecuafia ur+, = cpr+,(xl, .... x,) si obfinem: 

( j l , ( ~ , . + ~ ,  xn, 241' thr ) ,  Xri-17 x,) ...> .... .... '' '9 

Deci 
J 

ti, = @,(xr+,, .... x,, ul, .... u , ) ;  i = r + 1, .... .wz 

fn acelasi timp: 

de unde derivlnd avem: 

Rgmine s5 ar5tZm cH pentru toate valorile xl, .... x,, x,+,, .... xn dintr-o veci- 
.... ngtate a punctului Moj funcfiile @, nu depind de xr+,, x,+,, xn. AriltZm c5 

.... pentru ( x l ,  N,) din vecingtatea lui M,. 



5% - ;(pi 2 zcp :+2 , 89. a+r ;icp., ---.---+A .----- , . . .  .+ 2.- 
' +- 

ix, Zxl ax, ax, ax, ax, axz " " I  
(18) 

Considergm minortil de ordinul ,,Y + 1 " 

a 'P? 2% 5% - . . .  -- - 
ax, i i ~ ,  ax, 

care este nu1 din ipotezii. 
hmulfind fn (1 8) respectiv cu A,, A,, .... A,, A, fiind complemenfii alge- 

brici ai elementelor ultimei linii din detenninantul (19) si apoi adunind aceste 
relatii obtinem : 

a, A = -  
ax, 

Ai 

JQ, 
de unde rezult5 cii - este nu15 intr-o vecingtate a punctului 1%. 

ax, 
.... Acestea aratii c5 funcfiile Q, nu depind de x,, 1 = Y + 1, n. 

Costsecin,ti. fn cazul particular in care sistemul de funcf" 11 este 

cu (x,, ..., xn) E D c Rn ~i (u,, .... unj E Rn, conditia necesarg si suficientg 
ca cele n funcfii s?i fie in dependenfa iuncfionalii in D este ca 

Acesta rezultg din teoremele 1.4 si 2.4 in cazul n = m. 

$ 5. EXTREME CONDITIONATE 

fn aplicafii apar adeseori situatii in care se cautii extremele unei functii 
ale c5rei argumente verificg anumite condifii suplimentare. Extremele funcfiei 
in acest caz se numesc extreme legate sau condifionate. 



S5  punem problema detcrmin2rii extremelor funcfiei u = f (xl, . . ., Xnt Y1, 
. . ., y,) supuse condif iilor : 

Dt^Sig?itia 1.5. Funcfia z6 = f(x:, ..., x,, y,, ..., y,) supus5 la legaturile (20) 
are un maxim (minim) legat in punctul IM~(X:~, ..., xno, yI0, ..., ymO) care 
verific5 relafiile (20) dac5 exist5 o 1-ecingtate V a punctului Mo astfel cg: 

pentru orice iMc V cu F,(hf) = 0, i = 1, 2, ..., m. 
Presupunem c%: 1) functiile F, sint diferenfiabile Sntr-o vecin2tate U 

a punctului Illo. 

sint ccntinue in U 

fn aceste ccndifii aplic5m teorema de existent5 de la sisteme de funcfii 
implicite in baza c5reia exist2 o vecingtate V a punctului M;jxlo, ..., x,!) 
a spsfi7:lui (u,, ..., x,) astfel ca in aceast2 vecingtate s5 fie definite m funcfii: 

solutii ale sistemului de condifii Ff = 0,  i = 1, ..., nz. 
lnlocuind sistemul de funcfii (21) in funcfia zc = f(xl, ..., x,, -yl, ..., y,) 

obf inem : 

Pentru funcfia cD astfel obti1mt5 studiem extremele libere. 
T'om stabili in continuare conditiile necesare de extreme pentru funcfia 

u = f(xI, ..., x,,, yl,  ..., ym) supus5 leg5turilor (20) fgr% s% rezolv2m siste- 
mu1 (24) de ecuafii -Euncfionale. 

c. v >a presupunem c5 M, este un punct de extrem pentru funcfia 
u = f j s , ,  ..., G, yl, ..., y,) supus5 la leggt~rile (20) sau MA este un punct 
de extrem liber pentru functia u = cD(xl, ..., x,). 

Conditia necesar5 de extrem liber a unei funcfii de mai multe variabile 
estc: 

idcntic 2n ra2ort cu dxl, dx2, ..., d . ~ , ~ .  



Avind in vedere invarianfa primei diferenfiale fafa de compunerea 
funcf iilor obf inem : 

toate derivatele parfiale fiind luate in punctul M,. 
Relafia (24) nu este o identitate in dyl, ..., d_v, deoarece funcfiile yl, ..., y,, 

sint legate prin relafiile (20) 
Diferenfiem relafiile (20) 

Am presupus ca 

deci, din sistemul (25) rezults dyl, ..., dym in funcfie de dxl, ..., dx,. 
fnlocuind in (24) obfinem o relatie de forma 

care este o identitate in dxl, ..., dx,. Rezulta 

Al=O, A 2 = 0  ,..., A n = O  (26) 

relafii la care dac5 adZiug3m relafiile de leggturg (20) obfinem condifiile 
necesare de extrem legat 

Metoda multiplicatorilor lui Lagrange 

Metoda multiplicatorilor lui Lagrange se bazeazii pe ideea simetrizsrii 
rolului variabilelor (in problema extremului legat variabilele xl, . . . , x, sint 
independente iar yl, ..., y ,  sint legate prin relafiile (20)). 

fnmultim egalitgfile (25) respectiv prin constantele h,, hZ, ..., A,, nede- 
terminate gi dupg inmulfire adungm cu (24); obfinem relafia: 

unde 

@(XI, ..., xn, yl, ..., ym) = f + A1Fl 4- ... + ?i7,iFfii 
Aceastg funcfie este fztlzcjia lzti Lagramge iar 7.,, A,, ..., h ,  se mrnesc wzzztlti- 
plicatovii Zzt i  Lagrange. 



Alegem kl, A,, ..., h, astfel incit s5 fie indeplinite egalitgtile: 

Aceasta o putem face deoarece (29) este echivalent cu sistemul 

a c5rui determinant este diferit de zero. 
Din egalitgfile (29), egalitatea (28) capgtii forma: 

Deoarece variabilele xl, xp, ..., xfi sint independente, din (31) rezultg - 

(32) impreunii ccu (29) ~i cu condifiile de leggtur5 (20) conduc la un sistem 
de lz + 2m ecuafii : 

sistem care determing coordonatele punc tului stafionar si constantele 
hl, h2' "" A,. 

Aceasta metodg reduce calculul punctelor stationare legate la calculul 
punctelor stationare libere pentru funcfia lui Lagrange @. 

Condifii suficiente de extrem legat 

Presupunem cg Mo este un punct stafionar legat adicii un punct in care 
sint indeplinite condifiile necesare de extrem legat. Vom presupune in plus 
c5 funcfiile f ~i F,, i = 1,  2, ..., m admit derivate parfiale de ord. 2 continue 
in punctul Mo. Observiim c2 

deoarece F,(Mo) = 0; ~i F,(M) = 0, i = 1, ..., m ~i de aici rezultii c5 deter- 
minarea condifiilor suficiente de extrem legat pentru funcfia f cu legiiturile 
F, = 0, i = 1,2, ..., m se reduce la determinarea condif iilor suficiente de 
extrem pentru funcfia (r, ceea ce revine la studiul lui d2@1~ro. 



Folosind rezultatele de la condifiile suficiente de estrem Iiber dac5 
d2@ jnG > 0,  punctul Mo este punct de minim iar dac5 d2@ I M ,  < 0 punctul 
este punct de maxim. 

Diferenfiala de ordinul I1 a funcfiei @ o calcul2m ca si cind funcfia @ 
depinde de variabilele independente x,, . .., x,, yl, ..., y, ; in realitate yl, y,,. .., y,! , 

nu sint independente ci depind de XI, ..., x, ; deci pentru stabilirea sernnulul 
lui d2@ vom inlocui dy,, ..., dy, prin dx,, ..., dx, din relafiile (25) .  

Problemele de determinare a extremelor unei funcfii atunci cind varia- 
bilele sint supuse unor leggturi, constituie de fapt obiectul unei ranluri de 
matematic2 modern2 in plin5 dezvoltare : Programarea maternatics. 

Problema generals a ,,Programgrii matematice " poate fi formulati astfel. 
S5 se determine valorile variabilelor x,, xz, ..., x, supuse condi$iilor: 

~i care masimizeazg sal; minimizeaz5 o funcfie F(xl, xz, ..., x,) (F se numeqte 
funcfie obiectivj. 

Sumer~ase probleme economice si tehnice conduc la asemenea mcdclc: 
iesemplu : determinarea planului optim a unei intreprinderi car e trebule s5 . 
se supun5 unor condifii de forma: consumul de metal s5 fie limitat superior, 
consumul de energie electric5 limitat superior, valoarea producfiei la un 
anumit produs si, fie limitat& inferior). 

fn  cazul in care funcfia F si restricfiile sint funcfii liniare problema 
enunfatg devine o problem5 de programare liniar2 (problema mat~.~naticri 
general5 a programgrii liniare a fost dat2 de Danzig in 1947). 

Dac5 F este o funcfie neliniars se obfine o problem5 de progiamare 
neiiniar5. 

Dacri coeficientii ce apar in funcfia F sau in restricfii nu sint cotlitante 
ci variaz5 dupa o anurnit2 lege determinatri, problema de progran;ai-e este 
~arametric2. Dac5 coeficientii din F sau din restricfii variazri aleator atunci 
problema este de programare stochastics. 

Dac5 solufiile care ne intereseaz5 sint numere intregi problema este de 
programare discretg. 

Pentru fiecare din aceste tipuri de probleme exist5 metode specificc, 
ce conclnc la algoritmi cu ajutorul crirora se poate folosi calculatoruf. 

E X E I I ! ~ ~ Z I .  Determinam extremele funcfiei 

26 = x; + x; -+ x; 
cu leg5tura x: + xz + xg = 3, x, > 0,  i = 1, 2, 3. Formgnl funcfia lui La- 
:range si criutgm punctele stafionare libere ale acesteia. 



Obf incm sistemul 
E 

- - = 3 ~ :  $- 2Ax, = 0 
ax1 

i@ 
--- z 3xg + 2hx2 = O 
ax2 

i@ - - =3~"; $2h3=0 
2x3 

t@ 9 

- ~ x ; + x ~ + x 2 , - 3 = 0  
2h 

care are solufia ce indeplinegte condifia xi > 0, i = 1, 2,  3 datti de 

Pentru a stabiIi dacZ acesta este punct de extrein calculZm sernnul lui 
d". Avem 

d2@ = (6x1 + 2A) dx: + (6x2 -t 21) dx; + (6x3 + 21) dx;. 

fn pfinctul stafionar sbfinem : 

d2@ j n f o  = ?(dx? + dx; + dx;). 

Tinind seama de legZtur5 avem 

dxl $ dx2 + dx3 = 0 

deci 

dx3 = - (dxl + dx2) de unde rezultg 

d201hfo = 3[dx; + dx; + (dxl + dx2)q > 0 

deci punctul este pnnct de minim. 

$ 6. TMNSFORMARI PUNCTUALE f~ Xi" 

Fie y = f(x), f :  X c Rn 3 Y c Rn. Spunem c5 Y este imaginea sau 
transformata mulfimii X prin f. 

Exempie: 1) Funcfia vectorial5 : 

y = (r sin 6 cos 9, r sin 8 sin y, r cos 6) 

transform5 mulfimea 0 < r f a, 0 < 6 < x, 0 < cp < 2 x  din R3 .in sferg fnchisii 
de raz5 r = a din R3 (Fig. 13, a) .  

Semnificafiile lui r, 8, cpsint date in figura 13, b. 
Coordonatele (7, 8, cp) se numesc c530rdonatele sferice ale punctului 

M(y1, Y,, ~ 3 ) .  
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2) Functia vectorial% a 

y = ( p  cos 8, p sin 8, A) 
transform5 multimea : 0 < p < a, 0 < 0 < 2x, 0 < A g b in cilindrul drept de ecu- 
afie x2 f y2 = a2, 0 < z g b, Transformarea este reprezentatg in figura 13, c. 

Fig. 13, a, b ,  c, d ,  

Legiitura intre p, 0, h ~i yl, yz, yS este ilustratii in figura 13, d. 
Coordonatele ( p ,  0 A) se numesc coordonate cilindrice ale punctului 

M(y1, Yz, ~3). 



D e f ~ i i i a  1.6. Fie y = f(x), x e X  c R" - y e Y  c Rn ~i x,~-%!. 
Transformarea y = f(x), X E  X este regulatg in punctul xo dacg 

.... 1) functia f = (fl, f2, fn) are derivate partiale continue intr-o veci  
n5tate V a punctului xo. 

2) determinantul asociat matricei Jacobi este: 

0 transformare regulat5 in fiecare punct dintr-un domeniu D se nu.me~te 
regulatg in D. 
Are loc 

Teo~emn 7.6. Compunerea a 2 transformgri regulate este o transformare 
replat5. 

Demo~$stva!ie. Fie y = f(x), f :  X c Rn + Y c Rn o transformare regu- 
]at5 fn punctul xo gi za = g(y), g: Y c R" -+ U c Rn o alt5 transformare 
regulat5 in yo = f (xo) f f  = (fl, .... f,), g = (gl, .... g,)). . . 

Compunerea funcfiilor f ~i g ne conduce la a considera transformarea 

Ar5t%n c2i zt = g(f(x)) este o transformare regulatg in xoeX'(.u = (u,, zt,, ... 
16,)). .... 
Din regula de derivare a funcfiilor compuse obtin~m c5 matricea Jacobi 

a derivatei lui u(x) este : 

ay2 2y2 ~ Y Z -  - -...-  
axl  ax ,  2xn 



zzc, dc undc rezzult5 c5 2 .?LC $i deci deris~atele parfiale - sPnt 
2x, 

ccatin~ie. 
De asemenea luind in egalitatea matricilor anterioare determinanfii 

obfinem : 

f n  Ir.;;%tur% cu posibilitatea existenfei inversei unei funcfii vectoriale (S@ 
variabilii vectorial5 are loc : 

TeorePna 2.6. Dac2 y = f(x),' xc  X c Rn -+ 31 E Y c Rn este o transfor- 
mart. regulatz 311 xoc atunci exist5 o transiormare x = ~ ( J P ) ,  definit5 intr-3 
vecirlri tare V(y,), g:, = f(xo) astfel incit 

1) x = cpfy) este o transforinare replat5 in yo 

Demofzstra$ie. Sistemul de funcfii F(x) r f(x) - y, %EX' ii aplicgm teo- 
rema de existents a funcfiilor implicite. 

Ccndifiile sint indeplinite deoarece : 
a) E(xo) G f(xo) - yo = 0 unde yo = (fl(x,,), ..., fP1(xoj) 
bf F(x) are derivate parfiale continrle in raport cu x intr-o vecinstate 

a p~~nctului xo deoarece f are derivate parfiale continue 

1 D(F1, Fa, ..-, F,) 
c) ' / = I  1 ,  . f )  j 

# 0 / Dfx1,X: ,.-., x,) Xo / P(x1,.., x,) X8 

In baza teoremei de la sisteme de funcfii implicite exist5 o funcfiz 
s = ~ ( y j ,  YE: V(y,) astfel incit : y = f(y(y)), (V) y e  V(yo) ($3 = ((3, T,, ..., p,), 
a == (f,, f,, ..., f,)). 

Derivind in sistemul y = f(q~(y)) in raport cu y si folosind regula de deri- 
vare a funcfiilor compuse obfinem pentru Y E  V(yo). 



de unde rezultg luind dctcrminanfii c5 .' 

SchirnbHri de variabile 

Schimbarea variabilelor independente In fesntcfiile de s variahi.&i. 

Fie y = f (XI, x E X c W -+ Y E  Y c W $i funclia x == ~ ( t ) ,  i E T ,  f, ( t ? ~  C!YZ 
Fuiicfia cornpus5 

sealizeazj o aplicafie a niulfimii X in mulfimnea Y. 
Xplicind regula de clerivare a unei funcfii compuse obfinem: 

d f d_y 
I-dafia care expriln2 dericata ---- prin derivata -- . 

dx & 
Regula cu care se calculeazg derivatele de orZi1-1 superior estt. i;:;.b% de:. 

Ess:~sj.'z:: fn  ecrrafia (1 - ?*') y n  + xy' = 0 se face schimbarea c?c, varia 
bi!ri x = c ~ s  i. i n  ce se trzn:%icrm2 ecuafia? 

c1.n dl1 df . c i - ~  
-Avem : = --.- . -- 1 d y  dccl - = 

d,i el c!?. 6 ,  sin t dt 

I 1 cl-;) , coc t - - ---(- --:. 1 d2y cos t dy 
zi;, t '\ t 6:: 



fnlocuind fn ecuafie obfinem : 

Schimbarea variabilelor independente la funcfiile de douii variabile 

Fie funcfia z = f(x,y); f : X  c R 2 - + Z  c R ~i funcfiile x = cp(zt, v), 
y = +(u, v )  definite pe V c R2, ( x ,  y) E X  f, 9, E 

Din compunerea funcfiilor f, cp si + rezultii Z(u, v) = f(cp(u, v ) ,  +(za, v)) .  
AplicPnd regula de derivare a unei funcfii compuse avem: 

de unde: 

~i la fel 

Pentru calculul derivatelor de ordinul 2 se folosesc operatorii 



data se face schirnbarea de variabile Exemplzc. SZ se calculeze - 
axay 

x = zt2 + v2, y = uv, Z E 0 2 )  

Avem : 

~i cum 

Transformarea punctual% a curbelor plane 

Fie u = f(x, y), v = g(x, y) o transformare a curbei C: y = cp(x) + 

-+ r: = +(zL). 
Difereniiind obiinem : 



de unde 

f% ag -+-y' 
dv ax ay -- - 
dzt df af 

- +--- y' an- ar 
relafie din care scoatem valoarea lui y' in funcfie de 26, v si v'(u) 

Exenz$k: Sii se transforme relafia 

prin schimbarea x = ,c cos t ,  y = p sin f ;  p = p(t). 
Tinind searna c2 

p' sin f 4- p cos t - 
dx p' cos f - p sin f 

p' sin t 4- p cos t 1 

p' cos f - p sin f p' CQS i - p sin f 

2 p ' 2 - P F " + P 2  , 
( cos f - ,G sin t)" 

e c ~ a f i a  datg devine: 
2p'2 - pp" + Fg + p cos t (p'  sin f f p cos t)" 0 

0 transformare punctual5 
n, - 

I 
v" - f(x, y, z), v = g(x, J1, z ) ,  28 = h(%, JV, z )  

cu f,  g, h definite pe X c R3 --+ R,f, g, JL c C(') transform5 ecuafia z = F(Y, r) I 

in ecuafia w = (~(zb ,  v). 
h Diferenfiind relafiile de mai sus obfinem 

f 
Ef ilf 2 f 

~ Z L  = 7 d?i f ---- cly f clz 
cx E 31 c z 

C b" kg J g  & = -- dx + --- dl, + -- dz 
?x 5 ~ 1  - t z 1 

L h 5h ih 
d~ =--- d ~ + -  djt+--& 

c;x ( Y 0 z 1 

c-7 L Z d= =--- d x +  - dy I 
i x 2 y 

2zv Lter 
dw = --- dzi + --d3. 1 

E z i  2ir 1 



Eiirnicind dz~, dv intre aceste relatii obfinem: 

27 a2 de uncle egalind coeficienfii lui dx si dy rezt~ltg expresiile lui A si - in 
2% a y 

. aw aw 
funcfie de zt, v ,  w $1 ---- --- 

i i 2 ~  Ee 

Exemplzc: Sii se transforme relafia 

dacg se face zchimbarea: x + z = ZL, y f z = v ,  x + 31 = w, :B = w(.'(u, z'). 
Avem : 

2z iz 
dx+-dx+-dye dzr 

a x :  ay 

Eliminind pe du si dv obfinem: 

de unde: 



hlocuind in ecuafie aceasta devine : 

14 Sg se calculeze dz pentru fmcf ia z(x, y )  = f unde f : D c R2+ 

4 R, f derivabilri in D. 

25 Folosind formula lui Taylor s5 se calculeze cu aproximafie y1 ,022+0,05". 

Ind. Se considerg funcfia f (x ,  y )  = vx2 + y2 care se dezvoltg in jurul 
punc tului (1,O). 

aZz a22 a2z 31 SZi se calculeze E = - + - + - dacP z(x, y )  = ln(u2(x, Y)+ 
ax2 axay ay2 

+v2(x, y)), u(x, y )  = xy si v(x, y )  = x2.- y2- 

41 S2i se calculeze derivata funcfiei 

u(x, y, z)= arc sin &- 
e 4x2 + y2 

dup5 direcfia vectorului AX A ( 1 ,  1 ,  I ) ,  B(2, 3, -2) .  

51 S5 se determine extremele funcfiilor 



6f Sii se determine extremele funcfiil.or de mai mult de 2 variahile, 

Y Y 7@ Ecuafia In tg - - - = 1 defineste in anumite condifii y=y(x). Care 
Z X 

sint aceste condifii ? Sii se calculeze in acest caz y'. 

definegte r = r(z,  y )?  Se fn ce condifii ecuafia z = x + arctg - 
2 - X  

az 
Sii se determine in aceste condifii - 

ax 

94 Sistemul de ecuafii funcf ionale : 

defineste y = y(x) si z = z(x). SZ se calculeze dz gi dy. 

101 Sii se studieze extremele funcfiei: z = z(x, y) definitg de ecuafia 
funcfionala 

x2+ y 2 f  z 2 - x 2 - y z + 2 x + 2 y + 2 2 - 2 = 0  

111 Sii se determine extremele funcfiei 

z(x, y )  = x2 + y2 in discul ( x  - Jq2 + ( y  - JZ)" 9 

Iad. Se studiazg extremele libere ale functiei z ~i se aleg acele puncte 
de extrem situate in disc. Apoi se studiazg extremele funcfiei z supus5 la 
legiitura ( x  - JZ)2 f (y - Jx)2 = 9. 

12 f Extremele funcfiei ~ ( x ,  y, z) = xyz dac5 

2 + y 2 + z 2 = 1 ,  x + y + z = O .  

R:  3 puncte de minim ~i 3 puncte d:: maxim 



13. SZ se determine distanfa Entre dreptele 

D2 : x - x z  y - y z  - Z - 2 2  - - 
12 mz "12 

14. SZ se inscrie intr-un con circular drept dat un paralelipiped drept- 
unghic de volum maxim. 

15. S5  se transforme expresia: - 
E = y J1 + y f 2  + y2 - x2 + 31" 

cind se face transformarea : 

16j S2 se transforme ecuafia yy" - yr2 + yex == 0 prin schimbarca: 
v = y ,  u = ex; v = vjzl). 

2 
171 SZ sea transforme ecuatia xy" 4- - = 0 prin schimbarca x == x ( Y ) -  

Y  
181 S2 se transforxe expresia: 

dac2 x = p cos 0, y = p sin 0, 2 = z(p, 0) 



Folosirea scriilor dc funcfii si, in special a scriilor de puteri apare nece- 
sar5 adcseori in rezolvarea unor problcme tchnicc. Studiul lor se face pe baza 
cuno~tinfclor dc la serii de numere. 

?r'ft';zifia 1.7. Numim sir de functii f,, f,, ..., f,! ... o aplicafic a rnulfimii 
N, a nurncrelor naturale in mulfimea funcfiilor deflnitc in X c Rm cu valori 
in Rk. 

Vom nota un sir de f~zncfii prin (fn)nPN. Dac5 fixHm pe x = x o ~  X c Rm, 
~ i r u l  obfinut este un ~ i r  de numere: 

carc poate fi convergent sau nu, in sensul definifiei datc la qirurile numerice. 
Vom da urmiitoarea: 

Definijin 2.7. Punctul xo E D este punct dc convcrgent2 a1 sirului (f,), , 
data $rul valorilor ( f n ( ~ o ) ) , L e N  este un ~ i r  din RE convergent. 

hlrllfimca A a elementelor x E X pentru care sirurile (f,(x)), ,N sint 
convcrgente sc numeste wzzel!iwze de convergenj; a tirului de  funcfii. 

Exe%q,PZe 1. Sirul de funcfii (f,),,N cu 

este convergent pcntru orice x # 0 deoarece 

1 . 
lim f,(x) = -= lim -- = 0. e x 2  
n+ 03 4 2 ~  n-,a. -- 
X + O  e 

Cind x = 0, fn(0) = - 5i lim fn(0) = W. YE *,+m 
Deci rnultimea de convcrgenf5 A = (- co, 0) U (0, co). Aceste functii apar 
in fizic5, in teoria ondulatorie a luminii. 



2. Sirul ( fn)ne~ cu fa(%) = xu, XE[O, 11 converge in (0, 11 c5tre funcfia f 
definitii prin 

f (x) = { 
0, x < l  
1, x = l  

Avind in vedere aceste observafii urmgtoarea: 

Defiwifia 3.1. Sirul (f,,),,~ cu f,: X c Rm + Rk este convergent c5tre f 
9n X dacH pentru orice E > 0, exist5 %(&, x) E N  astfel incit pentru n > q, 

Observutie. Definifia 3 exprim5 faptul c5 ~irurile obfinute pentru dife- 
ritele valori ale lui x E X sint convergente. 

Dac5 cerern ca in definifia 3, no s5 depind5 numai de E obtinem nofiunea 
de convergenfg uniformg. D5m : I . . 

Defini{ia 4.1. Sirul (fa),,€ N, fn: X C Rn + RIC converge uniform pe X 
c5tre f dac5 pentru orice E > 0, exist5 +to(&) astfel incit pentru orice x~ X, 

I I  fn(x) - f(x) II < & 

dac5 n 2 no(&). 

1. Sirul (fn)* N, fa : R + R definit prin fn(x) = xnJ x E (0, 11 nu este uai- 
1 

form convergent deoarece pentru x, = 1 - - E (0, l), yirul (f ,(~,)) , ,~ cu 
n 

converge c5tre 
e 

1 
f5cut oricit de mic deoarece converge la 1 - - (fig. 14). 

e 

Fig. 14 

x E (- 1, + co), nu este uniform con- 
vergent cztre functia f(x) = 0 deoarece 
pentru x, = n E  (-1, co). 

si deci aceastz diferenf5 nu ppoate fi 
f5cutH oricit de micH (fig. 15). 1 

Observu{ie. Un Sir de funcfii uniform convergent este ~i simplu conver- 
gent. Reciproca nu este adev2ratg. 

Tom prezenta in continuare criterii de convergent5 uniform5 care ne , 
permite s5 decidem daca un ~ i r  este uniform convergent f5r5 &-i cunoa~tem 
limita. 



Are loc 

Temema 1.1. (Criteriul de convergenfg uniform5 a lui Cauchy.) Conditia 
necesarii si suficientii ca +rut fn cu fn(x): X C Rm -+ R' sil fie uniform conver- 
gent in 'X este ca pentru orice E > 0, S% existe %(E) astfel incit pentru n > P*(E) 

s i p >  1, 

ll fn+p(x) - fn(x) II < E-  

Fig. 15 

Denzonstrabie. Presupunem f; f, x~ X deci pentru orice E > 0, 
exist5 no(&), astfel incit 

-. 11 fn(x) - f(x) fl < E pentru PZ > %(E). 

La fel 11 fn+,(x) - f(x) 11 < E pentru p > 1. 

Invers, s5 presupunem cg este indeplinitr?, conditia lui Cauchy. Putem 
spune c5 un sir de vectori, 

f1(xo), fz(xo), ..., fn(xo), ..., xo€X 

verificii criteriul lui Cauchy. Un asemenea sir este convergent cHtre un vector 
f ( ~ 0 ) .  

Pentru diferitele valori x0€X, obfinem o functie f(x),  EX. Argtiim 
cii fn(x) converge uniform ciitre f(x). 

Considergm 11 fn,,(x) - fn(x) 11 < E pentru n > lz,(~), f~ > 1. Trecind la 
limit5 cind p + co, obfinem (1 f(x) - fn(x) 11 < E ceea ce aratii cii sirul este 
uniform convergent. 



E x r ~ ~ p I u .  $irul (f,), eN, cu f,(x) = x arctg nx, x E [O, co) este uniform 
convergent cadosm criteriului lui Cauchy deoarece: 

1 x arctg ( i t  + p)  x - x arctg nx ] = x - 
1 + (n + p) 92x9 

< x - arctg P x < x .  r', - - 
( n  3 9) 1 % ~ ~  (n. + p) nx 

- - 
1 1 9 < - c c pentru 9z > - . 

(18 + 9) $2 fl & 

Un criteriu suficient de convergent5 uniform5 este dat de 

Teo~ema 2.7. Fie (fn)* GN, fa: X C Rm -+ R ~ ,  ~i f o funcfie definit5 in X. 
Dac5 exist5 un sir de vectori (a,),,N convergent catre zero, astfel ca: 

atunci, sirul ( fn )nEN este uniform convergent pe mulfimea X'sc5tre funcfia f .  

Denzo~~stra,iie. Sirul (a,),,N converge la zero, deci pentru orice E > 0 
exist5 !V~(E)  astfel incit oricare ar fi n > n,,(~), Ij a, /I < E si deci 11  f,(x) - f(x) /I < 
< E ceea ce demonstreaza teorema. 

sin nx 
Exemplu. Sirul (f,), ,N cu fn(x) = - este uniform convergent pe R 

n2 
catre f 0 deoarece: 

Proprietgfi ale sirului de funcfii uniform conve&ente in R. 

Teorema 3.1. Fie (f,),,~ un sir de funcfii continue, uniform convergent 
catre funcfia f in X c Rm. 

Atunci funcfia limit5 f este continu5 in X. 

Remonstrajie. (fJnsN este uniform convergent c5tre f deci, pentru orice 
E > 0 exist2 fi0(s) astfel incit 

11 f,(x) - f(x) 11 < E, dac2 n > no(&). 

Funcfia f,(x) este continua in orice punct din X deci, pentru orice E > 0 
exist2 ?(E, xo) astfel Pncit 

ll f n ( ~ >  - fn(x0) ll < E 

pentru I I  x - xo I 1  < ? ( E ,  XQ). 
Putem scrie 

I1 f(x) - f(x0) I1 II fn(x) - f(x) I 1  + I1 fn(x) - fn(x0) II + 
+ IIfn(xo)-f(xo) II ( 3 ~  pentru n>no(&) 

ceea ce exprim5 continuitatea funcfiei f in punctul xo. 



O alt2 psoprieiate a sirurilor de funcfii uniform convergente in R este 
data in: 

I 
Tecwemn 4.7. Fie (fn),,,N un ~ i r  de funcfii definite ~i derivabile pe X c R 

convergent cgtre f pe X. DacZ sirul (f{)neN este uniform convergent c5tre 
g pe X atunci f este derivabila pe X :a f '  = g. 

De.monstra!ie. Fie x0 E (a, b). Sirul (f& .N este uniform convergent c5tre 
g pe (,z, b)  deci pentru orice E > 0 exist5 n0(c) astfel incit 

1 ii(x) - g(x) j < E, pentru > %(E) $ x E (&, b). 

Funcfja f, este derivabilg deci exist5 V(xo) astfel fncPt pentru orice 
& >. 0 ,  

Ccmcidcr3m cgalitatea: 

= fk(c) - fL+Jc) I , CE (%, xj. 

Dccarece +-XI! {I!;),,~ este uniform convergent rezult5 1 f:,(c) - f:+p(c) I < E, 

pentru n > z,(E). 

1 
Exemplz~. Sirul (fn),, cN, cu fn(x) = - arctg xn, $2 E N este uniform con- 

12 

vergent in (-2, 2 )  catre functia f(x) z 0. 
$irul derivatelor este 

deci el nu converge catre fl(x). 
(Observgm c5 sirul derivatelor nu este uniform convergent.) 
Vom enunta un rezultat mai puternic a c5rei demonstratie o vom schita 

numai. 
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Tewema 5.1. (Stone Weierstrass). Dac5 f este o funcfie continus. pe 
[a, b] c R exist5 un sir de polinoame P,(x) astfel ca 

lim Pn(x) = f(x) 
n+ m 

convergenfa fiind uniforms in [a, b]. 

EtaPeEe demonstrafiei. Presupunem [a, b] = [O, 11, f(0) = f(l) = 0 ~i f(x) 
nula fnafara lui (a, b]. 

Acqista nu restringe generalitatea deoarece pentru f(x) oarecare putem 
pune : 

g(x) = ffx) - f(0) - x(f(1) - f(O)), XE[O, l j  

rezults cg g(0) = g(1) = 0. 
Definirn polinoamele Q,(x) = C,(1 - x2)", n = 1, 2, ... pentru care ale- 

gem coeficientii C, astfel ca 

& Q.(.) = 

Se demonstreazg c I  polinoamele Q,(x) converg uniform in 16, I], 6 > 0. 
Dacg luzm 

1 

Pa(%) =\ f ( s + t )  Q.(f) dt, xs[O, 11 
-1 

ar5tZm c5 P,(x) este un polinom de grad n. Observsm c5 -1 < x + t < 2, 
dar f este nula inafara intervalului [0, l j  deci r5mine de studiat integrala 
pentru O<x + t < 1  adid - x ~ t ~ 1  - x. 

Fie deci pentru x + t = 24 

f(x $. t )  en@) cft = f(%) Q,(zl - X) dz* 

deci P,(x) este un polinom de grad ,,m" in x. 

Exemplz4. S5 se determine ~ i r u l  de polinoame P,(x) care converge uni- 
1 

form pe [0, 11 cHtre funcfia f(x) = ------ . 
2 - x  

(1 - t")" P,(x) = . dt 
2 - z - t  



$ 2 .  SERII DE FUNCTII. SERII DE PUTERI 

Dac5 f,, f, : D c Rm -+ Rn, 92 = 1, 2,  . . . sint functii, considergm $rul 
surndor parfiale 

ale seriei 

si d k n  urmatoarea 
OD 

Dejiaijia 7.2. Seria C f, se nurneste convergent5 in X c Pim dac5 sirul 
1 

sumelor partiale (s,),,~ este convergent in X. Functia s = Ia~n s, se nume~te 
n 

rn 

suma seriei 2 f.. 
1 

3CI 

Deji+zi$ia 2.2. Seria f, converge simplu sau punctual c i t r t  s dac5 si- 
1 

rul de functii s, converge simplu in X 
m 

3lulfimea A a valorilor x E X pentru care seria C f, este convergent5 se 
1 

nuinegte mulfimea de convergenf5. Are loc urmgtorul criteriu de convergent5 
uniform5. 

Tewevza 7.2. (Criteriul lui Cauchy). Conditia necesara ~i suficientg ca 
m 

seria de funcfii C f, 59 fie uniform convergent5 in X este ea pentru orice E>O, 
1 

existg n,(~) astfel incft pentru 92 > PZ,,(E), $ > 1 s2 avern: 

l l  f n + i  + fn+2 + ... t- fn+p 11 < E- 

Demonstratia rezult5 din Criteriul lui Cauchy aplicat qirului sumelor 
part iale. 

Un criteriu suficient de convergenfg uniformg este dat de 
m 

Teorema 2.2. (Weierstrass). Dac5 seria de functii f,,, f, E iY este majo- 
1 

cu 
rat5 de o serie de numere a,, n, > 0 (adic5 11 f, 11 < a,) convergentg, atunci 

1 

seria dat5 converge uniform in X. 
m 

Denlo?zsi!rafie. Seria a, fiind convergent5 existii n,(~j astfel hcit  sB 
1 

avem : 
a,+, + a,,, + .. .. 4- a,,, < E 

pentru 9% > IZ , (E)  ;i orice p > 1, $ E N .  



Cu notafiile de mai sus avem: 

pentru n >  no(^) ~i oricare ar fi p natural. 
Rezult5 de aici c5 seria este uniform convergent2 conform criteriului 

lui Chauchy. 
Transpunind rezultatele privind propriet2file sirurilor uniforme, pentsu 

girul sumelor parf iale enunf 5m : 
m 

Teoremn 3.2. Fie f, o serie de funcfii, f,: X c= Rm + RL. Dac5 seria 
1 

de funcfii f, + f2  + ... + f, + ... este uniform convergent5 c5tre funcfia f 
pe mulfimea X ~i dacg funcfiile f, sPnt continue in X;  atunci funcfia sums 
s: X -+ W L  este continu5 in X. 

Demonstrafia rezult5 din teorema corespunziitoare aplicat5 sirului su- 
melor parfiale. 

Teoremn 4.2. Dac5 seria de funcfii f l  + f 2  + ... + f, + ..., f, E X c R + 
-+ R este o serie de funcfie derivabile, convergent5 c5tre f in X ,  dac2 seria 
de funcfii f i  + fi + ... + f; + ... este o serie cle funcfii uniform convergent2 
c5tre g pe X atunci, s este derivabil5 si f '  = g. 

Demonstrafia rezult5 din aplicarea teoremei privind derivarea termen 
cu termen pentru sirul sumelor parfiale. = 

00 

Exemplzt. Seria de funcfii (--I)"+' 
x2 
- estc uniform convcr- 

1 (1 + x2), 
gent5 in R conform criteriului lui Cauchy deoarece 



Serii de pateri 

Definitia 3.2. 0 serie de funcfii de forma 

se numeste serie de puteri. 
Funcfia sum2 a unei serii de puteri se nume~le funcfie analiticii. 
llulfirnca de convergent5 a unei serii de puteri este totdeauna un inter- 

val. Acest lncru se demonstreaz2 in 
m 

Teore~asz 5.2. (Abel) Pcntru orice s e r i e x  a,,xn exist5 un num2r R 2 O 
0 

astfel incit. 

1". Seria este absolut convergent5 in (-I?, R) 
2". Seria este divergent5 pentru / x I > R. 
Denzoizstva$ie. Observ5m c5. seria este convergent2 Pn x = 0. Dacii nu 

are un alt punct de convergent5 lu5m R = 0 si teorema este demonstratg. 
S5 presupunem c5 multimea de convergent5 mai confine ~i alte puncte. 

Fie un punct de convergenf5, punctul xo. 
Deoarece seria de numere: 

este convergent5 rezult2 cii I nnx; I + 0 cind n -, CQ si deci, existii M > 0 
astfel ca 1 anx; / < M. DacZ x verific2 condifia I x 1 c 1 xo 1 putem scrie: 

Y 
Ins5 - < I deci, conform criteriului comparafieiz anxn este convergen- I: I 0 
tii pentru x ~ ( -  / xoI, I G I ) .  

7 i 
Sot5.m cu R marginea superioarg a multimii valorilor lui x pentru care 

seria Canxa este convergent%. fn  baza celor de mai sus rezults c5. seria este 
convergent5 pentru x E (- R, R). 

Dac5 xl este un punct de divergent5 a seriei atuiici pentru orice x cu 
] x / > I x, I seria este divergent5. DacZ ar exista un punct xz pentru care 
seria este convergent5 cu I x2 1 > / x, 1 ar urma ca seria C/ a,%, 1 "  este con- 
vergent5 ceea ce nu este adev5rat. 

Definiiia 4.2. Num5rul R se numeste raza de convergent5 a seriei de 
puteri. 

Pentru determinarca'razei de convergent5 consideriim pe x fixat si apli- 
c5m unul din criteriile de la serii cu termeni pozitivi seriei 



Aplicind criteriul raportului obfinem 

an+l~n+l '%+I 
= lim - lim/ anzn / n-mi a, / j x j < l ,  

deci 

I an I f n acest caz R = lim -. 
" j m  I a,+1 I 

Aplicind criteriul r5d5cinii aceleia~i serii obfinem 

lim r] a,xn I < 1 
n + m  

1 1 
sau I x I < lim ---- deci R = lixn ------ . 

n+w 8M n + m  rm 
! 

ExgmQiu: S% determin5m mulfimea de convergent5 pentru seria B 

Jn" 1 
fn acest caz j a, I = ~i n Inu n 

Pentru x = 1 obfinem seria de numere , 

alternat5 care este convergent5 conform criteriului lui Leibniz pentru 
a > 0. 

Pentru x = - 1 obfinem seria de numere 

convergent5 pentru a > 1 (serie Bertrand). 
Multimea de convergenfii este [?l, 11 pentru cc > 1. 
f n  intervalul de converge@ seriile de puteri au proprietatea data de 

urrn5toarea : 

Teorema' 6.2. Dac5 seria a, + alx + a2x2 + . .. + a,xn + ... este con- 
vergentg pentru I x I < R atunci seria este uniform convergent5 pe [-R + E, 

R - E ] ,  0 < E  < R. 



Demonstraiie: Dac2 I x I < R - E atunci 

si cum seria Can(R - E ) ~  converge absolut, seria XI anxn 1 converge uni- 
form pe [-R + c, R - E].  

Colzsecin,@. Din proprietgfile seriilor de funcfii uniform convergente 
rezult2 cg intr-un interval [-R + E, R - €1, seria de puteri are ca sum& o 
funcfie continu2 si de asemenea poate fi derivatg termen cu termen. 

m 

Obscrvatie. Dac5 seria anxw are raza de convergenfa R, seria derf 
0 

vat elor 

are aceeasi raz2Ede convergenf2 deoarece: 

I na, . 
lim j = l i m / % i =  R. 
.+m / (92 + 1) a,, .+m an,, 

Seria Taylor. 

Fie f o funcfie definitg pe [a, b] indefinit derivabilg in punctul a €  
E (a, b). Formula lui Taylor conduce la dezvoltarea 

x - a  (x - a)2 
f ( x )  = f (a) + - ff(a) + 2 !  fn(a) + ... 

l !  

Cind R,(x) -t 0 pentru fz -, cx, se obfine seria Taylor a funcfiei f in 
punctul a, serie convergent2 cgtre f(x) 

x - a  (x - a)" f (x) = f ( E )  + ----- ff(a) + ... +- f(")(a) $- ... 
1 ! n ! 

0 condifie suficienta pentru ca formula lui Taylor s5 se transforme in 
seria Taylor este da t i  de 

Tewema 7.2. Seria Taylor a funcfiei f in jurul punctului ,,a" este con- 
vergentH intr-o vecingtate V a punctului ,,au dac2 derivatele de orice ordin 
sint egal mgrginite in V adicg . 

pentru orice x. €17 si orice n natural. 
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Demmstzstrafi'e. Restul R, sub forma lui Lagrange, este: 

(x - a)"+l 
Rn(x) = f(*)([), [ E (a, A:) J7 

(a 4 I)! 

" 4 ~ 1  lim ---A = lim 
n- tm $6, ,r+w 

Seria de termen general zt,(x) = 

y i  obfinem de aici c% 

lirn Rn(x) = 0. 
x+ m 

(X - a)n+l 
este convergent2 peeatru 

( ? ~ + 1 ) !  , 

Cind u = 0 se obfine seria Mac-Laurin. 

orice x E R deoarece 

1. Fie f (x) = e', x E R, f(")(x) = ex. 

Pentru orice x E (- A ,  A) ,  e-A 6 ex 6 eA deci 1 fcn)(x) I < M ~i 

2. Dac5 f(x) = sin x, x E R 

3. Pentru f (x) = cos x, x E R 

deci 
?r? %4 %2n 

cos x = 1 --1 +l ... + (-I)"--- f ..., x~ R. 
2 !  4 !  (Zn) ! 



4. Fie f(x) = (1 + x ) ~ ,  ~ E R ,  h constant5 real& C5utBm o serie Mac 
Laurin pentru funcfia f(x). 

Avem 

fik)(x) = ~ ( h  - 1) ... (j, - k f 1) (X + l)h-k 

drci 
f("(0) = h (h - 1) ... (A - k + 1) 

Lurirn p = 1 si obfinem: 

Seria cu termenul general zz, este absolut convergent5 pentriz / x I < 1 
deoarece 

Zjntl 
I j h - Z - 1  I 

lirn /--I = i im,  / j x j = j x l  < I .  
n + m ,  2tn j "3" 1 f t  + 1 

Ueci linl zt, = 0. 
n+co 

Factorul kkn = (1 - 8)" (1 + = (:,o:)n -------- (1 + Ox)" 

tinde la zero in valoare absolut5 decarece 

Astfel 

lim R,(x) = 0 pentru orice A E R $i 1 x 1 < 1. 
n+ m 

Am obfinut deci desvoltarea numit5 serin binomztlui generalizat. 



5. S% considersm dezvolt5rile in serie: 

x3 x5 %2n+l 
sin x = x - - + - - ... + (-1)' (2n + 

+ ..., X E R  
3 !  5 !  

7i i = J?. Putem scrie 

x2 x4 2% 
cos x + i sin x = 1 - - + - + ... (-1)'- + ... 

2 !  4! (2n) ! 

Formal avem: 

cos x + i sin x = eiZ 

cos x - i sin x = e-ix 

de unde 
,iZ + ,-i+ . eiZ - e-iZ 

cos X = , sm x =. 
2 .  2i 

numite fwmulele lzti Euler. 

Opera+ cu serii de puteri. 

m aD 

1. Dac5 C anxn ~i C b,xn dnt  2 serii de puteri cu razele de. convergent5 
Q e 

m 

R1 respectiv R, atunci seria de puteri C (an + b,) xn numit5 suma celor dou5 
0 

serii are raza de convergent5 R = min (R1, R,). 

numim seria 
. . . + a,bo).+ 

m 5 nnxn 5i C bnxn au razele de convergent5 R,, respectiv R,  
0 0 

produs, seria aobo + x(alb, f a&,) + . . . + xn(aabn + albn-l + ... 
. . . 

Ea are raza de convergent% R = min (R,, R,): 



03 m 

3. Dac5 C anxn si C b,xn au razele de convergent5 Rl respectiv R2 ~i 
0 0 

suma seriei b,xn nu se anuleazii in [a, b] numim serin ctk a celor douj serii 1 
de puteri, o serie de forma: 

ai ciirei coeficienfi se determing din condifia ca 

Mulfimea de convergenfg a seriei cit este (- R, R) n [a, b] cu R = 
= min (R,, R2). 

Exemple 

1. Sii se determine o dezvoltare in serie Mac Laurin pentru functia 
1 - '* f(x) = - , x S ( - T '  ;). 

cos X 

x2 X* xZn 
Stim cg cos x = 1 - - + - - ... + (-1)"- + ... dezvoltare vala- 

2 !  4! (2%) ! 
bil5 pentru x E R. 

1 
C5utZrn pentru f(x) = - o dezvoltare in serie de puteri de forma: 

COS x 
a0 + alx + a2x2 + ... + a,xn + .. . 

astfel incit 

Obfinem prin identificare sistemul infinit : 

/ de unde rezultg a,,,, = 0 pentru orice k si 

Astfel seria de puteri este 

gi are multimea de convergent5 ( -  t, t) fi (-1,l) = (-1'1). 



2. S5 se determine o dezvoltare in seric de puteri pentru fuilcfia f ( x )  = 
=In (x + I ) ,  x + 1 > 0. 

Considerdm funcfia 
, ! a  

pe care o dezvolt5m in serie de puteri dup5 seria binomului generalizat 
ff(zL.) = 1 - x +  x 2 -  ... + ( - l ) n x n  -+ ..., j X 1 < 1.  

Observ5m c5 

fmbungtgfirea convergenfei seriilor de puteri prin metoda Euler-Abel 

CO 

S5 presupunem c2 o serie C a,xn este coilvergent5 c5tre funcfia f(x) pentru I 
0 

x~ ( -R ,  R). Metoda Euler-Abcl constd in a construi pornind de la aceasta 
o alt5 serie de puteri care s5 convergs c5fre aceeasi iunctie ins5 convergenta 
sd fie mai rapid5. 

Prezentiim fn continuare ~ e t c d a  Euler-Abel. 
m 

Fie seria convergent5E a,xn si f ( x )  suma seriei pentru 1x1 < R .  Presu- 
0 

p n e m  R = 1. Putem scrie seria de puteri sub forma: 

f(%) - a. $- xcp(x) 
I 

m CO 

unde ?(-) = 7' an-"-I = a,,,xn. d 
0 

De aici 

>- m 

C a,,: znil = 7 anxn dcci, 
U 

0 



~i deci 

Aceast5 transformare se numeste transformarea Euler-Abel. 
cn 

Xplicind seriei Aa,,xn o transformare asem5n5toare obfinem: 
U 

unde A2an = A(Aa,) = Aa,,, - An, sint diferenfele de ordinul doi ai coe- 
ficienfilor a,. 

Tinind seama de aceasta avem: 

Aplicind transformarea Euler-Abel de ,,p" ori obiinem: 

unde 

APan = Ap-'a,,, - AP-'a,, 92 = 0 ,  1, 2, ... 

sint diferenf ele de ordin ,,@ " ai coeficienfilor a,. Deci : 

P-1 xk 
f (x) = AGO (1 - x ) h ~ l  + (exr x 4 p a n ~ n  

k = O  

~ransformarea este util5 atunci cind ordinul de descrestere a diferen- 
felor finite APan cind n -t co este mai mare decit a coeficienfilor a,. 

Dac% a, = $,(+z) (un polinom de grad ,,k") atunci 

Exemfilzs 

S% se determine suma seriei folosind (*) 



fn acest caz w, = lt2 -t n + 2. Formgm tabloul diferenfelor 

Din (+) deducem 

Exerciiii propuse 

I\ S5 se studieze convergenfa sinlplg si uniform?i pentru urmgtoarele 
~ i rur i  de funcfii: 

f,(x) = arctg ~zx ,  x E [0, co) 

1 
fn(x) = x2 + - sin nx, x E (- co, a). 

12 

24 Sg se studieze convergenfa simp15 ~i uniformgrpentru seriile de functii: 

$F x"(1 - x)" x e a  

Iw!icaiie. fn primele doug cazuri se notcazg x ( l  - x) = y Si respectiv 
tg x = y si se reduc la serii de puteri. fn a1 3-lea caz se considerg seria modu- 
lelor si se aplicg unul din criteriile de la serii cu termeni pozitivi. 

3i SB se dezvolte in serie de puteri ale lui x, funcfia i ( x )  = arcsin n 
~i s5 se obfing din aceastg dezvoltare nuin5rul x cu 3 zecimale exacte. 

Ifzdicaiie: Se deriveazg fnncfia f(x). 

411 Sii se dezvolte in serie de puteri ale lui x funcfiile 



5. Folosind dezvoltarea in serie de puteri pentru functia f(x) = arc sin x 
s?i se calculeze surna seriei 

(problem5 datg la Concursul Traian Lalescu 1978). 

61 SB se reprezinte funcfia: 

arc sin x, 
f(x) = (-z) 

printr-o serie de puteri dup5 puterile lui x. 

7. Folosind dezvolt5rile in serii de puteri sZi se calculeze 



CAPETOLUL V 

IMTEGRALE RIEMANN- STIELT JES 

$ 1. DEFISITIA INTEGKALEI RIEMAXX-STIELT JES. 

Definifia 7.7. Fie [a, b] c R. Numim o diviziune a intervalului [a, b] 
orice rnulfime finit5 si ordonat5 de forma: 

A = (a = to < tl < ... < t, = b ) .  

Mulfimea tuturor diviziunilor lui [a, b] o notam prin 9([a, b]). 
Fie [a, b] c R, g o funcfie real2 nedescresc5toare pe [a, b] ~i f o funcfic 

real5 mikginit5 pe [a, b]. 
Pentru fiecare 

definim 
n 

s(f, g;  a) =Cmj(idt j )  - dfi-1)) 
j=1 

unde ?aj = inf f (x) 
X 5 [ t j - I ,  t j l  

7i 

cu M j  = sup f(x) 
x E 1tj -1 .  t j l  

si le numim sumele Darboux inferioar5 qi superioarg. 
D5m urm5toarea definifie a integralitgfii: 

Defi~zijia 2.7. Dac5 pentru orice E > 0, exist5 A ~ 9 ( [ a ,  b]) astfel incit 

~ ( f ,  g;  Aj  - ~ ( f ,  g ;  A) < 
spunem c5 f este integrabil5 Riemann-Stieltjes in raport cu g pe [a, b]. 

Defiwtfia 3.7. 0 diviziune A*, A C A* E 9 ( [ a ,  b]) este mai fin5 ddecft 
diviziunea A dacH toate punctele diviziunii A sPnt puncte de diviziune gi 
pentru A*. 



Defiziiia 4.1. Pentru orice diviziune A pilnem 

i*(A) = max (xi - xi-,), 1 < i < 12 

~i numim p(A) diarnetrul diviziunii A. 
Comportarea sumelor s(f, g ;  A) $i S(f, g ;  A) cind se trece de la o diviziune 
A la o diviziune mai fin5 este dat5 de 

Propozifia 1.1. Dac5 A c A* avem: 

s(f, g ;  A) < s(f, g ;  A*) G S(f, g;  A*) < S(f, g;  A). 

Demonstra,tie. S5 ar5t5m c5: 

s(f, g ;  A) <s(f,  g ;  A"). 

Vom presupune c5 A* confine un singur punct mai mult decit A ;  astfel d a d  

pentru un anumit K putem scrie: 

s(f, g ;  A") - s(f, g ;  A) = 

= inf {f (x), x E [t,-,, 'U]} . ( g ( ~ )  - g(t,-1)) f inf (f (x) 9 x E [ti, t ~ l ]  (dt,) - 
- g(u)) - inf {f(x), x~ it,-,, &I) (g(t,) - g(t,-1)) = 

= (inf {f(x), x E [t,-,, u]) - inf (f(x) ; x E [t,-l, td.1)) (g(u) - &-I)) $. 

+ (inf {f (x), x E [u, t,]) - inf {f (x), x E [t2-1, tJ)) (g(t,) - g(u)) 2 0 

deci 

La fel se procedeazg pentru sumele S 

Pro9ozifia 2.1. Dac5 A si A* sint 2 diviziuni din 9([a, b]) atunci 
s(f, g, A) ,< S(f, g, A*). 

Demonstra!ie. Putem scrie ci. 

s(f, g, A) < s(f, g, A U A*) < S(f, g, A*). 

Teorenza 1.1. Fie f integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu g pe [a, b]. 
Atunci exista un singur numgr real y astfel ca: 

s(f, g, A) < y < S(f, g, A) 

pentru orice A E 9([a, b] )  adica 

I 
;. = sup {s(f, g ;  A), A E ~ ( [ u ,  b)]} = 

= inf (S(f, g ; A), AE E([a, b])). 

Acest numgr y se nume~te integrala Riemann-Stieltjes a funcfiei f in raport 
cu g pe [a, bl. 
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b 

Not5m acest numiir y cu f(x) dg(x). 5. 
fn cazul g(x) = x ,  x ~ [ a ,  b] num5rul y se numeste integrala Riemann 

a lui f pe [a, bj. 

Dewzonstrafie. Fie y = sup (s(f, g, A), A E %([a, b]) ~i 6 = inf (S(f, g, A), 
A€a([a,  61)) 
Din cele demon5trate mai sus rezult5 

trebuie arztat c5 y = 6. SZ presupunem c;i y < 6 .  Deaarece 6 - y > 0, 
definitia integrabilitgfii aratz c5 p2ntru E = (6 - y)/2 existz A i l  %([a, b]) astfel 
ca 

Atunci : 

ceea ce arat5 o contradicfie; deci y = 6. 
Yon ar5ta cg integrala Riemann-Stieltjes poate fi definitii si cu ajutorul 

limitei unui pir de sume in care in locul lui M ,  si m, apar valori ale functiei f. 
Pentru aceasta fie A E  9([a, b]). Alegem punctele El, E2, ..., En, arbitrare, 

Et E [xi, xi+,] si formilm sumele 
* 

~ ( f ,  g, A) = min ~ ( f ,  g, A), S(f, g, A) = max 0 = (f , gl A) 
St E trt, xi+ xi R ~ t x i ,  Xt+17 

Are lcc 

Teorema 2.7. Dac5 lim o(f, g, A) exist:, atunci f este integrabilg in raport 
MA)-tO 

cu g pe [a, b] si 

Demo~tstratie. SS presupunem c5 

lim ~ ( f ,  g, A) = A. 
v(A)+O 



De aici rezult5 c5 ~ e n t r u  E > 0 (3) 6(€) astfel fncit pentru p(A) < 6 avem: 
I-- 

Dacg lu2m in aceast5 inegalitate marginea inferioarg si marginea superioarg 
in raport cu toate valprile [, E [x,, x,,,] obfinem: 

E E  
A - - <s(f,  g, A)<S(f, g, A)<A + t* 

2 
De aici rezult5 cg 

S(f, g, A) - s(f, g, A) < E  

deci f este integrabilg in raport cu g pe [a, b] si cum 

s(f, g, A) < ~ ( f ,  g, A) < S(f, g, A) si s(f, g, A) < y < S(f, g, A) 

rezultg c5 pentru orice E > 0 ~i orice A, 

I+, g, A) - -{I < S(f, g, A) - s(f, g, A) < E. 

Luind in aceast5 egalitate limit5 in raport cu toate diviziunile A cu p(A) 4 0  
avem 

I A - - Y I < E  
ceea ce arat5 c5 A = y. 

Teorema 3.7. Dac5 f este continu5 pe [a, b] qi g este crescgtoare pe 
[a, b] atunci f este Riemann-Stieltjes integrabilg in raport cu g pe [a, b]. 

Demonstra;ie. Deoarece [a, b] este un compact funcfia f este uniform 
continu5 pe [a, b]. 
Deci pentru orice E > 0 exist5 6 > 0 astfel ca 

E 
I f(x) - f(y) I < , x, y f3 [a, 61 

g(b) - g(a) + 1 
~i I x - y 1 c a(&). 

Alegem A = (a = to < tl < ... < t, = b )  astfel ca 

t, - t,-, < 6 pentru j = 1, 2, ..., n. 

Alegem xj, y, E [tj-,, tj] astfel ca : 

Avem de asemenea: 
n 

Observajie. Deoarece g(x) = x este o funcfie crescgtoare rezultg cg o functie 
continu5 este intotdeauna integrabilg Riemann 



ProprietZ!i ale ilztegralei Riemagzn-Stieltjes 
Teorema 4.7. Dac5 f, si f, sint Riemann-Stieltjes integrabile in raport 

cu g pe [a, b] atunci de asemenea fl + fz este integrabilg si 

Demonstma,tie. Fie E > 0 dat. Alegem A, astfel ca 

E 
S(fi, g, Aj) - s(fj,  g, Aj) < - 

2 

pentru j = 1, 2 si fie 4 = ill c A,. 
Tinind seama c5 

inf (fl + f,) > in f  fl + inf fz 

si sup (f1 + fz) <sup f l  + sup f 2  

putem scrie: 

~ ( f l ,  g, 41) + s(fz, g, A,) < s(f1, g, A) + s(f2, g, A) < 
<s(f1  + f2,  8, A) < S(f1 + f,, g, A) < 

< S(f i ,  g, AI) + S(fz, g, A,) < s(f1, g, A1) + 
+ ~ ( f , ,  g, 42) + E. 

Urmeazg cg 

S ( f l  f fa ,  8, A) - s(f1 f fz, g, A) < E 

~i deci fl + f2 este integrabilg. 

Fie 1: f, dg = yj  si A; astfel ca: 

E 
Rezultii cg O < S(fj, g, A;) - s(f,, g, A;) < - pentru j = 1, 2.  

3 

Punind A* = 4: U A: avem: 

s(f1, g, A;) + s(f2, g, 4 )  < 
< ~ ( f l ,  g, A:) + s(fz, g, A{) < 

< ~ ( f l  + fz, g, A*) < S ( f l  + fz, g, A*) < 
< S(f1, g, A:) + S(f2, g, A;) < 

2& 
4 ~ ( f l .  g. A:) + s(f2. g. 4 )  + 7 



de unde 

si 

S(f1, g, A;) + S(f2. g. A;) - S(f1 + f2, g, A*) < 2 . 
3 

Din relafiile de mai sus rezulta: 

Teorema 5.1. Dacg f este Riernann-Stieltjes integrabilg in raport cu 
g pe [a, b] si C E R  atunci cf este integrabilg si 

Teorema 6.1. DacH f este Riemann-Stieltjes integrabilg in raport cu g 
pe [a, b] ~i f > 0 atunci 

b 

\.f dg>0. 

Teorenza 7.1. Fie f Riemann-Stieltjes integrabilg in raport cu g pe 
[a, b] ~i fie a < c < b. 

Atunci f este Riemann-Stieltjes integrabila fn raport cu g pe [a, c ]  si 
[c, bl si 

f d g =  f d g +  fdg.  s: \ 5: 
Demonstra,tie. Fie E > 0 dat. Sg alegem A ~ g ( [ a ,  b)] astfel incft 

SH presupunem cg c E A si 

A = , ( a = t , < t , <  ... < t , = c < t , + , <  ... < t , = b } .  

Fie A, = (a = f, < tl < ... < t ,  = c} E 9([a,  c]) 

A2 = (C  = t, < ... < t, = b j ~ g ( [ c ,  b]).  - 

Atunci 

(S(f, g, A,) - s(f, g, A,)) + (S(f, g, A2) - ~ ( f ,  g, A,)) = 

= S(f, g, A) - s(f, g, A) < E .  

Rezult5 c5 f este integrabils pe [a, c] ~i [c, b]. 
b 

Fie f dg = y1 ~i lC f dg = y,., 



- 
Putem scrie finind seama de definifia lui y1 ~i yz c5: 

si 0 < S(f, g, Az) - yz < E. 

Adunind ob f inem : 

O<S(f, g, A) - (y1 f yz) < 2 ~ .  

Pentru s putem stabili o inegalitate asem%n%toare deci 

f dg = Yl + Yz. 

A 2-a proprietate de liniaritate a integralei Riemann-Stieltj es este datb in 
- 

Teorema 8.1. Dacb f este integrabilb pe [a, b] in raport cu gl, gz atunci 
f este integrabilb pe [a, b] in raport cu funcfia g = agl f figa si 

Demonstraiie. Cum f este integrabilg in raport cu g1 pe [a, b] pentru o 
diviziune oarecare avem : 

(CU me = rnin f ( t ) ,  7i M, = max f (t), t E [t,, t,+J) 

si la fel 

Sz(f, gz, A) - ~z(f ,  gz, A) = 

Dar : 

Colzsecin@. 0 funcfie f continu5 pe [a, b] este integrabilb ?n raport cu 
o funcfie cu varia!ie mgrginitb. 



Denwnstra~ie. 0 funcfie g cu variafie mgrginit5 ze scrie confo~m teo- 
remei de descompunere a lui Jordan ca diferenf5 a 2 funcfii monotone adic5 
g = g, - g,, g1 si g2 monotone, 
Formula de integrare prin p5rfi pentru integ;ala Stieltjes este dat5 de 

Teorema 9.7. Dac5 f este integrabil5 in raport cu g pe [a, b], atunci g 
este integrabil5 in raport cu f pe [a, b] si 

b 

f dg = f(b) g(6) - f(a) g(a) - ( g df. 

Demonstrajie. Fie a = xo = 50 < xl < 51 < xz < ... < x,-1 < 5,-16 xi G tit G 
< < Eg+i  G xi+, < ... < En-1 = XB = b. 

Presupunem cg: xo < xl < x2 < ... < x, < xi+, < ..- < xn 

Fie A = (a = xo < xl < ... < xi < x,+, < ... < x, = b) ~i 

Observiim c5 atunci cind P(A) -, 0 avern y(At) --, 0 si reciproc. 
Avem : 

de unde rezult5 h ind  un gir de diviziuni cu p ( A )  -, 0 relafia cerut5. 

Observajie. Din aceastg teoremg si din teorema 3 rezultl c5 o funcfie 
crescltoare este integrabilg Riemann-Stieltjes in raport cu o , funcfie conti- 
nu5 pe [a, b]. 

Teorema 10.1. Fie f integrabilii in raport - cu g pe [a, b7, m < f < M ,  
cp continu5 pe [m, MI :i h(i) = cp(f(x)) pe [a, b]. Atunci h este integrabill 
Riemann-Stieltjes in raport cu g pe [a, b]. 



. * '  'De~zonstra!ie. Deoarece cp este continuii pe [m, M] rezultg cS ea este ~i 
'uAiform 'L~ntinug deci (V) E > 0 (3) 8 < E astfel incit pentru orice yl, y, E 

E [ ~ , M I  cu I y, - y,/ < 6, 
5 1 

I 'p(y1) - cp(y2) I < 
" Cum f este integrabils in raport cu g pe [a, b] rezultg pentru c = a2 o 
diviziune A = (xo, xl, ..., x,) a segmentului [a, b] astfel ca: 

Fie M: si r r ~ f  marginile superioarg ~i inferioarg ale funcfiei h cind 
xE [xi, xz+lI. 

fmp5rfim numerele 1, 2, .. . n in 2 clase : i E A dac5 M, - m, < 8 ~i 
i~ B dacii M ,  - m,> 6. 

Pentru i~ A ,  M: - :?A: = cp(<,) - ~ ( 3 ; )  < E V I S, - 3, 1 < a(&) 
Pentru ic  B, M: - m: c 2K unde 

Putem scrie deci cii: 

astfel c5: 

Deci : 

Observa!ie. Din aceastj teorems rezult5 urmjtoarele clase de func f ii 
integrabile Riemann 

r h 

1) Dacg f este continu5 pe [a, b] exist5\- f d x  . 
Ja 

b 

2) Dac5 f este monotons ~i m2ginit5 pe [a, b] exist5 ( f dx. Just i f ich 
Ja 

aceasta astfel: 
1) Luind in teorema 10.1, cp = f continu5 si f = x, x E [a, b], g = x, 

b 

I ' c [n ,  b],  i-kzultg c5 f este integrabilii i n  raport cu x adic5 existi\ f ds. 
.a 

- 2)  Luind x continus ~i f monotong atunci din observafia teoremei 9.1. 

'rezultg c5 f dx exists. s: 



Alte propriet5fi ale integralei Riemann-Stieltjes sfnt . date in : 

Teorema 77.7. Dac5 f1 si f, sint funcfii integrabile in raport cu g pe 
[a, b] atunci 

1) f l  . f a  este integrabilii in raport cu g pe [a, b]. 
2) 1 f l  este integrabilg in raport cu g si 

Demonstra,tie. Punind cp(t) = t2 si aplicind teorema precedents rezults 
cs  f 2  este integrabils in raport cu g dac5 f este integrabils in raport cu g 
si din relafia 

4fl . f a  = (fl f f2)2 - (fl - f2)2 

rezultii afirmafia 1). 
Pentru 2) lu5m cp(t) = 1 tj ~i aplic5m teorema precedents; rezults c5 

I f I este integrabiI5 in raport cu g dacii f este integrabils in raport cu g. 

Alegem c = + 1 astfel, incit c f dg > 0 

Putem scrie 
E 

deoarece cf < / f 1 .  

Funcfii primitive 

Fie f(x) o funcfie definita pe intervalul La, bj. 
Punem problema determiniirii unei funcfii F in [a, b] care s5 aaibs 

proprietatea cZ 

d F  
-= f(x), x ~ ( a ,  b). 
dx 

Funcfia F se nume~te funcfia primitivii a lui f(x) in (a, b). 
Problema pds5 trebuie s?i aib5 in vedere existen$a unei asemenea funcfii 

~i unicitatea ei. 
i n  IegZturg cu unicitatea prirnitivei observiim c5 dacs F1 si F2 sint 2 

primitive, 

d(F1 Fz) = 0 ~i deci F1 - F2 = C, 

C constant5 numerics. 



Fie f o funcfie integrabila in [a,  b]. Funcfia 

~ ( 1 - )  = {l f(t) dt, n E (a, 6 )  
I 

se nuAmeste integrala nedefinit5 a funcfiei f in [a, b]. 
In cele ce urmeaza ne vom ocupa de integrala Riemann nedefiaita $3 

vom justifica faptul c5 integrarea si diferenfierea sint operatii inverse una, 
alteia. 
Are loc 

Teorevza 12.1. Fie f integrabil5 Riemann pe [@, b]. Pentru a < x < & 
punem 

F (r) = E x  f (t) dt 
.'a 

atunci 
1) Funcfia F este continua pe [a, b]. 
2) Dacj. funcfia f este continu5 in punctul x8 E [a, 81, atunei F @st@ 

diferenfiabil5 in punctul xo gi 
F1(x0) = f(x0). 

DemoutstraJie. 1) Functia f este mgrginits deoarece este inkegrabilg pe 
[a, b] deci (3 )  M > 0 astfel ca 

Pentru a < x < y < b scriem : 

E 
Dar: M j y - x [ < ~ c i n d  I y - X I  <- 

M 
qi atunci j F(y) - F(x) / < E ceea' ce arata cj. F este c o e t i ~ u 3 2 ~  puoctul 3, 

2 )  f este continu5 in xo deci (V) E > 0 (3) a(&) > 0 astfel incit 

dacj. i t - x o  I < 6 gi a ~ t ~ b ;  atunci 

ceea ce arat5 c5: F1(xo) = f(x0). 
De aici rezultg si 

Teorema 13.7. Dac5 f este integrabilg Riemaan pe [a, b] gi exist5 F 
pe [a, b] astfel incit F' = f atunci 

(formula lui Leibniz-Newton). 



Demonstra,$ie. Pentru o diviziune A a segmentului [a, b] alegem E,, 
i(i = 1, .. ., n) astfel incit x,-, ,< ti < xi ~i 

(Aceasta rezults din aplicarea teoremei cresterilor finite) 
Atunci 

gi aceasts sum5 tinde la f dx cind p(A) -, 0. E 
Formula lui Leibniz-Newton este utilg in aplicatii deoarece reduce cal- 

culul unei integrale definite la determinarea unei primitive pentru funcfia 
de sub integrals. 

1 - cos 2x " 3 - 4 cos 2x + cos 4x 
sin4xdx=\:( ) l d x = \  8 dx = 

2) Dacs f(x) este un polinom de gradul 3, 

1 -- - [3a(b4 - a4) + 4/3(b3 - a3) + 6y(b2 - a2) + 12 8(b - a)] = 
! 12 

- b - a  -- [3a(b3 + b2a + ba2 + a3) + 4P(b2 + ab + b2) + 
12 

care se numeste formula celor 3 nivele. 
Posibilitatea reducerii unei integrale Riemann-Stieltjes la o integrals Rie- 
mann este dats in 

Teorema 74.1. Dacg f este integrabilg Riemann in raport cu g pe [a, b], g' 
este integrabil5 Riemann pe [a, b] atunci f este integrabils Riemann in raport 
cu g pe [a, b] si 



Dewzonstrajie. Observgm c5 fg' este integrabilg Riemann (teorema 1 1.1). 
Cum fg' ~i g' sint integrabile Riemann rezult5 c5 pentru orice E > 0 exist5 

62(~) astfel incit: 
L 

n-l 

f(E,) g1(S,)(x, - xi-,) - 

cind p(A) < 6 si 
112-1 r'b I 

cind p(A) < a2 ~i xi-, < E, < xi. 

Alegem A astfel ca u(A) ,< 81, p(A) < 6 2  gi E, E [x,-,, xi]. 
Putem scrie 

Ez au fost introduse prin aplicarea formulei cresterilor finite functiei g 
pe [x ,-,, x,] ~i E? E xi). 

Dar, 

Rezult5 c5 sumele 

converg c%tre aceeasi limit5. 

C' Exenzplu: S5 se calculeze f dg dacg - 0 



Observgm c5 g este cu variafie mgrginitg deoarece g = g, f g,, g, monc- 

ton5 pe [ o ,  f] 9 g2 monotong pe [i 9 11 iar f este continus 

g nu este derivabilj pe [0, I] dar f este derivabilg, si pentru a calcula 
integrala aplicjm formula de integrare prin pgrirfi \: fdg = fg 1: - \: gdf = - i; gf' dz = 

Din teorema 9.1 obtinem: 
Formula de integrare prin pjrfi  pentru o integral5 Riemann. Pentru 

acesta vom lua 

F(x) = Fi f(l) dl, G(x) = g(t) dt. 

Din teorema 9.1 rezultg formula 

cu F1(x) = f(x), G' (x) = g(x) care se mai poate scrie sub forma : 

b b 

F(x) G1(x) dx =F(x) G ( i )  1 --\ G(x) F'(z) dx. 

In Iegiiturg cu posibilitatea schimbgrii variabilei in integrala Riemann 
are loc 

Teoremn 15.7. Fie f si 9 continue pe [a, b], rp strict crescjtoare pe [a, b] 
si 4 functia inversa a lui cp. Atunci 

Demonstraiie. Pentru o diviziune A oarecare 



punem yi = cp(xi), < = 0, 1, .. ., n ~i considergm diviziunea 

A': cp(a) = ~ o < Y Y ~ < . . . < Y ~ - ~ < Y ~  = cp(b). 

Punind g(y) = f(+(y)) obtinem 

Deoarece cp este continu5 pe [a, b], cp este si uniform continu5 pe [a, b] si deci 
dac5 p(A) 3 0 atunci si p(A') 4 0 si pentru p(A) 4 0 obfinem egalitatea 
din enunt. 

  or mule de medie pentru integrala Riemann-Stieltjes sint date de 

Teorema 16.1. (Prima jo~mula' de medie). Dac5 f este continua pe [a, bl  
iar g este monoton crecc5toare pe [a, b] atunci exist5 6 astfel ca a < 5 < b si 

Demonstrajie : S5 punem 

M = sup f(t); m = inf f(t), a ~ t  < b. 

Atunci : 

m [g(b) - < f dg <M[g(b) - g(a)l. 

Din teorema lui Darboux pentru functii continue exist5 a < 5 g b astfel incft 

Teorema 77.1. (a 2-a formula' de medie). Dac5 f este monoton5 $i g este 
cu variafie marginit5 si continus pe [a, b] exist5 un punct c ~ [ a ,  b] astfek 
incit 

Demonstraiie: Din formula de integrare prin p5rfi si prima formu12 i . ~ c  

medie obtinem 

f dg = f (b) g(b) - f (a) g(a) - 

= f(b) g(b) - f (a) g(a) - g(5) Cf(b) - f (a)) 
pentru 5 E [a, b]. 

Exewzple. Fie f(x) = t2  dt. S5 se arate c5 

I f(x) 1 < 1/2x, x > 0. 



, 
1 

Dacg no'tgm $u) = -- ~i p(u) = sin .u observgm c5 ~(u) este o funcfie 
4.u 

monotong iar @(u) eSte o funcfie cu variatie mgrginitrl continu:, deci putem 
aplica a 2-a formu15 de medie 

- I 1- 
(sin E; - sin ,k) + (sin q x + 1 - sin E) < 

J x +  1 

1 -- 

< _ ( I  sin 5 - sin 4x1 f 1 sin J X  + 1  - sin / ) 
2v'x 

Rfai departe 

, ' x + l ~ ~ ~ '  cos lyJ< 

Metode de calcul pentru integrala Riernaan 

Irtteg~ala fur~;/iilor ra,+ioi.zale. Pentru a discuta integrarea functiilor ra- 
tionale de forma 

unde P(x)  ~i Q(x)  sint polinoame in R trebuie s5 ne ocupFim de posibilitatea 
descompunerii in elemente simple a funcfiilor rationale. 



Vom considera grad P(x) < grad Q(x). 
(fn cazul in care nu este indeplinitg aceastg conditie facem fmparfirea 

celor doug polinoame) . 
Defilzijia 5.1. Numim elemente simple funcfiile rationale 

A 
~i 

(x - a). 
A x f B  

cind r5d5cinile numitorului sint numerele complexe 
[ ( x  7 4" ((?, - P)4" 
or + lp,  u - 1p. 

'(') cu grad P(x) < grad Q(x) admite o Vom demonstra c5 funcfia - 
O(x) 

descompunere in elemente simple inid2 
Caz. I, ecuatia Q(x) = 0 are rgdgcina real5 x = a de ordin de multiplicitate nz. 

Vom scrie Q(x) r (x - a)m Ql(x) cu &(a) # 0. 
Pentru orice Al, Al real putem scrie 

Vom determina pe Al astfel incit polinomul P(x) - AIQ,(x) este divizibil 
* cu x - a adic5 

P(a) - A1Q1(a) = 0 

P(a> de unde A, = --- 
Ql(4 

Pentru aceast5 valoare a lui A, se poate scrie: 

+i deci: 

Urm5rind acelasi procedeu pentru fracfia P 1 x  obtinem 
(X - Ql(x) 

+i in cele din urmg 

P(x) = + -4 2 A P * ( 4  + ... f 2 + -----. 
Q(x) (X - a)" (X - x - a @I(%) 

Calculul coeficienfilor A,  se face prin indentificare sau prin urmgtoarea metod5. 
Dacg Q(x) are toate rHdHcinile simple ~i reale a,, a2, .., a, avem: 



~ i ,  Einmulfind cu x - a, obfinem 

A, = lirn (. - aX) P(x)  = lirn ( x  - ali) PI(%) + P(x) - Pbk) --. 
x+ab Q ( x )  z+a* Q1(x) Q1(ak) 

si, Inlocuind in dezvoltarea lui obfinem 
Q(x) 

relafie care se numeste formula de interpolare a Zui Lagrange. 
fn cazul in care polinomul Q(x) are rZd5cini multiple reale putem scrie 

P(x)  - -- 
A Am + Am-1 + ... + --- +-• A1 P*(x) 

Q(x) ( X  - a)" ( x  - a)"-l x - a el(.) 
Coeficientii A ,  se calculeaz5 prin indentificare sau astfel: 

Inmulfim identitatea cu ( x  - a)" 7i facem x = a pentru calculul lui 
A, ;  Avem: 

( x  - a)" P(x)  
Am = lim 

z + a  Q(4 
Pentru a calcula A,-, inmulfim cu ( x  - a)" deriv5m apoi in raport 

cu x de iz ori (k ,< m - 1 )  si facem x -+ a ; rezult5 

A,_, = lirn - 

Exem$lu: Funcfia f ( x )  = 
1' 

, X G R  - {- 1 , l )  admite o 
( x  - q2 ( X  -t 1) 

descompunere de form5 

1  - 1 As = lini ( x  + 1 )  f ( x )  = lim ------- - - 
x+-1  x+-1 ( x  - 4 

1  - 1 
A2 = lirn (x - f ( x )  = lirn ---- - - 

x+1 ++I x + 1 2 

A ,  = lim [ ( x  - f(x)I1 = lim 
1  1  

%+I 

Caz. II. Ecuafia Q(x) = 0 are rZd5cina x = a + ib de ordin de multi- 
plicitate In. 

Polinomul Q(x) va avea si pe z = a - ib r5d5cin5 de acelasi ordin de 
multiplicitate deci, 
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IPornim de la identitatea: 

P ( x )  = - 
A x +  B 

f P ( x )  - ( A x  i- B )  Ql(x)- 
Q(x )  [ ( ~ - . ) ~ + b ~ j ~  [ ( x  - a)" b21" S,(X) 

.,adevgrat5 oricare ar fi A ~i B pe care le deterrningm astfel ca polinomul 

P ( x )  - ( A x  + B )  Q,(x) 

.sg fie divizibil cu ( x  - a - ib) ( x  - G + ib). . 
Cu a si b astfel determinafi se poate scrie: 

I 

P ( x )  - ( A x  f B) ql(x) z [ ( x  - a)' + b2] PI(%) 

.unde P,(x) este unic 
Mai departe vom scrie: 

P l ( 4  - P2(x) -. -- 
Cx + D + 

[ ( x  - a)" bym-I Q,(x) [ ( x  - a)2 + bTm-l [ ( x  - a)2 + b2jm-2 Ql(x)  

~ > i  in general 

Coeficienfii A,, B ,  se deterrnina prin idetificare. 

dx 
Exernpie: 1. I ,  = se calculeaz5 stabilind o relafie de recu- 

rent2 intre I ,  ~i I,,,. 
Aplicind formula de integrare prin parti cu 

u ( x )  = ( x2  + a2)-n qi dv = dx  

zrf(x) = -2nx ( x2  + a2)-n-1, v = :G 

obf inem : 

sau 

sau incg 



Dind lui n valorile 1, 2, 3, .... n:  

... + X 
a2"-I arctg - + C. 

n(x2 + a2)" a 

2. La fel se calculeaz5 xm-'(1 - x)"-l dx = B(m, n) pentru m, n E N .  s: 
Avem : 

sau 

f nmulfind membru cu membru aceste relafii, 

B(m, n) = 
(n- I ) !  

B(m + n - 1, l )  = 
m(m + 1 )  ... (m + n -2) 

- - (n  - I ) !  - (n - I ) !  (m -  I ) !  
m ( m f 1 )  ...( m + n - 1 ) -  ( m + - n - I ) !  



Tipuri de integrale reductibile la integrale din funcfii rationale 

I. Integralele de forma R(sin x, cos x) dx se pot reduce la integrale F 
.I 

rationale astfel 
1) dac5 R(-sin x, cos x) = - R (sin x, cos x) se face schimbarea 

sin x = t. 

2) dac5 R.(sin x, - cos x) = - R (sin x, cos x) , se face schimbarea 
cos x = t. 

3) dac5 R(-sin x, -cos x) = R(sin x, cos x) se face schimbarea 
tg x = t. 

X 
4) in celelalte cazuri se face schimbarea tg - = t 

2 

2n sin x dx 
Exemjblu: S5 se calculeze $ sin x + cos 2 - 5 - "  

Vom face schimbarea 
X X 

tg - = t ,  dar deoarece cind x E [O,  2x1, - E [0, x] ~i tangenta este dis- 
2 2 

Ti 
continu5 in - vom scrie 

2 
2~ sin x dx sin x dx 

I =\  - - 
., sin .2:+ cos x -  5 sin x + cos x -  5 

relatie adev5ratZi deoarece f(x + 2x) = f(x), 

sin x u+2x 

f (x)  = si \ f(t) dt = (t) dt 
sin x + cos x - 5 CL 0 

oricare ar fi a. 



C 11. Integralele de forma R ( x ,  Jax2 + bx + c) dx se reduc la integrale 
J 

din funcfii rationale in urm5toarele cazuri. 

1) dac5 a > 0, Jax2 + bx + c = x 4; & t  

2 )  dac2 g >  0 ; Jax2 -/- bx + c = xt + J c  

3) dac2 b2 - 4ac > 0 fie xo o rgd5cin5 real5 a ecuafiei ax2 + bx + c = 0 ; 
schimbarea de variabilg care se face este dat2 de 

dax2 + bx + c = t ( x  - x,). 

SB ar5tgm de exemplu valabilitatea schimbgrii de variabil5 2) 

Ridicind la patrat ax2 $- bx + c = x2t2 4 c -J= 2xt JC de unde: 

b + 2t Ji x = , dx = 
2(f Jca - tb f tZ  JC) 

t2  - a (t2 - a)2  
dt 

si astfel 

iar integrala obtinutg este o integral5 dintr-o funcfie rafionalg. 
fn acelasi mod se stabileste si valabilitatea celorlalte transformzri 

dx 
Exemplu. S5 se calculeze -- , J-x2+ x + 6  5' 
SPntem fn cazul 3) si facem schimbarea de variabila 

de unde 



I11 I) Integrala de forrna ( R(x ,  J x 2  - a2) d x  se transform5 prin' 
J 

schimbarea x = ach t. 5 
Obfinem 

S / 1 R(x ,  j x ~  - a2) dx + a  R(a ch t ,  a sh t )  sh t dt. 

2) Integrala de forma \ R ( x ,  Ja2 - x2) d x  se transforma prin schim- 
J 

barea x = a sin t ,  d x  = a cos t dt. 
Obfinem 

S R ( x ,  , /a2 - x2) d x  + a R(a sin t ,  a cos t )  cos t dt S 
3) Integralele de forma \ R(x .  , /a2 + 2) dx se pot transforma prin 

schimbarea 
J 

x =  a s h t ,  d x =  a c h t  dt. ' 

Obf inem 

\ R(x ,  Ja2 + x2) d x  + a R(a sh t ,  a ch t )  ch t dt. S 
IV. Integralele de forma: 

se transform2 prin substitufia : 

unde r este cel mai mic multiplu comun a1 numerelor intregi lzl, n2,  ..., n,. 
Deci aceastg transformare obfinem: 

trd - b r(ad - bc) tT-' 
x = , d x  = dt 

a - ctr (a - ~ t ' ) ~  

gi integraia devine: 

S R (  dt' - b r(ad - bc) 
, tsl, ..., tS9 t"l dt 

a - ctr (a - ~ t ' ) ~  

V. Integralele binome de forma 



se transform5 in integrale de funcfii rationale in urmgtoarele cazuri. 

m +  1 1) dac5 - = n, .rz intreg 
P 

P 4 se face schimbarea: axe + b = tr, unde y = - , \.?>ir\ I\: -" 
Y -,4:. k t 3  

1 1  

Obfinem x = (tT - b ) b  a- 7, 

$i integrala se transform5 fn: 

a +  1 I 2) dac5 ----- + y = n intreg se face schimbarea ax@ + b = trx@% 
P 

Obfinem: 

$i deci: 

- aft -y-1 - 0; t ' y i t  -.I( tT - a) P dt 
P 

Jxdx  1 1  
= 5: x; (1 + x i )  T dx. 

Aici este cazul 

qi deci schimbarea care se face este: 
1 1 - - 

1 $. xT= t2x3 ; x = (t2 - t ~ [ 1 ,  421, 

dx = - 6t(t2 - I)-* dt. 

Obfinem integrala 



Integrale eliptice 

In cazul in care polinomul P(x) este de grad n > 2, integrals 

nu se exprimz in general prin funcfii elementare. 
Integralele de acest tip se pun sub una din urmiitoarele forme: 

sau 

Jo 

Pentru k = 0, E(0, 0) = F(0, 0) = 8. Pentru k = 3 ,  cele 2 integrale se 
exprim5 prin funcfii elementare : 

S sin 0 dt - 1 In 1 + sin 0 F ( 1 , 8 ) =  -------- 
1 - t 2  2 1 - s in8  

sin 0 
E ( I , o ) = \  d t = s i n ~ .  

*'a 

Functiile F si E se numesc func;ii eli9tice si ele se giisesc calculate in 
tabele pentru diferitele valori ale lui k si 0. Mai sint unele integrale care nu 
se  pot exprima prin funcfii elementare. Acestea sint : 

sin x- 
dx- (sinus integral) ; dx (cosinus integral). 

\ 5 dx (expponenfial integral) 

\iz (logaritm integral) 

Integrarea termen cu termen a unui ~ i r  de funcfii 

fn  capitolul I V  am studiat proprietafi privind continuitatea gi derivabi- 
litatea unui ~ i r  de funcfii. Continu5m cu studiul posibilitsfii de integrare a 
unui sir de funcfii. 

Teorema 18.1. Fie ( f JnEN uxi gir de functii continue definite pe [a, b]. 
Dac5 ~ i r u l  (fJnEN este uniform convergent pe [a, b] cstre functia f ,  



Demortstra;ie. f, f pe [a, b] ; deci pentru orice E > 0 exist2 nO(c) 
astfel incit j fn(x) - f(x) / < c pentru n > no(€). 

Funcfiile f, ~i f sint continue si deci integrabile. Putem scrie 

f, dx - f dx < I f, - f I dx < ~ ( b  - a) pentru 1% > T ~ . ~ ( E ) .  I s: 1: i s: 
Exemplu. Sirul (f,),, N r c ~  fn(x) = nx e-"%', n E N este convergent pentru 

x E [0, 11 c2tre functia f(x) r 0. Convergenfa nu este ins5 uniform% Teorema 
nu se aplicj. 

C' 1 
lim f,(x) dx = - #O.  
n+m r o  2 

Dacg aplic5m aceastg teorem2 pentru sirul sumelor parfiale asociat unei 
serii de funcfii f1 f f, + ... f f, + ... cu 

f,(x) : [a, b] c R + PC obfinem 

Teorema 19. 1. Dacg seria de functii f l  -/- fZ  + ... + f, + ... este uniform 
convergent2 catre funcfia f pe [a, b] si d a d  funcfiile f n  sint continue pe [a, b] 
atunci 

b b b 
\:fl d x +  \ fad* + ... + \ f, d~ + ... = \ f dx. 

a .a a 

i n  cazul particular in care seria de funcfii este o serie de puteri 

are loc 

Teorema 20.1. 0 serie de puteri poate fi integrat2 termen cu termen in 
intervalul de convergent$. 

Exemple. 
1 -- 

1. Pentru a calcula considersm funcfia f(x) = (1 f x*) 2 ,  pe 

care o dezvslt5m in serie de puteri pentru j x I > 1. 
Avem 

1 



1 
Integrgm aceast; serie de puteri ale lui - ter~nen cu termen yi obtinen~, 

X 

2. La fel pentru calculul integralei 

X \,Z 41- 0.2 sin2 x dx 

dezvoltilm in serie de puteri ale lui sin x, funcfia f(x) = 41 - 0 ,  2 sin"- 
dezvoltare valabilii pentru I sin x } < 4%. 

Avem 

1 

41 - 0, 2 sin2 x = ( 1  - 0,2 sin2 x ) ~  = ' 

5: 2 - 3 2 - 1 x --- (2%-  I ) ! !  1 

2 10" a !  ( 2 n ) ! !  ( 2 2 ( 2 n ) ! !  ) 5 n . ( 2 n - 1 )  

$2. APLICATII GEOMETRICE $1 MECANICE 
ALE INTEGRALEI 

Integrals Riemann are aplicafii in calculul ariilor domeniilor plane.. 
Pentru inceput sii vedem ce intelegem prin aria unei mulfimi plane. 

Pentru a l5muri aceasta vom pleca de la aria poligoanelor. Aria unui poligon 
are proprietgfile urmgtoare bine cunoscute: 

1. Dac5 P = PI U P2 U ... U P, unde P, sint poligoane disjuncte dou& 
cite dou5 atunci 

aria P = aria PI + aria P, + ... + aria P,. 

2. Dacil P = P2 - PI, P, c P2 atunci 

aria P = aria P, - aria PI 



Prin definifie aria unui punct, a unui segment de dreapt5 si a unei linii 
poligonale este nul5.. 

Vom folosi aceste cunostinfe pentru a extinde aria poligoanelor la o 
clas5 mai larg2 de mulfimi pe care le vom numi mulfimi mssurabile - -  Jordan. 

Fie A o mulfime plan5 m5rginitg. Vorn considera toate poligoanele P 
interioare mulfimii A si toate poligoanele Q exterioare mulfimii A. Deoarece 
P c A c Q notsm 

a,(A) = sup (aria P) 
PCA 

a,(A) = inf (aria Q). 
Q Z A  

Numerele a,(A) si ae(A) se nurnesc: aria interioard si respectiv aria 
kxterioard (in sensul lui Jordan) a mulfimii A. 

Defirni!ia 1.2, Mulfimea m5rginit5 A are arie (sau este mgsurabil5 in 
sensul lui Jordan) dac$ a,(A) = ae(A). 

Notgm a(A) = a,(A) = ae(A). 6 

Vom da urmZtoru1 criteriu de mgsurabilitate. 

Teorema 1.2. 0 mulfime A este m5surabil2 dac5 si numai dacg pentru 
orice c > 0 exists un poligon interior P, c A si un poligon exterior Q, 2 A 
astfel ca 

.aria a(Q,) - aria a(P,) < E. 

5. 
Demonstra$ie. Presupunem A m5surabilS; deci 

aria A = sup(aria P) = inf (aria Q) 
PCA Q>A 

Fie E > 0. Exist5 dou5 poligoane P, c A si Q, XI A astfel incit: 

aria A < aria (P,) f E 

aria (Q,) c aria A f E. 

Din acestea rezultg aria Q, - aria P, < e. Reciproc, s5 presupunem c5. 
.pentru orice E > 0 exist$ douti poligoane P, si Q, astfel incit P, c A c Q, 
~i aria Q, - aria P, < e yi arstgm cZ A este m&urabil5. 

Din inegalitgf ile : 

aria (PC) < @#(A) < ae(A) < aria (Q,) 

ae(A) - ae(A) <aria (Q,) - aria (P,) < E, 

2i, cum E este arbitrar, a,(A) = a,(A), deci A este mgsurabilg. 



Calculul ariei unui dorneniu plan 

Fie y = f (x), x E [a, b] si domeniul D m5rginit de graficul funcf iei, de 
axa Ox si de paralele prin a si b la axa Oy (fig. 16). Pentru a determina aria 
acestui domeniu plan, consideram o diviziune: 

+ A : a = x , < x , <  ... < x , - , < x , = b  

I 

Fig. 16 

~i punctele arbitrare M,(Et), 6, E (xi, 
xi+11. 

Aria corespunzgtoare intervalului 
(xi, x,+~] o aproximam prin aria drept- 
unghiului. 

n-l 

A = r;t) f(Ei) (%$+I - xi)- 

Aceasta este o sum5 Riemann care pentru un sir de diviziuni (A,),,N cu 
v(A,) - tinzind la zero, va tinde catre 

b 
Obscrvajie. Dac5 f(z) (0, X E  [a, b] atunci( f(x) dx reprezinti aria do- 

J a  
meniului c~nsiderat mai sus, cu semnul minus in fafa. 

Putem spune deci c5 dac5 f(x) schimb5 semnul pe [a, b] aria domeniului 
marginit de graficul lui f, de [a, b] ~i de dreptele x = a, x = b este data de: 

A = / f(x) 1 dx. C" . a  

Aria unui domeniu plan miirginit 
de o curb5 datii in cosrdonate 
polare 

Fie Y = f (0), 6 E [a, b] ecuafia in 
coordonate polare a unui arc de curbg. 
1'1-em s5 calcul5m aria domeniului plan 
din figura 17. 

FieA o diviziune a intervalvllui[a, b], 

a = 6 0 < 8 1 < . . . < 0 , - 1 < 8 , = b .  

m, = inf f (6) ~i M ,  = sup f(6). 
Fig. 17 0 e [Or. 0n+J 0 E [ O ~ ,  er;+,! 

Consider5m sumele Darboux : 



Din figura 17 se vede c2 aria c5utatg A lndeplineste inegalitsfile: 

Dacg (A,),,N este un sir de diviziuni cu v(A,) --, 0 si f2(8) este integra- 
bil5 atunci sirurile (sa,) si (Sa,) au o limit5 comun5 care este tocmai valoarea 
ariei c5utate 

Aria unei suprafefe de rotafie 

Fie y = f(x), f continu2 cu f' continu2 pe [a, b]. Presupunem de asemenea 
c5 f > 0 pe [a, b]. 

Ne intereseaz5 s5 determinam aria a suprafetei generat2 prin rotafia 
arcului A B  in jurul axei Ox (figura 18). 

Fie A o diviziune a intervalului [a, b], 

a = x,, < xl < .:. < < x, = b. - 
Aproxim5m aria suprafefei obfinutg de rotatia arcului M,M,+, in jurul 

axei Ox prin aria lateral5 a trunchiului de con obfinut prin rotatia segmen- 
tului M,M,+l in jurul axei Ox. 

Acest trunchi de con are aria lateral5: 

0, = 2 x  J', f 3'rcl 
2 

% ('*+I - ~ 1 ) ~  + ( ~ k + l  - YK)" 

Cum 

Ya+l - Ya = f (xr,+l) - f (xr) = (%+I - xr,) f '(S*) > Sr, E [xr,, 1 

si aria A este 

Fig. 18 

Argtiim c5 A A  si S A P  unde 

converg c5tre aceeasi limit5 pentru un sir de diviziune (A,),,N cu v(A,) -, 0. 



"-I f(.k) - f(SA + f(x,+1) - f(E,) * Avem IAA - SA I = 27c 
, , 2 

Functia f(x) fiind continu5 este ~i uniform continu5 si deci pentru orice 
E > 0 exist5 q ( ~ )  astfel incit 

I f (x') - f (x") I < E cind I x' - x" I < q ( ~ ) .  
Dac5, alegem v(A) astfel incit v(A) < q(~) ,  

I Xk- - E X  I < T(') Si I 'k+l - 66: 1 < ?(E) 

n-1 

putem scrie / An - SAn 1 < 2 l r~  C dl + ft2(Ek) (x,,, - xk). Deoarece ffi  este 
k=O 1 

continu5 rezult5 c5 exist5 M > 0 astfel ca 41 + fr2(E,) < M si, 
I AA, - SA, I < 2x~M(b - a), 

ceea ce arat5 c5 

lim Ah, = lim San = 2*[ f(x) 41 + ft2(x) dx. 
v(An)+O v(An1"J 

Volumul corpurilor cu secfiuni cunoscute 

Fie un corp K fn spatiu raportat la un sistem de axe ortogonaIe. Presu- 
punem ca corpul K este cuprins intre planele 'z = a si z = b si c5 seetiunea 
printr-un plan z are aria cunoscut5 S(z)  (fig. 19). 



Considergm o diviziune A a intervalului [a, b!. 

a = z o  < z l  <... <z,-, < z , , =  b. 
$i fie 

5, E [%, %+I). 

Aproximgrn volurnul corpului K cu suma volumelor cilindrilor ce au 
.aria secfiunii bazei S(&) ~i in5lfimea (z,+~ - 2,).  Obfinem: 

care este o sum5 Riemann si care conver3e p:ntt-u un ~ i r  (4,) de diviziuni 
c5tre : 

b \ S(;) de. 

# 

Aplicafii mecanice sle integralelor Ricmann-Stieltjes. 
Momente statice ~i centre de greutate ale pl5cilor p l a x  

- S5 considerkn o p1ac.j plan5 a c5rui model mxtematic il constituie dome- 
miul D din figura 20 rnjrginit de graficul funcfiei y = f(x). 

Vom presupune c5. placa este ornoge~5 ~i deci densitatea ei de mas2 cste 
p = const. 

Fie 

"o diviziune a intervalului [a, b] ~i fie (xi+l - x,) f(ti) aria drept~nghiului  
construit pe (x,, x,,,) ca bazil si de in5lfime f(E,), ti E [xi, x,,,). 

Vom presupune cZ intreaga mas5 a pl5cii dreptunghiulare este 
concentrat5 fn centrul ei (care este si centrul de greutate). 

iiIomentele stat ice ale dreptunghiului 
r f ~ , ,  x , + Q ~ f ( 5 ~ )  cint date de: ~t 

xz P f( tz)  (xi-1 - xi). 

(S-a neglijat ternlenul (xill - x~)') 
I 

Fig. 20 

>i, insumind obfinem : 

unde y = f(x). 



- 

Se  tie de asemenea c& dac5 372. este masa plgcii ~i (nG, y,) coordonatele 
centrului de greutate, 

Dar, 3 7 2 . ~  cz p f($) (x,,, - x,) si aceasta este o sum5 
r=O 

Riemann care tinde la limit& c&tre 

Rezult5 

Lucrul mecanic efectuat de o fort6 variabilii 
ce se deplaseazii pe segmentul AB 

Fie F o forfa variabilg, care se deplaseaz5 pe segmentul AB (figura 21). 
Raportat la originea 0, punctul A are abscisa a iar B, abscisa b. 

Forfa r este de forma: F= F(x). 

Pentru a determina lucrul mecanic efectuat de forfa F vom considera 
o diviziune 

A: a = x,, < xl < ... < x,-~ < x, = b 

a intervalului [a, b] yi vom presupune c& forfa F este constant5 cind punctul 
parcurge intervalul [xi, xi+,) ~i valoarea ei este F(Ci), 5, E (xi, x,,~). 

ucrul mecanic efectuat pe acest segment este: 

fnsumind, obfinem cu aproximatie lucrul mecanic efectuat de forfa F 
pe segmentul [a, b]. 

Avem : 
12-1 

$A = F(CJ (xi+, - xi). 
+= 0  

- 
B(&) Fig. 21 

Suma obfinutz este o sum& Riemann pentru funcfia F corespunz5toare divi- 
ziunii A. La limit&, pentru un sir de diviziuni de diametru tinzind la zero, 

2 = F(x) dx. 1: 



Momentul de inerfie a unei bare material& rectilinii in niivcarea ,( 
de rotafie , , 

Fie o bar5 materiala rectilinie care se roteste in jurul unei axe perpen- 
diculare pe ea (fig. 22). 

Notiim densitatea de mas5 de-a lungul barei prin p(x). Fie A = a. = 
= xo < xl < ... < x,-~ < x, = b o diviziune a intervalului [a, b].  Dacii 
presupunem cii intreaga mas5 
a barei [xi, xi+J este concen- 
tratii intr-un punct M,(&) E 
€[xi, momentul de inerfie 
a1 porfiunii [xi, xi+,) este egal 
cu mmnentul de inerfie a1 1 .  t c  

0 - - - - - - '  

A B ---- 
punctului de abscisg 5, si de ,iol xi xi+, ~b J x 
mas5 ~J . (X*+~)  - p(xi). Astfel, 
suma momentelor de inertie a 
tuturor porfiunilor, deci mo- 4 
mentul de inertie a1 intregii Fig. 22 
bare va fi 

r- l  

Ins2 sumele I A  converg pentru un sir de divizipni de diainetru tinzind la 
zero cgtre integrals Riemann-Stieltjes 

$ 3, METODE NUMERICE DE INTEGRARE 

f n  multe cazuri determinarea primitivei unei functii este a problemg ce 
nu se poate rezolva prin metode elementare. 

Atunci se pot folosi sumele Riemann care reprezintg cu un grad oarecare 

de aproximafie valoarea intepaleir f dx. Metoda ins5 nu este des folosit5 
Ja 

din cauz5 cg sumele Riemann converg slab cgtre funcfia f(x). 
0 alt5 categorie de metode aproximative pentru calculul integralelor 

de forma f dx sse obtin hlocuind functia de sub integral5 cu o functie de 
Ja 

interpolare. Vom prezenta citeva din aceste metode. 
* 

Formula lui Newton-CGtes 

Aceasta formu15 aproximativg se bazeaz5 pe inlocuirea funcfiei de sub 
integral5 f(x) cu polinomul de interpolare a lui Lagrange. 

Presupunem cg punctele de interpolare sint repartizate astfel: 
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Se pot intimpla 2 cazuri: limitele de integrare sint gi ele puncte de inter- 
polare si in acest caz formula se numegte de tip ,,inchis" sau limitele de iqte- 
grare nu sint pnncte de interpolare gi atunci formula este de tip ,,,deschis". 

b 
, Ne propunem sii calculim( f d r  gi introducem pawl 

b - a  
It=-. 

n 

Obtinem astfel punctele de interpolare 

x o = a ,  x l = a + h ,  x2=2 tE+a  ,..., x n = a f  n b = b  

cu valorile y, = f(x,). 
Polinomul de interpolare a lui Lagrange asociat funcfiei f(x) cu punctele 

de interpolare xi = a  + in, i = 0, 1, ..., n este 

x - X, 
gi punfnd rl = q[n+ll = 

It 
4 (4  - 1) - a .  (q  - n) 

n (- l)*-iq[n+ll 

Ln(4 = . Yi. 
i=o z ! ( t j  - i)! ( q -  i) 

Cu aceasta integrala cap2t2 forma: 

dx 
Trecfnd la variabila q in aceast5 integral2 obtinem d q  = -- 

h 

b I E - ~  [$ I+  1] 

\ f d x = ~ ~ ~ , ~ - ( - ~ )  dq+Xn(f )  
.a o .o i ! ( n  - i)! ( q -  i) 

sau incii notind 

putem scrie 

unde H,  se nurnesc coeficienfii lui CBtes. Formula obfinuti este de tip irichis 
deoarece am considerat cii a  gi b sint puncte in interpolare. 
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Evaluarea r e s t ~ z t i  in fornzula Aiewton Cdtes. Pentru aceasta vom porni 
de la eroarea cornis5 prin inlocuirea unei funcfii f(x) cu poliflomu1 de inter- 
polare a lui Lagrange si stabilitg la paragraful privitor la interpolarea func- 
firlor. 

Am srabilit atunci cti 

vnde depinde de x ~i este situat intre a si x. 
De aici obtinem c?i 

~i deci: 
I b 

1 R,(f) 1 = (f (x) - Ln(x)) dx / f ( x )  - Ln(x) 1 dx 1 1. 

Obtinem astfel o majorare a erorii comise. 0 expresie exact5 a restului 
K,(f) este data gentru formula de tip inchis de: 

b - a  
cind k = ~i n = 21% - 1 

2m - 2 
qi 

242-1 

- C  I b - n  
p(q) dq cind h = si n = 2112 

. O  2?n - 1 

4 

?(q)  = \ - I )  ... ( y  - 2na + 1) dy. 
-0 

Nu vom da demonstratia acestor evalugri fiind foarte laborioas5.. Ea se 
g8se~te i:~ ,,Metoc3 vicislenia" Berezin Ti Jidltov din 1962. 

dx 
Exrntplu. S5 se determine valoarea integralei 

ye cars o facem cind lu5m ca puncte de interpolare pentru f(x) punctele 



Formula Iui Newton CBtes conduce la: 

(4  - 1)  ( 4  - 2) (4  - 3) (4  - 4) dq. 

4 . 1 ! 3 !  ,, 4(4 - 2) (q  - 3 )  (q  - 4) d q  

H z  = -- 

H3 = 
4 . 3 ! 1 !  

1 
4(4 - 1) ( Q  - 2) ( q  - 3) d4. 

Prezentzm rezultatele in tabloul urmgtor 



Valoarea exact5 a integralei este 

= In (1 + J q  = In (1 + 1,4142) = 0,8620 

Cazuri particulare importante ale formulei lui CBtes conduc la alte 
metode de calcul aproximativ a1 integralei definite. 

Metoda trapezelor 

Aplicind formula lui CBtes pentru n = 1 obfinem 

unde 

sau inca: 
1 

[:f(x) dx = - (yo + YI) h. 
2 

Aproximatia const5 in inlocuirea curbei y = f(x), X E  [x0, x ~ ] ,  cu coarda 
ce uneste punctele Ao(xo, yo) :i Al(xl, y,). 

Eroarea este dat5 de 

Derivind aceast5 formu15 in raport cu lz de dous ori obfinem 

1 
R'(h) = Y(XO + 15) - y (~(xo)  + y(xo + h)) - 

De asemenea 



Integrind in raport cu h si aplicind formula de medie obfinem: 

De asemenea 

S 1 
R(h) = R(0) + R'(t) dt = - - ( t2Jf"(El) dt = 

2 -0 

f n  final rezultii: 

Pentru a obfine o formulii mai precis2 de aproximare considergm inter- 
valul [a, b] de integrare impgrfit in n p5rfi egale 

[XO, XI], [XI, X Z ] ~  [xn-l, x.1 

~i apliciim formula obfinutii pentru .iz = 1 fiecgreia din aceste intervale. 
f nsumind obf inem : 

sau incii 

Fig. 23 

Aproximarea pe care o facem este ilustratii in figura 23. 



Restul este dat in acest caz de: 

LGnd media aritmeticg 

cum f este considerat5 continug, are proprietatea lui Darboux deci exist5 E 
astfel ca 

~ " ( 5 )  = P 
5i deci 

Formula lui Sinlpson 

Luind in formula lui CBtes pentru calculul integralei 

unde 

$i deci: 

* *B 

Din punct de vedere geometric calculul integralei cu aceastH aproxi- 
mztie revine la a inlocui curbe y = f(x) prin arcul de parabola y = f(x) 
care trece prin punctele - 0  0 )  MI (XI, ~ 1 ) .  M2(x2. y,). 
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Restul este dat de 

h 
3 [Y ( ~ 1  - h) + 4y(x1) + y(xl + a)]. 

Derivind de trei ori funcfia R(h) obfinem: 

1 
RV) = b ( x 1  + h) + y(x1 - h)i - ry(x1 - h) + 4y(x1) + 

h 
~ ( x l  + h)] - - [- y1(x1 - h) f: yf(xl  + h)] = 

3 

2 
R"(I~) = - [- yl(% - 18) + yr(x1 + h)] - 3 

1 - - I- yl(xl - 11) + yl(xl + h)] - 
3 .  

Iz 
- -[y"(xi - h) + y"(x1 + h)] = 

3 

1 
R"'(lz) = 3 [ Y " ( ~ I  - h) + y"(xl + b)] - 

1 It 
- - Crn(xi - h) + Y " ( ~ I  + h)] - - [- y"'(xl - I t )  + yU'(xl + A)] = 3 3 

De asemenea R(0) = R1(0) = R"(0) = 0. 
Integrind R"'(h) yi aplicind teorema de medie obtinern: 

6 2 ~  (XI - h, x1 $- h). 



Pentru a calcula integrala 

imptirfin intervalul [a, b] in 2 k  pgr,rfi si notgm 

b - a  
I t=- .  

2 k  

Aplicind pentru fiecare interval [xz,, x,,+J formula lui Simpson obfinem: 

care se numeste formula lui Simpson. 
Eroarea este datg de 

Formula de cuadraturH a lui Gauss 

Ideea formulei de cuadraturg a lui Gauss este de a Pnlocui integrala - 
n 

f(t) dt cu C A,  f(t,), unde f(t) este o funcfie definitti pe [- 1, 11 iar punc- 
1 - 

tele t l ,  tz, ..., t, si coeficienfii Al,  A2, ..., A,  se aleg astfel ca formula 

s5 fie exact5 pentru toate polinoamele f(t) de grad N cel mai mare posibil. 
Deoarece t, ~i A,  sint in numsr de 2n, gradul lui f(t) maxim este 2n - 1. 



Pentru aceasta este necesar si suficient ca egalitatea ( 1 )  sii fie verificatg 
pentru 

f(t)=tZn-l.  f(l) = 1 ,  f(t) = t, f(t) = t  ,..., 
Punind 

2n-1 

f (t) = x C,t&. 
0 

Vom avea: 

1 - (-l),+l 
8' dt = 

k + l  
k impar 

~i deci este suficient sii se determine t, ~i A ,  plecind de la sistemul de ecua$i 

Rezolvarea unui asemenea sistem este o problem5 dificilg. Se poate aplica 
fns5 urm5torul artificiu: 

Se consider5 polinoamele : 

f ( t )  = tkPn(t), h = 0, I ,  ..., 12 - 1 

xnde Pn(t) sint polinoamele lui Legendre. 

Trebuie ca 

Polinoamele lui Legendre au urmiitoarele proprietgti: 

I )  Pn(l) = 1, Pn (-1) = (-1In, 9s = 0, 1 ,  ... 
2 )  Pn(x) are toate rgdiicinile reale intre - 1 si + 1 ceea ce se poate stabili 

dac5 aplickn teorema lui Rolle funcfiei 

f(x) = (x2 - de 92 ori 



3). y Pn(t) tk dt = 0, ( k  < la) 
-1 

ceea ce se aratz astfel: 

1 

Dar: [ ( t2  - 1)"]("-9 1 = 0 deoarece t = l l i  t = - 1 sInt rZid5cini de 
1-1 

ordin ,,nu de multiplicitate pentru funcfia (t2 - 1)" ceea ce arat5 cLi anuleaz5 
~i derivata si de ordin (la- 1). 

Obtinem deci : 

= ( I )  ( k  - 1 . 1 [(t2 - l)n](n-k) dt = Si1 

Aplicind aceastg a 3-a proprietate a polinoamelor Legendre rezulta cZ 

deci 

Dacg punem P,(t,) = 0, i = 1;  2, . .., f i  au loc egalit5tile 

Dar rgdgcinile polinomului Legendre sint toate fn (-1, + 1). Deci luind 
t, ca fiind riidgcinile polinomului Legendre, obtinem A, din sistemul 
n 

xA,t:P,(t,) =O, k =  0 ,  1, ..., r t -  1. 
i=l 



Determinantul sistemului este un determin3.t Vandermonde deci I 

D = 17 (ti - t J )  # 0 deoarece ti # t,. 
aij 

Formula 

\- f (t) dt = C A,f (t,) 
- 1 1 

unde ti sPnt rildilcinile polinomul~i lui Legendre iar A ,  se determinil din 
sistemul liniar considerat se numeste formula de cuadraturr?. a lui Gauss. 

b 

In general pentru a aplica formula lui Gauss integralei ( f(x) dl- se face I 
Ja 

schimbarea de variabils I 
b + n  b - n  x=- 4- ------ t care aduce integrals la forma 

2 2 

b - n  --- 
2 2 

pentru care se poate aplica formula lui Gauss. 
Se obfine astfel: 

b - a   XI dx = - x.42 f(xi) 
2 1 

b + a  b - a  
ca xi=-+-t. i =  1;2 ,..., "$2.  

2 2 % '  

i ,  fiind zerourilor polinomului lui Legendre P,(t). 
Se aratii c5 eroarea fn formula lui Gauss este 

Pentru stabilirea erorii recomandsm lucrarea I. Berezin, N. Jidkov 
,,3ietode de calcul" (Fizmatghiz, 1959, in 1b. rusH, vol. I). 

dx 
Exemplu. S5 se calculeze folosind formula lui Gauss cu 9, = 4. 

Aici a = 0, b = 1, t ,  = - 0,7746, t2 = 0, t3 = 0,7746 deoarece poli- 
nomul lui Legendre pentru YZ = 3 este: 



Urrnsrim calculul in tegralei in tabclul : 

O h s ~ ~ s a t i e .  Folosirca formulei lui Gauss este greoaie datoritii fapfului 
c5 tt sint numere irafionale. 

tj 4. INTEGRALA LEBESGUE 

Pentru a fnfelcge ideea de la care plecilrn pentru a defini integrala 
Lebesgue sii ne amintim cii integrala Ricmann este limita sumelor de forma 

f ( to . L ( & ) ,  f : [a, b] -, R 
I 

unde I(E,) = ti - ti_, ~i reprezintii lungimea intervalului (ti-,, t,). 
lntegrala Lebesgue are in vedere o clasg mai general;; de mulfimi E,, 

aga-numitele mulfimi miisurabile iar clasa funcfiilor f este clasa funcfiilor 
mgsurabile. 

S3 Ismurim aceste 2 notiuni necesare pentru dcfinirea integralei Lebesgue. 
Vom avea in vedere permanent analogia intre nofiunile de spatiu topo- 

logic, mulfimea deschisH, funcfie continur?. pe de o parte ~i pe de alt2 parte 
spafiu mzsurabil, mulfime m5surabilii gi funcfia mgsurabilii. 

Dcfigzi!ia 1.40. 0 familie Sn de submulfimi ale rnulfimii X se nume~te 
a-algebrH in X dacii 312 are proprietiifile: 

1) X E ~  
2) Ilacii A E 3li atunci CA E 8lZ. 

CD 

3) Dacii A = U A,, A,E% atunci A E ~ L .  
I 

En.c~z$Zu. Pentru orice mulfime X, familia h7?2 = 9 ( X )  (mulfimea pHr- 
filor din X) este o a-algebrg. 

DacH 312. este o a-algcbr& fn X atunci X se nClmeste spabiz6 mZsztrabil si 
elernentelc lui 3li se numesc ~ ~ t z t l f i m i  ma's~rabile in X .  



Dacg X este un spafiu mgsurabil, Y este un spafiu topologic iar f : X+Y, 
f :e numeste fu.nc$ie m&surabili dac5 f-l(Y) este o mulfime m2surabilg in X 
pentru orice mulfime deschisg in Y. 

Vom nota spatiul mikurabil cu (X, 3n). 

Teoremi 7.4. Fie Y ~i Z spafii topologice +i g : Y -, 2, g continu$. 
Dacg ( X ,  312) este un spafiu mgsurabil ~i f : X - $ este m5surabilZ 

$i h = g o f atunci 12: X -, Z este mgsurabil5. 

Demo?zstrafie. Deoarece f : X --, Y si f este m5surabilS prin definifie, 

este mulfimea mgsurabilg in X, (V) V multime deschisg in Y. 
Fie U c 2, U mulfime deschisg. 
Trebuie argtat cii hbl(U) este mulfime mgsurabil5 in X. 
Dar h-'( U) = fbl(gbl(U)). 
Deoarece g este continug, g-'(U) este o mulfime deschisg in Y si fV1(g-'(U)) 

este o mulfime mgsurabilg in X deoarece f este m5surabilS. Rezultii c% h 
esxe mgsurabilg. 

Rezultatul se pgstreazg dacg considerCim o funcfie compusg de tipul 
hfx) = @(,(X), v(x ) ) .  Astfel are loc 

Tewe?lta 2.4. Fie G, v funcfii reale m5surabile pe un spafiu mssurabil 
(S, @IZ) ; fie Q, o aplicafie continua a lui R2 in Y, atunci in compunerea 

funcfia h : X -, Y este mgsurabilg. 

x, este o funcfie mgsurabilii dac5 E este m5surabilg. 
Funcfia x, se numeste funcfia caracteristicg a il~ulfilnii E. 
fn leggturg cu existenfa unei a-algebre are loc 

Teoremn 3.4. Dacg 3 este o familie oarecare de submulfimi ale lui X, 
exist5 o cea mai micg c-algebrg 312* in X astfel ca 5 c 312" . X *  se numeste 
o-algebra generats de 5. 

Demo~zstrafie. Fie Q familia tuturor a-algebrelor 3n din X care confin 
pe d (exist2 sigur o a-algebrg anume 9(X)). 

Fie X *  = n nt 
8z.n 

Observgm cg d E 312" deoarece 8 G X (V) a 6 Q %* de asemenea este 
o a-algebrg deoarece : 

co M 

1) Dac5 A,EX* --, A , E ~ L ,  (V) 3 n ~  ICe $i U A,E&X+ U A , ~ g i *  
1 1 

2) X~31t ,  (V) 3lZ~L2 deci X ~ n t * .  

3) Dac?iA~3lZ*-,P,~dn,  ( V ) X E Q - + C A E ~ ~ - - + C A G ~ ~ ~ * .  



Exe~n$l.u. Dac5 X este un spafiu topologic gi considerPm 3 famili2 mu!- 
timilor deschise in X atunci conform teoremei precedente exist5 o cea mai 
mi& a-algebr5 5B astfel ca d c B (ceea ce arat5 c5 orice mulfime deschisg 
este in 8). Mulfimile din 5B se numesc mulfimi boreiiene. 

Teorefna 4.4. Fie 8IZ o a-algebr5 in X ~i Y un spafiu topologic. Fie f :X -+ 1'. 
a) Dac5 Q este familla mulfimilor E c Y pentru care f-l(I3) E atunci 

Q este o a-algebra in Y. 
b) Dacg f este mSsurabil5 si E este o mulfime Borel in Y atunci 

f-l(E) E sn . 
c) Dacj Y = (- co, co) si f-I(%, a) E 3n (V) LYE R, atunci f este m2- 

surabila. 

Demortstrabie: a) se demonstreazg din relafiile 

b) Fie i2 ca in a) ; mssurabilitatea lui f implica cii i2 confine toate mol- 
timile deschise in Y ~i cum i2 este o a-algebra 4 Q confine toate rnrilfimile 
Borel in Y. 

c) fie 52 familia tuturor mulfimilor E c (- co, + oo) astfel c5. f-'(E) E Z. 
Deoarece C2 este o a-algebr5 in (--a, + co) si (a, a )  E Q, (V) a real acest 
lucru este adevgrat si pentru rnulfimile : 

Deoarece orice mulfime deschisg, in (- c ~ ,  + a) este o reuniune ~tlrat5- 
rabili, de segmente, !2 confine orice mulfime deschiG, astfel f este m5surabil5. 

Funcfii simple 

Def&i!ia 2.4. 0 funcfie s m5surabil5 in X care ia numai un nurn5s finit 
de valori in [O, c ~ )  se nume~te funcfie simpla. 

Daca al, uz, ..., a, sint' valorile 'distincte ale unei funcfii simple s si dac5 
A, = (x ,  s(x) = a,), se poate scrie: 

unde %Ar este funcfia caracteristics a lui A,. Leggtura intre o funcfie m5snra- 
bilii oarecare si funcfiile simple este data de 

Teorema 5.4. Fie f : X -+ (0, oo) rn5surabil5. Exist5 funcfiile simple s, 
pe S astfel ca: 

s )  f )  cind $2 -, co, ( Y )  x  E X. 



Demojtstrafie. Pentru n = 1, 2, 3, ... +i pentru 1 < i< %2" definim: I 

Conform teoremei precedente En, ,  si Fn sint mulfimi miisurabile. 
Se vede cii s,-, < s,. 
Dacg x este astfel ca f ( x )  < oo, atunci 

sn(x) > f ( x )  - dacii f (x) = co atunci 

sn(x) = x si acesta aratg cii 

sn (x) + f (x) .  
'CTom defini in cele ce urmeaz2 nofiunea de mgsur2. 

DefirJitia 3.4. 0 mgsurg pozitivii este o funcfie p definitii pe o o-algebrii 
BK cu valori in [0, co) funcfie numarabilii aditivii. Aceasta inseamn2 cB dacg 
(A, )  este o familie numkabilii de mulfimi disj'uncte din 312 atunci: 

Exemple. 1) Fie xo€ X $ p(E) = 
1 ,  x o € E  

0, x06 E 
pentru orice E c X, p astfel definit este o miisurj. 

2)  Fie X = R2 ~i sii consideriirn multimea dreptunghiurilor 

Asociem fiecgrui dreptunghi un num2r 

m(&, b )  = (bl - @ I )  (b, - a,) 
numit aria lui D,: ,. Observihn cii funcfia m astfel definitii este a miisurz 
, fn sensul definifiei de mai sus unde este mulfimea dreptunghiurilor dis- 
juncte din R2. 

Definitia 4.4. Un spatiu rniisurg este un spafiu miisurabil care are o miisurg 
pozitivg definitg pe o-algebra mulfimilor lui mgsurabile. 

fl vom nota (X, BK, p). 
Vom defini mai departe integrala Lebesgue a funcfiilor simple. 
Fie 8TZ o-algebrii htr-o mulfime X +i p o m5sur2 positivii pe A%. 

Defhijia 5.4. Dacii s este o funcfie simp12 miisurabilii pe X de forma: 



si E E  dn definim i 

(facem conventia ca 0, ao = 0). 
Dac5 f este o functie m5surabil2 f : X -+ [0, co) si E E 3TC definim 

f d p = s u p \  a d p  
E 

marginea superioarri fiind h a t 5  in r a p t  cu toate funcfiile simple masurabile 
astfel ca 0 ,< s G f. 

Num5rul f d p  astfel definit se numeste integrale Lebesgue a lui f pe E b 
Pn raport cu mgsura p. 

Proprietgfi ale integrdei Lebesgue 

1) dacii O q f ~ g  atunci \ f dl*< \ gdp .  
* E . E 

2) dac5 A c B ~i f > O  atunci f d p <  f d p .  I S. 
3) dacii f > O  pi c  este constant, 0 ,< c <  m atunci \ c f d p  = c \  f dp.  

d E  * E 

5) dac5 p(E) = 0, atunci f d p  = 0 chiar dac5 f(x) = co in xo€ E. 

6 )  dacgf> 0, atunci f d p =  ~ ~ f d p .  I Sx 

D alt5 proprietate a integralei este data in 

Teorema 6.4. Fie sl si sz functii simple miisurabile pe X. Pentru E E  % 
definim 

. E 

Atunci cp este o mi%suri?i pe 312 ~i 

12 - Analiz5 matematic5 - Cd. 918 



Demotzstrafie. Fie E = El U E2 u ... unde E, n Ej  =, @ cind .t' # j, 
atunci 

I 
unde al, crz, ..., a, sint valorile luate de s. 

Fie PI, jgg, ..., p ,  valorile luate de s2 si Bj = (x, s~(x)  = p l ) .  Dacg I 
Eij  = A,  n E, 
atunci J 

( S I  f 52) d~ = (at + A) ~ ( E u )  
/ 

Elf 
I 

~i 

SI d p  + S s2 dli = 4 ~ ( ~ t j )  + pjli(Ei1) 
Ell 

gi cum X = L) E,, teorema este demonstratg. 
I<i<n 
l<j<m 

Dac5 f este o funcfie care ia valori in [- co, + oo] definim 

n ipoteza c5 cel pufin una din integralele din membrul 2 este finitg. 
Am notat fi = max (f, 0) si f- = min (f, 0) si le numim partea pozitiv5 

respectiv5 partea negativg a lui f .  
0 teorem5 deosebit de important5 referitoare la integrarea Lebesgue 

a unui Sir de funcfii mkurabile este datg de: 

7.4. Teorerna de convergenF a lui Lebesgue 

Fie (fn),,x un sir de funcfii mgsurabile pe X ~i s5 presupunem cB 

a) O<f,(x)<f2(x)< ... < oo, (V) X E X  
b) f,(x) -+ f(xj cind n -+ co, (v) X E X .  

Atunci f este mgsurabil5 si 

Sxf, d B + S X f  dl*, cind n-+ co. 

Nu vom da demonstrafia acestei teoreme. 
Vom stabili in continuare cfteva inegalit5fi mai des folosite in analizg. 
Reamintim definifia unei functii convexe cp : (a, b) -+ 8. 
cp este convex9 dacH are loc inegalitatea 

(Vj n < x < b, a < y<b si O < A < l .  



Aceast5 condifie din definifie poate f i  inlocuit2 prin urmiitoarea condifie 
echivalenta 

.p(t) - ?(s) < PC%) - ?(t) 
t - s  14 - t 

oricare ar fi n < s  < t < u < b. 

Imgalitatea Izbi Jensen. Fie p o mkurg poaitivg pe o o-algebrg din 
!2 astfel ca v(Q) = 1. Dac5 f este o funcfie real5 cu I f 1 iiltegrabilg in raport 
cu p si dac5 n < f < b (V) x E 52 iar T este convex2 pe (a, b) atunci 

De~~zonstraj5e. Fie t  = f dp. Atunci a < t < b. Dacri @ este marginea 

superioasri a raportului 
So 

P(t) - d s )  CU a < < t 
t - s  

atunci 3 este majorat de oricare raport de forma 

Reznlt-2 deci c2 

cp(s) >p(t )  + @(s - t ) .  (a < s < 6). 
Deci 

cp(f(x)) - ~ ( t )  - P(f(x)  - t )  2 0 

(V) x~ Q. Deoarece 9 este continu5 po f este ln2surabilS ~i integrind in amb'ii 
membri in raport cu p,  rezult2 

dar p(Q)  = 1 si t  = f dp cleci, k 
1 

Dacri Q = {PI, pZ, ..., p,) :i ~ ( ( p ~ ) )  = - , f(9,) = xi, obtinem 
.n 



DacZ p((fr))? = ui > 0 cu Xu, = 1 obfinern inegalitatea 

yp ... xzn < alyl + ... + cr,y, " 

luind in inegalitatea lui Jensen, f = In g rezultZl 

Inegalitiitile lui Holder yi Minkovski 

1 1  
Fie $J, q > 0 astfel ca - $ - =F 1. 

4 
Fie X un spafiu mgsur5 cu mgsura p., f si g functii miisurabile pe X 

cu valori in [0, a]. Atunci 

(inegalitatea lui Holder). 
~i 

(inegalitatea lui Minkovski). 

Demonsfraj!ie. Vom considera numai cazul 

f 
Fie F = -  si G =  5 .  

A ' A 
Atunci 

Dac5 XEX este astfel ca 0 < F(x) < a si 0 < G(x) < m exist5 nurnerele 
reale s gi t astfel ca: F(x)  = e"lP, G ( x )  = etIq. 

Deoarece l i p  + l / q  = 1 din convexitatea funcfiei exponmfiale rezult5. 

pentru orice x E X. 

180 -i 



Integrind in inegalitatea de mai sus obfinem: 

fnlocuind F si G cu expresiile lor obtinenl inegalitatea lui Hblder. 
Pentru a argta (2) scriem 

(f + g)f'= f(f + g)" + g(f + dP-I  
qi aplicind inegalitatea lui Holder 

gi la fel 

Adunind membru cu membru aceste inegalitafi gi tinind seama c3 
1 1  - +- -- = 1 rezultg 
9 9 

ceea ce aratg (2). 
1 

Pentru fi = q = - inegalitatea lui Holder capst5 forma : 
2 

.yi se numegte inegalitatea lui Schwarz. 

5. MASURA LEBESGUE 

' Vom da un exemplu de mgsur2 cu care ne intilnim mai des: mgsura Le- 
besgue. Vom indica in continuare modul de construcfie a acestei mgsuri. 

Defim;tia 7.5. hlulfimea I = [a,, b,] x [a,, b,] x . . . x [a,, b,] c Rn cu 
a,, b,eR o vom numi dreptunghi in R". 

Facem convenfia ca s2 fie posibil a, = b, pentru un i eventual. 
0 lnulfime A c Rn care se poate scrie ca reuniunea unui num5r finit 

de dreptunghiuri se nume~te muljinze elementard. 



Spunem cj. m este finit aditiv5. Observh  c5 m(A) > 0. 
Fie 8 mulfimea tuturor mulfimilor elementare A care se scriu ca reu- 

I 

niune de dreptunghiuri disjuncte 2 cite 2. 
fn cazul particular n = 1, 2, 3, m reprezint5 lungimea, aria, volumul. 

1 

Definiiia 2.5. Spunem c5 o funcfie de mulfime definit5 pe 8 nenegativii i 

aditivg este regdatd dac5 exist& pentru orice A € 8  si orice E > 0, o niul- / 
time fnchis5 F si o mulfime deschiG 0 astfel ca: 

~ ( 0 )  - E < ?(A) < ?(F) 3- E. 1 
i n  sensul acestei definitii functia vz definit5 mai sus este o funcfie de 1 

nzulf ime regulatg . 1 
lntr-adev5r pentru orice dreptunghi n-dimensional se aplica definifia 

funcfiei regulate. 

Definiiin 3.5. Fie p o funcfie aditivg, regulatg, nenegativg ~i finit5 pe 8 
~i E c Rn o multirne oarecare pentru care: 

1 

(A, mulfimi elementare deschise). Nurnim miisur5 interioarii a rnulfirnii E, 
nurn5rul p*(Ej definit astfel : 

to 

p*(E) = inf C p(A,) 
1 

unde ps(E) este rn5sura iaterioara' a mulji~nnii E corespunz5toare funcfiei. 
Observ5m c5 tL*(E) 2 0, (V) E E Rn si 

pt(E1) < p*(EZ) pentru El c E2.j 

Are loc 
m 

Temema 7.5. (V) A E 8 --+ p*(A) = p(A) si dac5 Ed= LJ atunci 
1 

Observgn c5 p* este o prelungire a luixp la toate st~bmulfimile din Rn 

Demonsivatie. Fie A E 8 si E > 0, p este regulat5 deci (3) 0 ,  mulfime 
deschis5, astfel ca : 

p(O) < p(A) + E- 

Cum p*(A) < p(0) $ cum E este arbitrar 



Din definifia lui p* exist5 un sir (A,) de mulfimi elementare deschise 
a cgror reuniune s% contin5 mulfimea A, astfel ca 

La fel exist% mulfimea inchis5 F astfel ca 

P(F) 2 P(A) - E 

~i cum mulfimea F este compact5 

rezult5 astfel c5 p+(A) = p(A), cPnd A €  b. 
Fie acum E = U En si p*(E,) < oo. Fiind dat E > 0 arbitrar exist5 

acoperirea (A,,), k = l , 2 ,  3 a mulfimii En cu mulfimi elementare deschise 
astfel ca: 

Atunci 

Defini!in 4.5. Pentru orice 2 mulfirni A si 3 c R" 

f ie d(A, B) = p*(A A B), 

unde A AI? = ( A  - B) 'J (B - A). 
Vom spune c% A, -, A dac5 lim d(A,, A) = 0. 

ti+ m 

Dac5 exist5 un ~ i r  (An),, G N  de mulfimi elementare astfel ca A, 4 , 4  
spunem c5 mulfimea A este finit p-m5surabil5 Si scriem A E 3n*(p). 

Dac5 A este reuniunea unui numgr numerabil de mulfimi finit p-mzsura- 
bile spunem c5 A este mZsurabil5 ~i not&m A ~ m ( p ) .  

Se poate ar5ta c5 mul;fimea m ( p )  astfel construit5 este o-algebr5 iar 
functia p* este numerabil aditiv5 pe dn(p). 

In acest mod functia de multime p definit5 initial pe 8 spunem c5 a fost 
prelungitg la o iunctie de multime numerabil aditiv5 pe o-algebr5 3n(p). 
p astfel definit pe a(?) se nume~te mbura. fn cazul particular cfnd p = 
= m(pe 8) ea se numegte m5sura Lebesgue in R". 

Teoria m5surii constituie baza matematic5 pe care s-a dezvoltat ,,Teoria 
probabilitgfilor" ramur5 de matematic5 in pling dezvoltare. 



8 6. IXTEGRALE CU PARAMETRI 
4 
I 

Fie functia zs = f(x, y), f : D = [a, b] x [c, dl integrabilg in raport cu x 
pe [a, b] pentru orice y, c < y < d. Integrals ! 

este functie de parametru y, y E [c, dl yi se nume~te integalg cu parametru. 
Are loc 

Temema 7.6. Data funcfia f(x, y) este continua in D ; D : a < x < b, 
c < y < d atunci integrals 

este o funcfie continu5 de y pe segmentul [c, dl .  

Dkmmstra!ie. f(x, y) este continu5 in D, D compact deci f(x, g? este 
uniform continua. Rezulta cii pentru (V) E > 0 
(3) 6 = 8 ( ~ )  > 0 astfel incit (V) (x', y'), (x", y") E D  pentru care 

s5 avem i 
I ffx', y ')  - f(xl', y") 1 <A. 

, 
b - a  I I 

fn  particular pentru n-' = x" = x, obfinem cS (V) y l ,  y " ~  (c, a) care 
, 

verificg condifia 
E 1 y '  - ye 1 < &(E) --, / f(x, y') - f ( x ,  y") ( < -. 

b-61 I 

Putem scrie I 

E <S I f(x.yr) - f(r, yn) dx<- ( b  - a )  = B, 
a b-61. 

I J(Y ') - J(Y") I = [E(x, Y ') - f (x, y")l dx IS: 

ceea ce aratZ continuitatea functiei J ( y )  pe [c, dl. 

Observaiie. In conditiile teoremei precedente fun+: F(tr, a, ?I) = 
Pv 

< 

=) f(x, y) dx este continua in interralul inchis 
U 

V : [a, b] x [a, b] x [c, dl. 

Aceasta afirmatie rezult5 astfel: f(x, y) este continu5 in [a, B )  x [c, d]  
deci exist2 constanta C astfel ca I ffx, y) I < C in D = [a, b] x [c, dl.  



Deci (V) (zt', v', y') ~i (u", v", y") din T' are loc inegalitatea 

F(u', v', y ')  - F(uW, v", 31") I = f(x, y) dx - i C 

GI[,f(x,yl) - f(x, y")) dx / + C ur - u" I + C  I vfl - Y 1. 
i 

Fie punctul (zc', v', y') fixat si (u", v", y") -+ (w' ,  v' ,  y'). Atunci termenul 

tinde la zero si deci: 
F(zL', v r ,  y ') -+ F(ztW, vR, yn). 

fn leg5turZi cu derivarea integralelor cu parametru are loc 

2f 
Teorema 2.6. Dac5 f(x, y) si - sEnt confinute in D = [a, b] x [c, d ]  

23' 
r b 

atunci integrala J(y) = \ f (x, y) dx este o functie derivabila in raport cu 

Demonstrajie. Trebuie arZitat cg: 

lim J(r + h) - J(?) = 5 dx, 
h , v h '. a ay 

fn baza teoremei cresterilor finite putem scrie: 

~i astfel 

t - [fj(x, y + h*) - f;,jx, y)] dx. 
- S. r 



Deoarece fi este continua in [a, b] x (c, d l ,  f; este +i uniform continua 
+i deci (V) E > 0 (3) B ( E )  > 0 astfel ca pentru h < a(&). 

C 
I fb(x, Y + Ja) - fj(x, Y) I < - 

b - a  
pentru x IZ [a, b] si orice y, y + I*€ (c, a). 

Putem scrie 

[ f i ( ~ ,  Y + h*) - f j ( ~ j  Y)I 

pentru toti It < a(€). 
In c a u l  in care integrals cu parametru are si limitele functii de para- 

rnetrul respectiv demonstrh : 

Tewema 3.6. Fie f(x, y) ~i fb(x, y) continue in D = [a. b] X [c. dl ?i 
s = p(y), x = +(y) 2 functii cu graficele in D diferentiabile. Atunci deri- 
vata funcfiei 

Demo~stva$ie. Avem : 

J(y) = F(cp(~), ?I(Y), Y) 
unde 

a < u < b, a < v < b, c < y < d, are derivate partiale continue. 

F, = -f(zt, y), F, = f(v, Y), F, = 

Deoarece functiile r* = ~ ( y )  ~i W= +(y)  sint presupuse derivabile rezultg 
,-a F este derivabila in raport cu y +i aplicind r ep la  de derivare a unei 
functii compuse rezulta 

+ f;(x, y) dx unde ZA = ~ ( y )  +i v = #(y). S: 



fn leg5tur5 cu integrarea unei funcfii defil~ite printr-o integral5 cu para- 
metru avem: 

Tewema 7.6. Dacj funcfia f(x, y )  este continuri in D = [a, b] x [c, dJ 
a tunci : 

d b  b d 

] ( y )  dy = ( dy ( f ( x ,  y )  dX = \ dx \ f (x. y )  dy. 

Demomstmiie. S5 argtQm mai general c5: 

pentru a G t < b. 

Va f i  suficient sa argtam c5 

~ ' ( t )  = $'( t)  pentru a ~ t ~  b si ?(a) = $(a).  
t d 

Punfnd F(t, y )  = ( f ( x ,  y )  dz punern ~ ( t )  = ( F( i ,  7) d~ unde F(t, y) 
.'a rlc 

este continua in dreptunghiul D*: a <t < b, c ,< y < d si F;(t ,  y )  = f(t, y) 
continu2 fn condifiile teoremei anterioare. Astfel: 

d 

Punfnd ( ( x )  = \ f(z, y) dy obfinem +(l) = c(x)  dz $i in baaa teoremeior . C .a 
demonstrate anterior 

De aici rezult5 c5 ~ ' ( t )  _= #'( t )  pentru a ,< t  < b gi cum cp(a) = l )(a) re- 
zulta ? ( t ) r + ( t )  pentru a<t < b ~i deci ~ ( b )  = +(b).  

Exenz9le. 1) SZ se calculeze folosind derivarea in raport cu un para- 
metru integrala 

Considerzm integrala cu parametru 

dx. 



dl(.> - X In (1 + a2) - - 
7 -1 (1 + ax) (1 + x2) 

dx + 
1 + a2 

- - In (1 + a2) + a arctg a 
2(1 + a2) 1 + or2 

Integrind acum in raport cu a 

a arctg a 
d a + C =  

1 
= - arctg a .In (1 + or2) -+ C 

2 

Pentru a = 0, J(0)  = 0 deci C = 0. 
Xstfel pentru a = 1 

2)  SS se calcuieze folosind integrarea in raport cu parametru 

xb - xa 
dx, a, b > 0. 

In x 

Vom scrie pentru aceasta: 

' = \: cos (ln $1 ([ xu a.) dx = \: (i. .' cos i'" t) dx ) dl 

Am putut aplica teorema prin care se poate integra o integral5 cu 
parametru deoarece funcfia 

este continu5 in [O, 11 X [a, bl. 
Calcul5m 

facem In x = t ,  x = et ,  dx = et &, ,t E (- co, 0) 



0 
1, = \ et(g+lr c-s t df = et(y'-') sin t 

. -03 

0 ia - ( y  + 1 )  et(.+l) sin t dt = - ( y  + 1 )  e-'("') cos t + 
- m  /-OD 

-I- ( y f  1 ) r  etlgil)cost d i = ( y +  1 ) - ( y +  4 
-m 

deci 

14 Sil se arate cii f ( x )  = x2 este integrabilg in raport cu 

1 
arctg - , x E (0, 11 si sil se calculeze 

x  
g(x) = 

0, x = o  
2 S e calculeze x2 dgunde g(x+ =( ( : 1 

x3E - , xE(O, 11 unde E este 

.t 

partea intreagg a numrirului . 
X 

31 Sil se calculeze cu ajutorul integralei, 

lim 
1" + 2- +... + d ,  > O. 

n-tco 12,k+l 

Sil se calculeze cu aproximafie S = 1 + 25 + ... + loo5. 

44 Funcfia y  = y(x )  este definitg implicit de ecuafia 

SB se calculeze y'. 



4 S5 se determine extremele funcfiei 

6/ S5 se calculeze urrnstoarele integrale: 

r t e t c o s a t  dl, \ x n l n x d r ,  v L  
0 - 0 x4 + 1 - - 

X 

1 - cos x dx dx 
dx. \- S 

1 + cos x sm x sin x -+ cos x 
irC - - 

7. S5 se calculeze: - 

8. S5 se arate cg 
0 

ctg dt 
= 1 

- 1 t ( t2  + 1) - 
e 

9. Sii se calculeze stabilind o formu15 de recurenfa, integralele: 

I$& S l  se arate c l  dace f este periodic5 (f(x + T) = f(x)) 

11. SH se calculeze folosil~d dezvoltarea in serie de puteri integralele: 

12. F5rB a calcula integrals s l  se arate, c5: 



131 S8 se calculeze aria elipsei 

x2 y2 
- T + s = l  

14. S8 se calculeze volumul elipsoidului 

15. SB se determine aria obtinutz prin rotirea curbei y = 2x - x2 in 
juml asei Ox, XG [O, 21. 

161 SZi se calculeze masa unei bare de lungime I = 10 m dacB densitatea 
de ma& variaz8 dup2 legea p ( x )  = 6 f 0,3x unde x este distanfa unui punct 
a1 bazei la capgtul ei inferior. 

17. S8 se determine lucrul mecanic efectuat de forfa: - 
P = (x2 - X) i cind acesta isi deplaseaz8 punctul de aplicatie pe 

2 
segmentul [0, 21. R: - 

3 

18. S8 se calculeze aria sectorului msrginit de curba r = a (1 + cos 6). 
' 

1 3  S5 se calculeze cu formula lui Simpson 

dx 
alegind i.t = LO. 

20. S% se calculeze 

B(m, n) = xm-l(l - ~ ) ~ - l  dx, m, gz E N C' 
-'o 

21. SB se calculeze 

Considerind-o integral2 cu parametru. 

22. Sg se calculeze F 1 ( x )  dac2 -- 



CAPITOLUL VI 

INTEGRALE IMPROPRII 
1 

fj 1. DEFINITII  $1 PROPRIETATI ALE INTEGRALELOR 
IMPROPRII 

1 
1 

S-a studiat notiunea de integralii 'lb fix) dx,, unde s-a presupus intervalul 
.'I4 

de integrar,e [a, bJ compact, iar funcf~a f miirginitii. Exist5 probleme care 
conduc la extiaderea notiunii de integral3 definitg. 

Fie funcfia f : [O, a) -+ (0, 11 definitz de 

f (x) = e-' 

Aria portiunii din plan cuprinsii intre dreptele x = 0, x = u, y = 0 ~i graficul 

funcfiei f este datii de e l d r  = 1 - e-Y. Este natural s5 consideriirn aria 
.lo 

cuprinsii intre dreptele x = 0, y = 0 si graficul functiei f ca fiind egal5 cu 

e-%dx = lim (1 - e-") = 1. 
I(-+ 03 

Fig. 24 Fig. 25 

Dacii consideriim funkfia f : [1, co) -+ (0, 11 definitii de , 



atunci nu mai putem da un sens natural notiunii de arie a porfiunii plane 
cuprins5 intre dreptele x = I ,  y = 0 ~i graficul functiei f ,  deoarece 

$i alte probleme ne conduc la studiul existenfei unor limite de forma 

Sintern condu~i in acest iel la: 

Defisiiia 1.7. Fie f o funcfie clefinit5 in [a, a). Presupunem c&, f esle 
integrabilg pe orice interval compact [a, zd] c [a, a). S5 puncm 

F(u) = f(z) dx. 

Dac5 lim F(16) exist5 si este finits, ztunci spunem cH f este integrabirs ge 
u* m 

[a, mf si punem prin definifie \: i(x) dx = lim ~ ( u )  
u+m 

-- 

Despre integrala din stinga spunem c5 este convergentg. 0 integrals care 
nu este convergent5 spunem cH este divergentg. 

Limitele de tipul (2) sau (3) conduc la integrale pe intervale de forma 
(--a, n] sau (- m, a) iar integralele corespunz5toare se noteazi 

[ f(x) dx ; f (x) dx 

~i pot fi aduse la integrale de tipul celei date in definifia 1.1. f n adev5rir, f5cfnd 
schimbarea de variabil5 x = - t obtinem 

f(x) dx = lim f(x) dx = lirn 
u+-m S 

fn  mod asem5n5tor obfinem 
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Sii considersm acum funcfia f definit8 prin 

f(x) = - In x : (0, I] -, [0, a) 

dac8 zl e (0, 11 atunci aria porfiunii plane cuprins8 intre dreptele x = u, 
y = 0 gi graficul funcfiei f este dat5 de 

Funcfia f nu este definit8 in 0 si nu putem pune problema integrabilitgfii 
lui f pe [0, 11. 

fn  definifia integralei Riemann am presupus f m8rginitii pe [a, b] iar 
in cazul nostru f nu este m8rginit8 pe (0, 11. Vom considera aria cuprinsii 
intre dreptele x = 0, y = 0 si graficul Iui f ca fiind egal5 cu 

lim F(zt) = lim (1 - u + w In 06) = 1 
u+o  ~-3.0  

$i alte probleme ne conduc la studiul esistenfei unor limite de forma 

Sintem condusi in acest fel la: 

Defini$a 2.7. Fie f o funcfie real8 definii5 pe [a, b). Presupunern c5 f 
este integrabil8 pe orice interval compact [a; 261 c [a, b) .  

S5 punem 

data lim F(u) exist5 $i este finitH, atunci spunem c5 f este iategrabi!; pe 
u+b-0  

[a, b) gi punem prin definifie 

b-0  
f(x) dx = lim F(Y) Sa z c i b - 0  

Despre integrala din stinga spunem c8 este convergents. 0 integral8 care 
nu este convergent5 spunem c5 este divergentri. 

Limitele de tipul (2') sau (3') conduc ia integrale pe in~ervale de forma 
(a, b] sau (a, b) izr integralele corespanz5toare se noteaz8 cu 

b  
f(a) da ;  Y - O  f(x) clx. 

. \a+o . G + O  



Se arat5, in mod aseman5tor ca mai sus, c% aceste integrale pot fi aduse 
la integrale de tipul celei date in definifia 2.1. Pentru 

se mai foloseste notafia 
c 

Se vede irnediat c5 dac5 funcfia f este definit5 ~i integrabila pe [a, b],  atunci 
f este integrabil5 pe [a, b)  ~i integralele coincid. 

Exist5 funcfii integrabile pe [a, b) care nu sint integrabile pe [a, b]. Pentru 
ca aceasta s5 se intimple este necesar ca funcfia f sB fie nem5rginit5 pe orice 
interval [u, b) cu a<u<b. 

Ex&)nplu: fie 

Dup5 definifia 2.1 avem: 

S " dx = lim 2(1 - - u )  = 2. . f(x) dx = lim - 
u-tt -0 J1 - x u+t-o  

Deci f este integrabila pe [0, 1) dar nu este integrabils pe [0, I] deoarece 
este nem5rginit5 pe [0, 11. &. 

Am abordat mai sus dons probieme, aceea a integrabilitsfii unei functii 
pe un interval nem5rginit ~i aceea a integrabilitgfii unei functii nemgrginite. 
Fiecare dintre aceste probleme este un  caz particular a unei probleme mai 
generale ~i anume aceea a integrabilitgtii unei funcfii pe cn interval necompact 
[a, b) (a finit, b finit sau infinit, n<b) in cazul in care funcfia este integrabils 
pe orice compact [a, u] c [c, b).  

Definitia 3.1. Fie f o functie realri, definita pe [a, b) (b finit sau infinit) 
;i integrabil5 pe orice interval compact [a, u] c [a, b). a 

S5 punem 
, . 

F ( U )  = f ( s )  dx. 
.a 

Dac2 lim F(u) exist2 si este finit%, atunci spunem c5 f este integrabila 
u-tb 
u i b  

>e intervahl necompact [c, b ) ,  s8u integrabilri impropriu pe [a, b) ;i punem 
prin definitie 



Paesfi~e lntegrala din stinga spunern cg este convei-gents. 0 integral5 care 
nu este convergentri spunem c5 este divergentg. 

departe trom da o condifie necesarg si suficientg de convergenfa a 
nnei ir,xegraie. Pentru aceasta sint necesare urm5toareie teoreme. 

Teovema 1.7. Fie f o funcfie real5 definit5 pe [a, b) (b finit saw infinit) 
qi f integrabil5 pe orice interval compact [a, ZL] c [a, b). Dac5 a <c <b, atunci 
in t egraieie 

sint in acelasi timp convergente sau in acelasi timp divergente. 

F(l6) = f (z) dx ; G(u) = [ f (Z) dx ; 

A = [ f(x) dx. 

de unde se vede c?i lim F(zr) exist5 si este finit5 dacg si numai dac5 lim G(u) 
u+b-0 u+b-0 

exist2 gi este finitg. 

T e m ~ m a  2.1. Fie f si g doug functii reale definite pe [a, b) (6 finit sau in- 
Pinit), f gi g integrabile pe orice interval compact [a, zl] c [a, b). Dacg inte- 
gralele 

sint convei-gente atunci ~i integrala (Af(x) f Bg(x)) dx este convergeny5, 

unde A ~i 3 sint constante. 
S 

S ( A  f(x)+ Bg(x)) dx = lim (A f(x) + Bg(x)) dx = 

= A lim 1 f(z) dx + B 
u-tb-0 



DupH cuin se vede din definifia 3.1 convergenfa unei integrde rcvinc 
la existenfa ~i finitudinea Iimjtei funcfiei F ( u ) ,  in legZtnr5 cu care avem 

Teorema 3.1. (C~iterizd lui Cauchy-Bolznfao). Fie F o func-fie real5 defi- 
nit5 pe [a, b)  ( b  finit sau infinit). Pentru ca lirn F(zr) sZi existe yi s2i fie finit% 

u+b 

este necesar si suficient ca pentru orice E > 0 s5 existe boi&), n<b&) < b, 
astfel ca oricare ar fi 24' ;i u" cu bg(&) < u1 < $1" < b s5 avem 

Deino?zstma$ie. Vom arHta mai intii necesitatea condifiei. Fie: 

lirn F(u) = 1 
r+b-0 

Atunci, pentru orice E>O, exist5 b,-,(~), a<b,,(~)<b, astfel iac?cil- oricare 
ar fi 14 cu bO(c) (14 < b s2i avem (F(u) - Z I <E. Fie u' si zb" astfel incit &(E) c 
< 21' < u" < b. Avem 

de unde rezultH 

~i necesitatea condifiei este demonstrat5. 
Ar5tZm suficienfa ccndifiei. Fie ~ i r u l  (u,) cu 24, < b ~i u, + 6. Deci p~ntru 

orice E > 0 exist5 un rang N ( E )  astfel incit pentru YZ > N(E) s5 avem $ t ~ )  < 
< an .= b. Fie 1% > N ( E ) ,  avem b,,(~) < urn < b ~i in baza ipotezei rezult& 
inegalitatea 

Deci $rul (F(z!,)) satisface criteriul de convergent5 a lui Cauchy; exist8 
:i este finit5 limita 

lim Ffzt,) 
n3a) 

SotH1:1 cu 1 valoarea acestei limite. Dacg pentru orice alt sub~ir ($4;) 

cresc2tor ~i convergent la I arem 

lim E;(u;) = 2 
n+ co 

atnnci suficienfa condifiei este de~~onstratH. 
S% yrezupunem, prjn reducere la absurd c5 

irnde 1' + I .  Ccnzider2m sirul 

ul, 2 ;, zs,, a;, ..., ?he, zc;, .. . 



Acest sir tinde la b dinspre stinga, deci sirul 

are'limit5 finitg. Fie I" valoarea acestei limite. Deoarece un ~ i r  convergent 
are aceea~i limit5 ca orice subgir a1 s5u iar sirurile (F(u,)), (F(u;)) sint sub~iruri 
ale ~irului cu limita I", rezult5 c5 I = I' = I". Contradicfia obfinutg demon- 
streaig teorema. 

0 condifie necesar5 si suficientg de convergent5 a unei integrale este 
dat5 de 

Teorema 4.1. (Craterid Zai Cauchy). Fie funcfia real5 f definitz pe [a, b) 
(b finit sau inifnit) ~i f integrabil5 pe orice interval compact [a, u] c [a, 6). 
0 condifie necesar5 si suficient5 pentru convergenfa integralei 

\- f (x) dx 
.la 

este urmztoarea : 
pentru orice c > 0 exist5 b0(&). a < b0(e) < b, astfel incit oricare ar f i  u' $ 
u '  cu b0(&) < ~6' < u'' < b s5 avem 

ru 
Demmstra$ie. Considergm funcfia F(u) = \ f(x) dx. Convergenfa integra- 

f(z) d r  este echivalenta cu existenti gi finitudinea limitei lim f(x) dx. 
* + b  .a 

,.a,' 

Observgm c2 F ( d )  - F(u") = \"" f(x) dx si aplicind criteriul Cauchy Bol- 
JU. 

zano funcfiei F(u), rezultg demonstrafia criteriului dat. 

Definiiia 4.7. Fie f o funcfie definitg pe [a, b) (b iinit sau infinit), inte- 
r h  

grabil5 pe orice compact [a, u] c [a, b). Spunem c5 integrala \ f(x) dx 

este absolut convergent5 dac5 I f(x) I dx este convergent%. \: 
Teorema 5.1. Fie f o funcfie dei-init5 pe [a, b) (b finit sau infinit) si f inte- 

Pa 

grabilz pe orice compact [a, u] c [a, b). Dacg integrala f(x) dx zste absolut 

convergentz, atunci ea este convergent% 

Demonstrajie. Din criteriul lui Cauchy (necesitatea condifiei) aplicat 

integralei (bf(x) dx rezulta c5 pentru orice E > 0. exist5 b , ( ~ ) ,  acE, (~)  < b, 
Ja 

astfel incit oricare ar f i  u' si u" cu b0(&) < u' < un < b S& avem 
I 

I 



Dar / \:: ~ ( x )  dx / 6 / \: 1 f(x) dd / ;i deci pe baza aceluia~i criteriu (sufi- 
I 

cien-fa condi-fiei) rezultg cg integrala f(x) dx este convergentii. C w a 

Observati~.  Pe un interval compact integrabilitatea Il i  f atrage dupii 
sine integrabilitatea lui / f 1, clar nu ~i reciproc, Teorema 5.1 arat5 c5i pe un 
interval necompact din integrabilitatea lui I f I rezultg integrabilitatea lui f. 
Reciproc nu este adevgrat, adic5 din integrabilitatea lui f pe un interval 
neco~pac t  nu rezclt5 integrabilitatea lui 1 f 1. 

Definifia 5.7. 0 integral5 improprie se numeste semiconvergent5 dac5 
este convergent5 dar nu este absolut convergent%. 

Vom da mai departe un exemplu de integral5 semiconvergent5. - * 

5 2. INTEGRALE IMPROPRII DIN FUNCTII POZITIVE , 

Ultima teorem5 pune in evidenfii necesitatea studierii integralelor pk , 
interval necompact in cazul 4n care funcfia de sub semnul integral5 este 
pozitiv5 . 

Teorema 1.2. (Printztl criterizt de cmtparaj!ie). Fie f ~i g dou5 funcfii 
reale definite pe [a,  b) (h finit sau infinit) si integrabile pe orice interval 
compact [a,  w] c [a,  bj.  Presupunem 

1 ) 0 ,< f (x) ,< g(x) pentru orice x~ [a, b) 

2) iniegala g(x) dx este convergent5 s: t 

Atunci ~i integrala i (x)  ds este comergent5. F" 
.a 

Demonstmiie. Fie u E [a, b) din inegalitatea 1) si proprietatea de mono- 
tonie a integralei Riemann avem 

din 0 < g(x) si 2) rezults 

din (3) si (4) obfinem F(u) d gfx) dx F" 
.a 



Pim urnare funcfia F este mrrginitg pe [a, b) ~i evident este crescZitoare. 
Apdar lim F(u) exist& este finits ~i in plus 

u+b-0 

Cosseci;rz@. Fie f si g doug funcfii reale definite pe [a,  b) (b finit sau 
infinit) gi integrabile pe orice interval compact [a, g] c [a, b). Presupunem c2i : 

1) 8 < f(x) < g(x) pentru orice X E  [a, b) 

2) integrala f(x) dx este divergentg. 

b 
Atunci pi integrala ( g(x) dx este divergentii. 

.)a 
Demonstrafia este imediatj dac5 finern searna de primul criteriu d t  

cornparatie. 
I Teore$?ra 2.2. (A1 doilea criteriza dz co?izjmra,$ie). Fie f ~i g dou5 funcfii 

reale definite pe [a, b) (b finit sau infinit) ~i integrabile pe orice interval compact 
€a, ti] c [LF, 6). Presupunem c5: 

I) f(x) > 0 pi g(x) > 0 pentrn orice x~ [a,  b) 

2) lim f ( x ) = A > ~ ;  d # m  
x - x - o  g(x) 

Atmdi  <n+eplele g(x) dx sint in acela~i timp convergente sau 

in acela~i rimp divergente. 

Demol-zst~atie: din (5j rezult5 c5 pentru orice c > 0 (s < A )  exist5 bg(zj,  
C a < b , ( ~ )  < 6 ,  astfel incit oricare ar fi x cu 

bo(z) < x < b sri avem 

b 
P e  ham teorernei I. 1. din convergenfa integral4 ( g(x) dx rezulta convcr- 

genfa integralei g(x) dx care la rindul s5u implicg conmrgenfa inte- 

Fb "" \,,., ( A  + E) g(x) dx.  Pe baza primului criteriu de comparafie, tinind 



b 

cont cie (6). deducem c5 qi integrala \ f(x) dx estc convergenti, raie la rin- . bO(4 
dul s2u implica (pe baza teoremei 1. I .) convergenta integralei r f(x) dx. Dac5 

.'a 

gfx) - 1 observ%m c2 din ( 5 )  avem lim - - - > 0 ,  atunci procedhd in mod 
x + b - 0  f ( ~ )  A 

\ ,  

b 

asem5nZtor ca mai sus, convergenta integralei f(x) dx implicg convergenta 

b Sa 

integralei ( g(x) dx, deti cele dou5 integrale converg in acelagi timp. 
.la 

fn mod asemjn5tor se arat5 c5 cele doua integrale diverg in acelasi 
timp . 

dx ' Exel?zplu: Integrala dx 
are aceeasi nalur5 cu integrala 

f (4 deoarece in acest caz lim - = 1. 
x+1+0 gfx) 

Un rol important in folosirea criteriilor de cornparatie il joacii urmiitoare'le 
dou8 integrale : 

dx convergent5 dac5 u < 1 

divergent5 daci u 2 1 

fn adevzr, pentru a# 1, avem 

" dx 
dx = ~ i m f  - - - lim (b - x) - - . a (b - x)" u+b  * a  ( b  - x)" 

- 1 
-. - - dacg a < 1 lim [(b - zh)l-" - (b - a) 

1 - O: u+b 
oo dac2 Y. > 1, 

Pentru u = 1, avem 

- = n r n r L -  - Lim in (b - x) [ - m 
0 - , X  u + b . , ,  b - x  u+b 

Pentru cea de a doua integral2 avem in cazul a# 1 

- 1 
-- dac5 E > 1 lim (I$'-" - al-a 

1 - au+m 
co dacj u < I .  



Pentru a  = 1, avem 

Folcsind aceste integrale avem urm2toarele dou5 teoreme. 

Teorema 3.2. Fie f o funcfie real5 pozitivg pe [a, m), a > 6 si integrabilg 
pe orice compact [a, u] c [a, co). Presupunem ci. 

lim xa- f (x )  = A  
x - t m  

(7 )  

Atunci 

1) dace a > 1 gi 0 < A  < m, integrals\ f(x) dx, converge 
"a 

2) dacg a < 1 si 0 < A < m, integrala f (x )  dx ,  diverge. C" . II 
Demonstra!ie. Din (7 )  rezult5 c5 pentru orice E > 0, exist5 6 0 ( ~ )  astfel 

incit oricare ar fi x > bO(c) avem 

A - E < x ~ ~ ( x )  < A + &  

din ultima inegalitate, deoarece xu > 0, avem 

Pentru a >I  si 0 < A  < co, finind cont de inegalitatea'' din dreapta, 

integrala f(x) dx converge. S." 
Pentru u 6 1 ~i 0 < A ,  tinind cont de inegalitatea din stinga (cu E < A ) ,  

ffx) dx diverge. 

5 
Lu5m a = - - & ;  E > 0 ,  atunci 

2 

& 
3 .-- E In x  In x  

lirn f (x )  x2  - = lirn x  = lini - - 1 
- lim - - - 0 

x+ m x - t  m 4- ++m xE x+m E X =  

3 
Putem alege E > 0 asa fel incit - - ~ 1 > : 1  si deci integrala este cdn- 

2 
vergentg. 



X 
EuSm K = 1, atunci lirn x f ( x )  = lim . = 1 gi deci integrala este di- 

x+ m n + m  J x 2  + 1 
vergenta. 

Tewema 4.2. Fie f o functie real5 pozitivg pe [a, b) gi integrabilg pe orice 
compact [a, u] c [a, b) .  Presupunem c5 

lirn (b  - x)" f ( x )  = A 
%+by@ 

Atunci 

1 )  dac5 rr <" 1 ~i 0 < A < a, integrala r f(x) dx converge 

2) dacg a 2 1 ~i 0 < A < a, integrala f ( x )  dx diverge S: 
Demolzstra!ie: Din (8) rezultz c5 pentru orice E > 0 exist5 bO(c), a < b o ( ~ )  <b9 

astfel incit oricare ar fi x  cu bO(c) < x < b  s5 avem 

din ultima inegalitate, deoarece (b - x)" > 0, avem 

A - E  
A + & ; bo(&) < x < b < f ( x )  < -- 

( b  - x)" (b  - x)" 

Pentru a < 1 yi O < A  < a, finind cont de inegalitatea din dreapta, inte- 

grala f(x) dx converge. . S 
Pentru a > 1 si 0 < A < oo, finlnd cont de inegalitatea din stinga (cu E < A ) ,  

f ( x )  dx diverge. 

1 1 X - 1 
Lugm a = - , atunci lim (1 - x)T f ( x )  = lim (1 - x ) ~  - -- - ~i 

2 %+I-o .%-+I-o 4 1 - x 2  42  
deci integrala este convergent% 



1 1 . . .  
Luam Y: = 1, atunci lim (1 - x) f(xj = lirn (1 - x) =-. - ;I declln- 

x+1-0  x + l - 0  1 - x 2  2 
tegrala este divergent%. 

$ 3. IXTEGRALE IMPROPRII D I S  FUNCTII DE SEXN PARIABIL 

Toaie criteriile de convergenfg date ping aici, cu excepfia criteriulr~i 
lui Cauchy, se rei~rH la fullcfiile pozitive. Vonl da in continuare un criteriu 
de convergcnfa pentru integralc, pe interval nemgrginit, itin functii de scmn 
v ariabil. 

Teovcrnct 1.3. (Critrriul lui Tlirich!el). Fie i ~i g dou5 lunctii reale definite 
pe [a; co). Ilac5 

. 1) funcfia f estc ccntinuj +i are o primitiva F rngrginitg [a, a); 

2) functia g are derivata continua pe [a, co) ; 

3) f~znclia g este monolon descresciitoare pe [a, a); 
4) lim g(x) = 0. 

x+ rn 

Atunci integrala f (x) g(x) dx este convergent5. i" . a  

De~.nonstm!z'e: Din pri~nele dou? ipoteze rezult5 ca funclia f g este con- 
tinua [a, co) ~i dcci integlabils ~c orice interval c~inpact  [a, ze] c [a, a). 
Integrfnd prin p5rfj ~ rcducv l  f . g  pe intervalul [n, zt] obtinem 

f ( x )  g(x) dx = g(x) dF(x) = ~ ( x )  F(x) - C 1: 

Din ultimele dou5 ipoteze deducem c% g>O pc [a, co). Functia F fiind pre- 
:upus5 mZrginita pe [a, w), avem 

I g(zt) F(u) I < Mg(u); unde M = sup 1 F(x) I 

Pe baza ipotezei (4) obfinem 

lim I g(u) F(u) I < lim M ~ ( u )  = 0 
P i + "  u--t " 

Functia g fiind presupusg monoton descresc5toare rezult; cg g'<O pe 
[a, w) de unde 

IF (x) g'(*) 1 dx < M 1 g' ( r )  I dx = - M g'(x) dx =M(g(a) - g(zr)) 4 Mg(a) .  



fn acest nlod integrala 1 F(x) gl(x) 1 dx cste m5rginit5, de unde rezult5 F" 
.a 

m 

c5 integrala \ F(x) gl(x) d estc absoliit convergent2 dcci gi convcrgent8. 

l i ~ n  f(x)g(x)dx exist5 gi estc linit5. 
u+w \a 

* sin x 
Exceaplu I. Intcgwla \ --- dx este convcrgcnt5. In adevk, dcscom- 

.o 
puncrn sum% dc doug integrale: 

d ? ~  = Il f 1' unde I, = 

Pentru a stabili convergenfa intcgralei I, cste suficient s5i observ5m 
sin x 

cg limp- = 1 ~i deci putem prelungi functia de sub semnul integral5 
x+8 X 

la o functie continu5 pc [0, I]. Fie 

Functia f este continu2 pe [0, 1) ~i deci integrabilii pe acest interval, dc uncle I, 
este convergent& Pentru a stabili convergcnta integral4 I2 folosim criteriul 

1 
lui Dirichlet unde i(x) = sin x si g(x) = -, funcfii f ~i g satisfac conclitiile 

x 
1 

cerute. fn- adevgr 1 I (x )  1 = 1 - cos x 1 < 1 iar g(x) = - este descrcsc5toare 
Cv 

* sin x 
Exemplzt 2. \ -dl, co a>O, este convcrgcntg. Daca alegcm f(x) = 

.o xa 
1 

= sin x ;  g(x) = - ; a > 0, conditiile criteriului lui Dirichlet sint satisfgcute. 
X" 

W m 
Exm*lu 3. Integralele lui Frcsnel ( sin x2 dx; [ cos x' dx slnt con- 

20 
30 

Je  
1 

vergente. DacP consideram prima integral2 avem ( sin xZ dx = ( sin 2' + 



m m + ( sin x2 dx. F5ctnd schimbarea de variabia t = x2 obfinem ( sin xQdz = 

sin t 
sin x2 dz  = ,li: 5:' dt. 

r + m  

sin t 
Integrala I dt este convergent5 deci gi integrala sin xQx este con- 

m 

vergent5. In mod asem5ngtor se aratg convergenta integralei ( cos x2 dx. 

Observajie. Studiul convergenfei integralelor pe interval mgrginit din 
funcfii nemgrginite si de semn variabil se reduce la studiul convergenfei 
mtegralelor pe interval nemzrginit din funcfii de semn variabil. fn adevgr, 

Ph 

s5 consider5rn integrala \ f(n) dx ; - m < a < b < m ; cu f nerngrginitg ~i 
Ja 

de semn variabil pe orice interval [u, b] c [a, b). F5cind schimbarea de va- 
riabii5 

bt + a 6 - a  x = -- , dx = dt; obfinem 
t + l  (t + 

f (x) dx = lim (b - a) 
u+ b 
u < b  

I 

$ 4. INTEGRALE IMPROPRII $1 SERII NIJXERICE 

Fie f o funcfie real5 .definitg pe [a, b) (b  finit sau infinit) ~i integrabilz 
pe orice interval compact [a, zd] c [a, b). 

Fie a = b, < b, < b, < ... < b, < ... < b, un sir cresc5tor cu lim b, = b. 
k+ m 

C-a ajutorul sirului considerat putem defini seria numeric5 

bk+1 
a1 cirui termen general este u, = \ f(z) dx. 

, ... - 
dbk 

Teorema 1.4. Dac5 integrala f(z) d r  (2) este convergent5 atunci ~i seria 
Ja 

(1) este convergent5 si are loc egalitatea 

:. , 

Dacg f este pozitiv5 pe [a, b) atunci este valabilg ~i afirmafia reciprocg adic5 
convergenta seriei (1) implic5 convergenta integralei (2). 



Demonstra~ie. Pentru seria (1) amrn 

~i deci 

fi-1 bt+, 

lim Sn = lim C f (x) dx = l i ~ n  f (x) dx = [ f (x) dx 
n-t m ?2-tm k=u 1 br n+w bo 

adic5 convergenfa integralei (2) implicii convergenfa seriei (1). fn cazul 
4n care f este pozitiv5 pe [a, b) si seria (1) este convergent5 not5.m cu S suma 
sa. Pentru orice u cu a < ZL < b, putem giisi un .n = %(a) astfel incit zs < b,. 
Folosind faptul c5 f (x) 2 0 avem : 

adic5 funcfia F(u) = C" f ( s )  dx, este marginit5 pe [a, b). Pe de altg parte 

funcfia F(u) este monoton cresciltoare ;i deci lim F(u) = f(x) dx, exist5 si 
u+m . - 

este finitii. 

I )  Dac2 funcfia f nu p5streazil semn constant pe [a, b), atunci conver- 
genfa seriei (1) nu implic5 totdeauna convergenfa integralei (2). Exemplu: 

c0 2 ( k + l ) n  co 

sin xds = - C c o s x / ~ ~  = -COT 0 
k-0 k=O 

este convergent5 dar integrala sin x dx este divergent& deoarece r 
= lim sin x dx = lim (1 - cos zh), nu exist5. 

u+ m 5: zc+ m 

2) Dac5 seria (1) este, convergent2 pentru orice ~ i r  (b,) cu b, < b, atunci 
rezultii ;i convergenta integralei (2) chiar dac5 f nu este pozitiv5 pe [a, b). 

3) Exemplu de integral5 semiconvergent5. . 

Worn ar5ta c5 integrala dx nu este absolut convergent% Pentru 

1 sin x I 
aceasta vonl reduce studiul integralei dx la studiul unei serii nu- 

merice. Avem egalitatea 
5. x 

F / s i n x j  1 sin xl ..=q -- dx. 
y10 *y n=O n x  X 



Tlac% faccm schirnbarea de variabilg x = I Z ; ~  + t obiinen1 
(fl+*!z Isin ~j sin t 

dt. Aveln deci 
JBR X IZX + t 

* sin t 
d r  = C\ dt> 2 r s i n t d t =  

,z=0.0 $ 2 ~  + t n = o  x(+z + 1) 

1 
Cum scria c -- este divergentri, folosind partea a doua a teorcmei 

ss ,=o n + 1 

1.4. deducem c% integrala dx este divergent%. 
-0 

Teorenza 2.4. (Criteriztl integml al lui Cauchy). Fie f o functie realri, 
pozitivg ~i descrescZtoare pc [I, a), atunci seria 

este convergent5 dac5 si numai dacg integrala 

este convergent%. 

Demonstraiie. Funcfia f fiind descrescgtoare pe [I, 0s) este integrabila 
pe orice interval compact [I, 2.61 c [I, a). Dacj. k < x c k + 1, deoarece 
f este descresc%toare, avem 

de rnde deducem 

Suinind dup% k de la 1 la qz obfinem 

n 

Dacg notarn S, = f(k), inegalitatea (5) devine 



Presupunem integrala (4) convergent5 si s% arst5ni c5 seria (3) este conver- 
gent5. Fzncfia f fiind pozitivii are loc inegalitatea 

Folosirld inegaIit5file (6) ~i (7) obfinem: 

a-lir5 ~ i r u l  sumelor parfiale (S,z) a1 seriei (3) este iniirginit. Pe de altri parte 
qirul (S,) este cresc5tor (deoarece f este pozitiv5) gi deci convergent. Prin 
urmare convergenfa integralei (4) implicri convergenfa seriei (3). 

Presupunem seria (3) convergent2 ~i fie S  suma sa. Are loc inegalitatea 
S ,  I S, pentru 1.t = 1, 2, ..., de unde deducem folosind inegalitatea (6)  c5 

Flit f(r) dx a s 
"1 

Fentru orice U E  [I ,  co) putem grisi un n = fa(zt) astfel incit u < n(zr). Funcfia f 
fiind pozitiv2 deducem c5 

adicri funcfia F(u) este mZrginit2. 
Funcfia F(u) fiind crexgtoare (deoarece f este pozitivg) $i mzrginitj. 

pe [I ,  co) rezultg c5 

exist2 ~i este finit5. Prin urmare convergenfa seriei (3) implicH convergenta 
integralei (4). 

O 0 1  
Exe~nfd~s  I. 1) Seria r) are aceeasi natur5 cu integrala 

n = ~  f l  

convergent5 dacri a > 1 

divergent2 d a d  a < 1. 

Obsevvndie. Dac5 exist5 un num% natural 79, astfel incft ye intervalul 
00 

[no, a) functia f este pozitiv5 si descresc5toare, atunci seria f(9z) estecon- 
n=no 

w 

vergentl dacS ~i numai dac5 integralaC f(x) dx este convergent5. 

" 1  
Exem9kr 2. Seria C are aceeasi natur5 cu integrala 

n=2 n(ln n)= 

14 - Analizz matematic5 - Cd. 918 



$ 5. CONVERGENTA INTEGRALELOR IMPROPRII 
f N SENSUI: VALOR11 PRINCIPALE 

Am studiat pPn5 acum nofiunea de integral5 pe intervale deschise sau 
nem5rginite la unu sau ambele extremitgfi ale intervalului. Se intilnesc 
cazuri cind f : [a, b] - {c )  , unde c E (a, b) ~i f nem5rginit5 pe [a, c )  ~i (c ,  b] . 
Presupunem f integrabils pe orice compact [a, c - u'] c [a, c )  si [c + u",b] c 
c (c, bl. 

Defini$a 7.5. fn condifiile de rnai sus punem 

Dac5 lirn F(zl1, zt") exist5 si este finit5, atunci spunem c5 f este integrabil5 
u'+O 
**+o 

pe [a, b] si punem prin definifie 

5: f(x) dx = lim F(lrt, nu) 
u'+O 
u"+O 

Despre integrala din stinga spunem c5 este convergentg. 0 integral5 care 
nu este convergent2 spunem 1.5 este divergent%. Vom introduce acum o no- 
fiune de integrabilitate mai general5 decit cea dat5 prin definifia 1.5. 

Fie f :  [a, b] - (c) -+ R, ce (a, b) ,  f nemiirginits pe intervalele [a, c )  
~i (c, b]. Presupunem f integrabil5 pe orice interval compact [a, c - a] c [a, c )  
sau [c + u, b] c (c ,  bj. 

Defi.ni,$ia 2.5. fn condifiile de mai sus punem 

Dac5 lim F(zt) exist5 + este finit5, atunci spunem c5 f este integrabil5 pe 
u+Q 

[a, b] in sensul valorii principale. Valoarea acestei limite se noteazs cu 
P h  

TT.p. [ f(x) dx ~i se numeste integrala in sensul valorii principale a fancfiei f 
Ja 

pe [a, bl. 

Se vede imediat c5 dac5 integrala r f ( r )  dx este convergent5 atunci func- 
Ja  

fia f este integrabilz pe [a, b] in sensul valorii principale. Reciproc nu este 
adev5rat asa cum se rede din urm5torul exemplu. Fie c ~ ( a ,  b) si considersm 
integrala 

b - c  tt ' 
= lim in / r - c 1 jc-u' + lim in I s - c 1 = in - -+ lim In - 

u ' j o  1, u-+O c - - a  uT+o % f i n  
u"+O 



Ultima limit5 nu exist5 cind u' -t 0 si zt" -+ 0 independent una de 
alta. Dar 

b - c  b - c  
= lim In - + ln 21 = in ---- - [ c - a  

t 
u-t 0 U C - a 

Vom considera, in incheiere, cazul unei funcfii reale definit5 pe (- co, co). 

Defz~iiira. 3.5. Fie f o funcfie real5 definitg pe R ~i f integrabilg pe 
orice interval com~act* din R. S5 punem 

F(ut, u") = f(x)dx + r f ( x )  dx: aeR 
u' a 

Dacg Iim F(ul, u") existg si este finitg, atunci spunem c5 f este integrabila 
u'+-03 - 
u"+ m  

pe axa real5 si punem prin definifie 

f ( x )  dx = lim F(ut, u"). 
8'+ - OD 
1~"+ m 

-. 

Despre integrala din stinga spunem c5 este convergent%. 0 integral5 
care nu este convergentz se numeste divergentg. 

Definiiia 4.5. Fie f o funcfie real2 definit5 pe R  si integrabila pe orice ' 
interval compact [-u, u] c R, u > 0. S5 punem 

F(u) = f(x) dx . -9h 

Dac5 lim F(u) exist3 si este finit$ atunci spunem c5 f este integrabil5 pe R 
U - t  00 

00 

En sensul valorii principale. Valoarea acestei limite se noteaz5 cu V.p. f(x) dx 

~i se numeste integrala in sensul valorii principale a funcfiei f pe R. 

Se vede imediat c5 dacg integrala f(x)dx converge, atunci funcfia f C" . -m 

este integrabil5 pe R  2n sensul valorii principale. Reciproc nu este adev5- 
rat asa cum se vede din urm5torul exemplu. 

2x 
dx = lim S '" 2x dx = lim ln (a")" i-1 . 

-m x2 + 1 uT+-;o ,,, x2 + 1 a'+-m ( u ' ) ~  + 1 
tr"+ m  14"-> m  

Aceast5 limit5 nu exist5 cind u' -+ - co ~i zd' -+ co. Dar 

2.2: 
dx = lim S" 2xdx =lim In u 2 +  I = o  

-;o x2 + 1 u+m -u x2 + 1 u - f m  2.t2 + 1 



$ 6. IKTEGRALE IXPROPRII CU PARAMETRU 

I 

Fie funcfia real5 f definit5 pe I x [c, dl unde I = [a, b) estc un interval 
necompact. Presupunem c5 pentru fiecare y E [c, dl integrala 

este convergent5. Vom da in continuare condifii de continuitate ~i derivabi- 
litate pentru funcfia F. Pentru a da aceste conditii introducem nofiunea de 
integral5 convergent5 uniform. 

Defirciiia 7.6. Spunem cg integrala (1) converge uniform iin raport cu 
a E [c, d l ,  dac5 pentru orice E > 0, exist5 un num5r bo(c), a < bo (E) < b, 
astfel incit oricare ar fi z t  cu b0(c) < a < b s2 avem 

pentru orice y E [c, dl  
Exemple de integrale convergente care nu converg uniform. 

a, 

Ezemplu 7 .  Integrala F(y) = ( ye-xy dz converge pentru fiecare y E[O, 11 
Jo 

dar nu converge uniform in raport cu y E [0, 11. Pentru y = 0 avem F(0) = 0. 
Pentru y~ (0, 11, facem schirnbarea de variabilii xy = t $i obtinem 

ye"* dx = lim eWt dt = lim [I- e+'] = 1. 
%&+a, *+O0 *o  F'" *-too 

Inegalitatea (2) devine in acest caz 

-In E 
Prin urmare inegalitatea (2) are loc dac5 .u > b,,(~, y) = - ~i deei in- 

v 
tegrala consideratii nu converge uniform in raport cu y E [0, 11 : 

Exernplzt 2. Procedind la fel ca in exemplu 1 se aratri c;i integrala F(y) = 
ni 

= \' yxy-' dx. converge pentru fiecare Y E  [O, 11 dar nu converge uniform 
. '0 

in raport cu y E [0, 11. 
Pntre convergenfa uniform5 a unei integrale improprii cu pararnetru ~i 

convergenfa uniform5 a unei serii de funcfii exist2 o strins5 leggtur5 dat2 de 
teorema care urmeazg. 



Fie a = bo < bl < ... < 6, < ... < b, xin gir cresc2tor cu lim b, = b. 
h+ co 

Cu ajutorul ~irului considcrat putem defini seria de funcfii 

unde 

Teorenza 1.6. Dacg integrala ( 1 )  este convergent5 uniform in rapor-t 
cu y E [c, d l ,  atunci ~i seria de iuncfii (3) este convergent5 uniform pe [c, d] 
~i are loc egalitatea 

Demolzstrafie. Integra'la ( 1 )  fiind uniform convergent5 in raport cu 
YE [c, d l ,  atunci pentru orice E > 0 exist5 b0(z), n < b , ( ~ )  < b, astfel incit 
oricare ar fi .u cu b o ( ~ )  < u < b s5 aib5 loc inegalitatea (Z), pentru orice y~ 
E [c, dl .  Sirul (6,) fiind cresc5tor si convergent la b, rezult5 c-j exist5 un numrir 
N ( E )  astfel incit pentru orice n > N ( E )  s5 avem b o ( ~ )  < bV < b. Din conrTer- 
genfa uniform5 a integralei (1) rezultg c5 pentru lz > N ( E )  avem 

pentru orice y ~ [ c ,  dl .  Termenul general a1 sirului surnelor parfiale pentru 
seria (3) este 

Inegalitatea (4) fiind adev5rat5 pentru n > N ( E )  ~i orice y E [c, dl rezul- 
t2 convergenfa uniform2 a seriei (3) la F(y) pe infervalul [c, dl.  

Observajie. Dacg seria (3)  este convergent5 uniform pe intervalul [c, d j  
pentru orice sir (b,) cu b, -+ b, atunci si integrala ( 1 )  este convergent5 uniform 
in raport cu y E [c, d l .  

Teorenza 2.6. Fie functia real5 f definit5 ~i continua pe Ix[c,  d l ,  unde 
I = [a, b)  este interval necompact. Dac5 integrala 

este convergent5 uniform in raport cu y ~ [ c ,  dl atunci functia F ( y )  este 
continuri pe intervalul [c, d l .  



Demonstrapie. Fie a = bo c bl < . .. < bk < ... < b un sir cresc5tor cu 
lim b, = b. Avem 
k-t m 

b -32 ~ L + I  
F(y) = \ f(x, y) dx = C u , ( y )  unde ak(y) = \ f(x, y) dx 

.a & = o  c b r  

Din continuitatea lui f pe I x [c, dl rezult2 continuitatea lui u, pe [c, dj 
pentru k = 0, 1, 2, ... 

Convergenta uniforms a integralei din enunf, pe baza teoremei 1.6, implic2' 
m 

convergenfa uniform2 a seriei de funcfii C uk(y), pe intervalul [c, dj .  Folo- 
k=O 

sind un rezultat de la seriile de funcfii deducem continuitatea lui F pe [c, dl .  

Teorema 3.6. Fie functia real5 f definit5 si continu5 pe I x [c, dl unde 
I = [a, b) este un interval necompact. Dac5 

1) f j  exist2 si este continu5 pe I x [c, dl 

2) integrala F(y) = f(x, y) dx este convergent% s: 
3) integrala f$(x, y) dx este convergent5 uniform in raport cu Y E  [c, 4. 

,!a 
Atunci funcfia F este derivabil5 pe [c, dl ~i are loc egalitatea 

Demonstra!ie. Fie .a = bo < b, < ... < b, < ... < b un sir cresc5tor cu 
lim b, = b. Avem 
k + m  

m b k + ~  

F(J~)  = f(x, y) dx = C zlk(y) unde a,(y) = \ f(x, y) dx 5: k=O ubk 

m 

Din ipoteza a doua deducem c5 seria de funcfii z~,(y) este convergent2 ' 
R = O  

~ e n t r u  Y E  [c, d; ~i are suma F(y). 
Teorema de derivare a integralelor funcfiei de un parametru ne d2 ega- 

litatea 

~i asigur2 continuitatea lui u;(y) pe intervalul [c, dj .  Din convergenfa uni- 
r b  

form5 a integralei fi(x, y)dx, in raport cu y ~ [ c ,  d l ,  deducem convergenfa \ .a 
cn 

uniform5 a seriei de funcjii 2 uk(y) pe intervalul [c, dl si are loc egalitatea 
k=O 



Folosind un rezultat stabilit la seriile de funcfii cjeducem c5 funcfia F este 
derivabil5 pe intervalul [c, dl ~i are derivata continug dat5 de egalitatea 

Vom da in continuare un criteriu de convergent2 uniform5 a integralelor 
improprii cu parametru. 

Tewema 4.6. (Criteriul lui Weierstrass) . 
Fie o funcfie real5 f definit2 pe I x [c, 4 unde I = [a, b) este un interval 
necompact. Presupunem c2 

1) F(u, y) = f(x, y) dx exist5 pentru orice U E  [a, h )  $ orice ye[c, dl .  
J a  

2) exist5 o funcfie pozitiv5 g definit5 pe [a, b) astfel incit 

I f(x, Y) I < & )  
pentru orice x E [a, b) si orice y E [c, dl .  

b 
3) integnla \ g(x) dx este convergent% 

J a  
b 

Atunci \ f (s, y) dx este convergent5 uniform in raport cu y t [ r ,  dl .  
,a 

Demonstraiie : Fie a = bo < b, < ... < b, < .. . < b un sir cresc2tor cu 
m 

lim F, = b. Cu ajutornl sirului considerat definim seria de func f i i z  u,(y) 
k+ Da k=O 

bk+l m 

unde u,(y) = \ f(x, y) dx 5i seria numeric5 cu termeni positivi C a, unde . brr k=O 

bX = rril g(,) dz. 
.'bk 

Din prima proprietate a funcfiei g rezult5 c5 pentru orice y ~ [ c ,  d]  are 
loc inegalitatea 

I .,(Y) I <a, (V) YE[c, dl 
a 

Din cea de a doua proprietate a funcfiei g deducem c5 s e r i a z  a, este con- 
k= 0 

vergent5. Folosind criteriul lui Weierstrass de convergent5 uniform2 a seriilor 
m 

de funcfii deducem convergenfa uniform5 a seriei C zs,(y) pe intervalul [c, dl .  
k=O 

Seria de funcfii u,(y) fiind convergent5 uniform pentru orice sir (b,), 
k=O 

rezult5 c2 integrala din enunful teoremei este convergent5 uniform in raport 
cu y ~ [ c ,  dl.  

Exenz$lu. Consider5m integrala 

sin cc n. 
dx (a > 0) 



fn cazul de fat5 nu putem aplica rezultatul stabilit la teorema 3.6 deoarcce 
derivind in raport cu parametrul a, obfinem integrala divergzntii: 

Vom considera integrala 

sin u x  
dx ($ > 0) 

x = S e-Dx - 

Derivind in raport cu a obfinem integrala 
m ( e - D ~  cos x x  dx 

care este uniform convergent5 in raport a deoarece este majorat5 de integrala 
convergents 

\a e-ox dx ( p > 0) 
-0 

Se abfine, pentru a>O, 

;Il - i3 - - -- 
icr. a2+P2 

Integrind in raport cu x ,  as7em 

a 
I, = arc tg - 

P 
(constanta de integrare este in acest caz egalg cu zero). 

Dar integrala I, este convergent2 uniform in raport cu P pentru 9 3 0 .  
Teorema 2.6 ne asigura continuitatea llni II ~i pentru P = 0 ,  adicZ I = lim II. 

B+t) 

" sin ux a T: 
------ = lim arc tg - = - 

B+'j P 2  

In cazul particular a = 1 avem 

$ 7. IXTEGRALELE LUI EULER 

Integrals lui Euler de spefa a doua sau funcfia I?($) este definitci pentru 
9 > 0 prin egalitatea 



Pentru a ar5ta convergenfa integralei ( I ) ,  Pn cazul p > 0,  folosim des- 
compunerea 

1 

Integrala [ %p-l e-x d\- este conwrgentg (vezi teorema 4.2), pentru 1 - p < 1 ,  
.lo 

deci pentru 0 < p. Pentru integrala xp-le-" dx finem seama de inegalitatea F 
xn n ! 

e" > -- sau e-Z < - ; de unde 
n!  xn 

Dac5 luiim 12 > fi atunci, folosind primul criteriu de cornparafie avem 
dx 

[xp-l dz < n!  5: ----7 ,xn+i-~- 

unde integrala din dreapta este convergent5 deoarece a = pt + 1  - p > I. - 
Integrind prin pgrfi in ( 1 )  obfinem: 

m m 
xP e-x dx = - de-% la + $ . \ xpd e-z dx, adicii 

0 0 - 0 

r'(P + 1) = P F ( 9 )  ( 2 )  

Relztia ( 2 )  ne conduce la relafia 

r ( p + n ) = ( p + n - 1 ) ( p + n - 2 ) . . . ( P + l ) p . r ( P )  (3) 

Dac5 p = 1, aveln r(1) = eG dn: = 1  si folosind relafia (3) obfinem F" -0 

r ( n  + 1) = n ( a  - 1) ... 2 1  = n !  

adicg funcfia F($) ia valoarea n !  pentru p = n + 1 iar pentru 9 > 0 ,  p # n + 
4 1, extrapoleaz5 iactorialul. 

Integrala lui Euler de prima spefa sau funcfia B(p, q) este deiinit5 pcntru 
$ > 0 si q > 0 prin egalitatea 

Pentru p >/ 1 si q > 1, functia de sub semnul integral5 este continu5 pe 
intervalul [0, 11 ~i deci integrala are sens chiar pe [0, 11. Dac% p c 1  sau 
q < 1 procedgrn in mcldul urmgtor: d a d  p < 1  atunci integrala 



este convergent5 pentru 1 - @ < 1, deci pentru 9 > 0. Dac5 q < 1 atunci 
integrals 

este convergent5 pentru 1 - q  < 1 ,  deci pentru q > 0. Prin urmare inte- 
grala (4) este convergent5 pentru @ > 0 si q  > 0. Funcfia B(*, q)  are pro- 
prietatea de a fi simetricg in @ si q adic5 

B(PJ q )  = B(q1 P) (5) 

Dac5 facem schimbarea de variabilg x = 1 - t ,  rezult5 imediat egalitatea (5). 
fn leg5tur5 cu functiile r(@) si B(9, q)  dgm dou5 relafii care deseori sint 

Pnt3dnite in aplicafii. fntre aceste dou5 funcfii exist5 leg5tura 

care va fi demonstra t5 cu aj utorul integralei duble improprii. 
Functia F($) satisface egalitatea 

- '* 
unde 0 < 9 < 1 F(@) r ( 1  - $) = - 

sin @X 

1 
Dac5 in formula (6) facem @ = q = - , obfinern 

2 

r - . r -  ( ' ( , de unde iezult, 

fn  ultima integral5 facem schimbarea de rariabilg x = sin2 t si atunci obfi- 
nem 

2 sin t cos t -- 
dt = 7i ~i deci I? 

sin t cos t 

Dac5 finem seama de definifia funcfiei r($) avem 

~i facem schimbarea de variabil5 x = t2, rezult5 

1 ' Sr e-"' dx = - & (integGla Euier-Poisson) 
2 



00 

1) S 5  se calculeze ( e-*' dx, p > 0. Daca facern schimbarea de varia- 

- 

2) S5  se calculeze C Z  sinP-I r cosa-I z dx; p > 0 ; p > 0. Facem schim- 
.'o 

barea de variabilii y = sin2 r ; dy = 2 sin x . cos x dx $i obfinem 

fn cazul particular q = 1, avem 

3) S5 se arate cii B(p, tq) = dy. 

in (4) ~i fixem cont c5 dx = Dac5 facem schimbarea de variabilii x = - 
y + l  

- - dy obfinem 
(1 + Y)2 

4) ~ i i  se calculeze 5: ( % 7 1 ) 2  dx 



DacZ folosim relafia de la exercifiul (3 ) ,  avem 

r - r -  P I + - r -  
\ " & $ - d X = B ( + ,  .+)- ( 1  ( 1 -  ( 1) (2 - 

- r ( 2 )  
- 

r t l  + 1) 
- 

.o 

- 7 F -  *ii 42 41 - - - - - . 
1 - 1 ( I )  4 . - it. 

sin - 
4 

S5  se arate c5 urmgtoarele integrale sint convergente ;i apoi sg se 
calculeze : 

2 )  \m e-ax sin bx dx ; (n  > 0) 
"0 

" '  x lnx  
dx; 

* dx 
) 

x (In xI3 

(arc sir, x)" 
7) \ --- dx; , ,  41 - x" 

7z - 
I, = i2 in cos x dx; 

7 'it 3 
:i : - - arc sin - 

2 4 



X 

sint +zx 
ds: $ Z E N ;  

-0 SlIl X 

11) SZ se studieze natura scriei 

1 2- ; R : dac5 a > I seria este conlrcrgent5 . = 92 f ln n) (In ln 1%)" 

S5 se calculeze in sensul valorii principale urmstoarele integrale 

14) Dac5 f este o funcfie real5 definit5 si continu5 pe [0, co) ~i limita 
lim f(x) = A exist5 ~i este finit5 atunci urmiitoarea integral5 exist5 sl 
x i  m 
valoarea sa este data de formula (lui Froullani) 

Dac5 lim f(x) nu exist5 dar integrala \:? dx: c > 0 este conrer- 
x- tm 

gent5 atunci 

Folosind formula lui Froullani s5 se calculeze urmiitoareie integrale 

5) - e-bX 
dx;  a > O ;  b>O 

'0 s 

6 R : ln-. 
a 

m -a?x2 - e-bzxz 
dx ;  a.b#O 

b R: lr- 
. a 



Folosind teorema de derivare a unei integrale improprii functie de 
un parametru, s5 se calculeze urmgtoarele integral6 

9) \ W  pax - e-bx 
sin ?lax dx; a > 0 ;  b > O m,#O; 

" 0 x 

a b 
R :  arc tg- -arc tg- 

m m' 

Eolosind integralele lui Euler s5 se calculeze urm5toarele integrale 

x 
K :  - 

7K 
n sin - 



CAPETOLUL VPI 

INTEGRALE CURBILINII 

Fie [a, b] c R un interval compact. 0 funcfie continu5 y: [a, b] -, R3 se 
numeste dru~n parametrizat in spafiu de capete y(a),  -f(b). 

Rezultii deci cii exist5 trei funcfii reale f ,  g, h definite 7i continue pe 
[a, b] astfel incit 

?(t) = (f(t), g(t), h(t)); t€[a, bl. 

Se numeste imaginea drumului y, mulfimea din spafiu 

I(y) = { y ( t )  ; t € [ 4  bl) = {(f(t), g(t), h(t)) : te[a, bl) 

Fig. 26. 

Dacg not5m cu r; = xi + y j  + zk vectorul de pozifie a1 unui punct M 
apartinind lui I(-[), prin identificare obfinem 

x = f(t), y = g(t) ; z = h(t) ; t ~ [ a ,  b] (1) 

Ansamblul acestor trei funcfii se numeste o reprezentare parametric5 a 
lui I(y), iar t se numeste parametru. 

DacH ?(a) = y(b) spunem cii drumul este inchis. 
Dac5 exist5 dou5 valori t' ~i t" astfel Pncit a ~ t '  .< t"< b, y(tr) = 

= y(t") ~i astfel incit cel pufin una dintre inegalitgfile a < t' ~i t" < b s5 
fie satisf5cut5, spunern c5 punctul ~ ( t ' )  este punct multiplu a1 drumului. 



Dac5 drun~ul y nu adxnite nici un punct multiplu spunem cg este drum 
simplu. 

Dac5 funcfiile f,  g, 11 admit derivate continue pe [a, b] si ff2(t) + gr2( i )  + 
-t hf(t) > 0, V t ~ [ a ,  b] spunem c5 druxnul y cste neted. 

Fig. 27. 

Rrumurile yl:  [al, bl] -, R3 ~i ye: [az, b,] -+ R3 se numesc justapozabile 
dac5 bl = a, qi y1(bl) = y2(a2). 

fn accst caz drumul y: [a,, bz] -+ R3 definit prin 

y ( t )  = 
yl(t)  dac5 t e [a l ,  bl] 

yz(t) dac5 t€[az ,  b21 

se numcgte juxtapunerea drumurilor y1 ~i y2 si se noteaz5 y = yl U y2 
Un drum y: [a, b] * R3 se nume~te neted pe porfiuni dacg el este juxta- 

punerea unui iiumgr finit de drumuri netede. 
fn fig. 27 sint ilustrate imagini ale diferitelor tipuri de drumuri. 

$ 2. DRUBlURI RECTIFICABILE 

Fie -( un drum parametrizat din spafiu ~i fie 

d =  ( a = t o  <t, <... < t i  <ti+, <... < f , =  b) 

o diviziune oarecare a intervalului [a, b]. Punctele 

A = Afo(f(to), g(to), k(to)), ..., M,(f ( t , ) ,  g(t,), h jt,)), ..., 

determin5 o linie poligonal5 ale c5rei virfuri aparfin lui I(y)  iar M ,  si Al, coin- 
cid cu capetele drumului. 



Lungimea acestei linii.poligonale, pe care o notiim dd, este 

Dac5 inlocuim dit-iziunea d cu o diviziune mai fin2 atunci 1, cregte* 

DefifziJie: Drumul y se nurnefte rectificabil dacg mulfimea (I,) este majo- 
ratg. Marginea superioar2 a acestei mulfimi se nume~te lungimea drumului y 
si se noteaz5 I (y) .  - 

Fig. 28. 

Deci I ( : / )  = sup 1,; d ~ 3 ,  unde 9 este multimea tuturor diviziunilor 
intervalului [a, b] . 

Dintre drumurile rectificabile cel mai des intflnite sint cele netede, Pn 
legzturg cu care avem urm2toarea 

Teorema' 7.2. 
Un drum ~ e t e d  are lungime. Dacg x = f ( t ) ,  y = g(t), z = A ( t )  ; t ~ [ a ,  ,b] (1) 

este o reprezentare parametricz a lui I (y)  atunci are loc egalitatea 

Demonstva~ie. Fie d = (a = to < tl < ... < t ,  < ti+, < ... < t, = b) o di- 
viziune oarecare a intervalului [a, b] ~i 

lungimea liniei poligonale determinatg de punctele ,?Ifo, &I1, ..., Mi,  ..., M, 
Aplicind formula de medie a lui Lagrange pentru funcfiile f, g, k pe 

fiecare subinterval [ti, ti-,] c [a, bj obfinen~ 
n- t 

ld = C 4f1'($) i gt2(e) i- hJ2(Ci) (ti+, - t i )  unde t, < E , ,  .c,, C, < t,, 
r = O  

15 - Analiz5 rnate~naticg - Cd. 918 225 



Pe de alt5 parte avem egalitatea 

Considerjm funcfia real5 cr de trei variabile reale definite de ~ ( u ,  3, w )  = 

= 4y2(zi) + g t2 (v )  + / ~ ' ~ ( w )  : A ---t R unde A = [a, b] x [a, b] x [a, b] care 
este evident continu5 pe compactul A. Funcfia a va fi si uniform continuz 
pe A $ deci (V) E > 0 : ( 3) 8 ( ~ )  > 0 aSa fel incit oricare ar fi punctele (zL', v', w ' )  
qi (a",  v", w") din A cu 1 u' - zt" I < B ( E )  ; 1 v' - v" I < a ( & ) ;  1 w' - we' / <a(&) 
s5 avem / x  (?GI v ' ,  w') - a($"' v", w") I < E 

Dac5 considergm diuiziunea d a intervalului [a, b] astfel incit v ( d )  < 
< a(&)  ~i alegem 

(u ' ,  v',  w') = (Si, "r ($,  C i )  ; (U", v",  7.d"' = (t,, ti, t i )  

atunci pentru termenul al doilea din membrul drept al egalit5fii (3) obtinern 1 

Prin urmare termenul considerat este majorat de ~ ( b  - a).  
bPrimul termen din membrul drept a1 egalitiifii (3) este o sum5 Riemann 

corespunz%toare funcfiei 4f2 + g f 2  + 1 ~ ' ~ ~  diviziunii d ~i alegerii punctelor 
intermediare t,. Dar aceasts functie fiind continus pe intervalul compact 
[a,  b] este integrabil5 pe acest interval. 

Sii consider5m un sir de diviziune (d,) ale lui [a, b] cu v(d,)+ 0. Pentru 
fiecare diviziune d, putem scrie o egalitate de tipul (3) si prin trecere la limite 
avem 

5 3. DRU~TURI ECHIVALENTE, CURB& 

Defivzitia 1.3. Doug drumuri y,: [a,  b] + R3 ~i y2:  [a2, b2] - R3 se numesc 
echivalente ~i se scrie yl - y2 dac5 exist5 o funcfie 

9 :  [al, bJ --+[a2, b2J, continus, strict cresciitoare cu p(a,) = az ;  (p(bl) = 
= b2 ~i astfel incit 



Se vede imediat c% doua drumuri echilalente au aceea~i imagine deoai 
rece cp([al b,]) - [aZ, b2] si acest fapt cste ilustrat in fig. 29. " s 

I ,  . ' 

.) "" 

P 

/ , . 
X 

I ,  

Fig. 29. 

i n  legatur5 cu drumurile echivalente are- loc I: .. , 

Teorema f .3 .  . .. 
Un drum echivalent cu un drum rectificabil este rectificabil. 

De?rtonstra$ie: Fie y1 si y2 doua druinuri echivalente ~i 
' 2 

x = fl(t) ; = g,(t) ; z = hl(t) ; I E [a,, b,] 

o reprezentare parametric5 a lui I(yl) iar 

o' reprezentare parametric5 a lui I(y2). 
Fie cp funcfia care apare in condifia de echivalenfg a lui y1 cu y,. Orice 

diviziune > %  . 

a intervalului [a,, b2] este imaginea prin p a unei diviziuni 

a intervalului [al, bl], adics T* = ?(ti) ; i = 0, 1, ..., 12. . 
I 

Reciproc, oric5rei diviziuni dl a lui [a,, b,] ii corespunde o. diviziuhe d, 
a lui [%, b,]. Deci funcfia q stabileste o corespondenfa biunivoc5 intre divi- 
ziunile lui [al, b,] si cele ale lui [a,, b,]. Din definifia echivalenfei drumurilor 
yl si y, avem: 

flp) = f,(rp(t)) ; g1(t) = gz(cp(t)) ; hl(t) = h2(cp(t)), 
~i deci 



prin urmare multimile de numere pozitive { ld1)  si {Id,) coincid. Rezult5 c5 
aceste dou5 multimi sint in acela~i timp majorate sau nemajorate si teorema 
este demonstratg. Mai mult decit atit, marginjle superioare a celor doug 
multimi coincid dac5 exist5 si deci: 

Doug drumuri rectificabile gi echivalente au aceeagi lungime. 
Se arat5 cu ugurinf5 c5 relafia ,,- " este o relaiie de echivalenjki algebricd 

~i deci imparte mulfimea tuturor drumurilor in clase de echivalenf& disjuncte; 
dou5 drumuri sint echivalente, dac5 gi nt~mai dac5 s h t  fn aceeasi clasg. 

Se numeste curb5 o clas5 de drumuri echivalente. 
tTrm5toarele caracteristici si notiuni sint invariante fafa de relajia de 

echivalentg introdus5 in mulfixhea drumurilor : imaginea drumului ; drum 
simplu ; drum inchis ; drum rectificabil ; lungimea unui drum rectificabil. 

Relativ la curbe se introduc urm5toarele notiuni: imagimea czbrbei, ca 
Iiind imaginea unui drum confinut de curb5; curbd simpla', ca fiind o curb% 
care contine cel pufin un drum simplu; carba' z"nchisa', ca fiind o curbs care 
confine cel putin un drum inchis; curb2 rectificabild ca fiind o curb5 care 
contine cel putin un drum rectificabil; lungimea unei  curbe rectific&%, ca 
fiind lungimea comun5 a drumurilor care alc5tuiesc aceast5 curb5; cwbd 
neteda' ca fiind o curb5 care confine cel pufin un drum neted; curbe jzsxtapo- 
zabile ca fiind dou5 curbe Fl si r2 pentru care exist5 un drum y1 aparfinind 
lui F, si un drum y2 aparfinind lui rz ,  astfel Pncit yl gi y2 s s  fie juxtapozabile. 
In acest caz curba definit5 de clasa de echivalent5 a drumului y = y1 U y* 
se nume~te juxtapunerea curbelor I'l si I'2 ~i se noteaz5 

0 curb5 T se numeste neted5 pe portiuni dac5 ea este juxtapunerea unui 
num& finit de curbe netede I?, (i = 1 ,  2 ,  ..., n) ~i se noteazii 

, Este evident faptul c5 o curb5 neted5 pe porfiuni este rectificabil5. 
Dac5 not5m cu l ( r )  lungimea unei curbe rectificabil5 se arat5 cu usurinf5 

c5 pentru o curb5 netedg pe portiuni are loc egalitatea 

fn tot ce urmeazs mai departe, vom desemna prin reprezentgri parame- 
trice atit drumurile cit ~i curbele. 

Expresii ca ,,imagines curbei", ,,imaginou. drumului" , ,,imagines reprezen- 
t5rii" vor fi folosite in aceea~i acceptiune. Nofiuni ca acelea de ,,drum" yi 
,,curb%< vor fi desemnate printr-o reprezentare parametric%. 



Observaiie. Degi toate consideratiile fZicute pinil acum s-au referit la dru- 
muri qi curbe din spafiu ele se transpun fik5 dificultate la drumuri g curbe 
din plan. De exemplu, lungimea Z(y) a unui drum neted din plan este datz 
de formula 

Dac5 y este un drum din plan definit de reprezentarea parametric5 in 
coordonate polare 

x = ~ ( 8 )  cos 8;  y = ?(€I) sin 8;  &[a, b] 

unde 0 este unghiul polar iar funcfia cp 2 0 pe [a, b] ~i dac& 9 admite derivata 
continu& pe [a, b] atunci drumul y este rectificabil $i lungimea M este dat9 
de formula 

fn adevgr ; s5 punem f(6) = 54%) . cos 8 ; g(6) = ~ ( 0 )  sin 6 
Funcfiile f si g sint derivabile, cu derivata continu5 pe [a, b], deci 

drumul considera t este rectificabil. 
Avem f '(8) = cp1(8) cos 8 - ~ ( 8 )  sin 8 ; g'(6) = ~ ' ( 8 )  sin 8 + cp(8) cos 8 

~i deci ff2(8) + gr2(8). = pz(8) + rpV2(8). Prin s~mpla aplicare a formulei (3) 
obfinem formula (4). 

Exenzplzt 1. S5 se calculeze lungimea curbei I' definitz de reprezentarea 
parametric& : 

x = a c o s t ;  y = a s i n t ;  z =  bt;  t~[0,2; ; ] ;  a >O; b > O  

(elicea circular5 a c&rei imagine este ilustrat5 in fig. 30). 
I 

z l  - 

Fig. 30. 

Cu ajutorul formulei (2) obfinem 



, , Exemplzc 2. a 

i ,. Sg se calculeze Iungimea curbei plane I' definit5 de reprezentarea para- 
Ijrretri~5 

x = n(t - sin t )  ; y = n(l - cos t) ; t E [0, 2x1 ; a > (3 
40 bucl5 a cicloidei si imaginea sa este ilustrat5 in fig. 31). 

Cu ajutorul formulei (3) obfinem 
2x 

Z(r) = a \ d(l - cos t)l + sin2 t dt = 2a 
.o 

ExempZu 3. S5 se calculeze lungimea curbei plane definit5 de reprezen- 
$aka parametric5 : 

. > .  x = a c o s t ; y = b s i n t ;  t ~ [ O , 2 x ] ; a > b > O  (elipsa) 

Tot cu ajutorul formulei (3) obfinem 

Ja2 - b2 
unde am notat E = . Dac5 in ultima integral5 facem schimbarea de 

a - , i 
variabil5 t = - - p obfinem 

2 

Deci lungimea elipsei se exprim5 cu ajutorul unei integrale eliptice de 
q e f a  a doua. Deoarece 0 < E < 1 putem folosi seria binominal5 ~i obfi- 
nem : 



Dac5 utilizgm teorema de integrare a seriilor de funcfii rezult5: 

Pvobleme: Sii se calculeze lungimea curbelor definite de urmZtoareIe. 
reprezentgri parametrice. 

1) x = aektcos t ;  y = aekt sint;  z = aekt ;  t ~ [ 0 ,  I ] ;  n > 0 ;  k 5 0 

4) x = t ;  y = l n  sint;  t'E .-; - - [; ?I '  
5) p=aebB; OE[O,  00] unde a > 0 ;  e o > O ;  b > 0 ;  

6) p =  ] s i n0  1 ;  0 ~ [ 0 ,  2x1 R: 27i. 
i 

$ 4. INTEGRALA CURBILINIE DE PRIMUL TIP 

S5 considerilm un fir material de grosime neglijabilil, deoarece firul este 
prev5zut cu s lungime, vom admite c5 el este imaginea unei curbe rectifi- 
cabile I?, definitil de reprezentarea parametrick 

x = f(t); y = g(t); z= h(t); t~[a ,  b] (1). 
Pe irnaginea curbei I' presupunem distribuit5 o mas5 de densitate p(x, y, z ) ,  

cunoscutii in fiecare punct (x, y, Z)E I(I ') .  
Problema determingrii masei unui fir material conduce la notiunea de 

integral5 curbilinie de primul tip. Pentru fiecare t ~ [ a ,  b] s5 notiim cu r(t)+ 
curba (rectificabilg) definitii de reprezentarea parametricii. 

x = f(r) ; y = g(-c) ; z = h ( ~ )  ; TE [a, t] (5). 
iar cu I ( t )  lungimea ei. Din Pns5~i definifia lungimii rezultii c5 Z(t) este strict 
crescgtoare pe [a, b]. 

Fie 

d =  ( a = t o  < t l  < ... < t i  < ... < t , =  b) 

o diviziune oarecare a intervalului {a, b]. 



Masa firului material poate fi aproximatg cu suma I 

unde F,$ este un ptlnct oarecare din intervalul [t,, 
Exist% si alte probleme care conduc la considerarea unor sume de forma 

celor de mai sus, sume cu ajutorul c5rora se defineste integrala Stieltjes. 
Astfel este problema determingrii sarcinii electrice totale a unui fir mate- 

rial atunci cind se cunoaste densitatea de repartifie in fiecare punct a1 firului. 
Pentru a introduce nofiunea de integral5 curbilinie de primul tip reamintim 
definitia nofiunii de domeniu. 

Defirtilia 7.4. 

0 multime D c R3 (R2) se nume~te mulfime conex5 dacg nu existg 
nici o pereche de mulfimi deschise GI si G, astfel ca: 

f n  limbajul obisnuit, a spune cg mulfimea D este conex5 revine la faptul 
c5  ,,este formats dintr-o singurii bucat5". 

Exemple. Sferele qi intervalele tridimensionale sint mulfimi conexe din 
R3. fn R2, coroanele circulare sint mulfimi conexe. Tot in R2 reuniunea a 
douti cercuri inchise si disjuncte nu este o mulfime conexg. 

Definiiia 2.4. > 

0 mulfime D c R3 (R2) deschisg ~i conex5 se numeste d o m e n i ~ .  
Tot in limbajul obisnuit, a spune cg o mulfime D este domeniu revine la 

faptul c5 D este o mulfime deschiss format5 dintr-o singurg bucat5. 
- 

Defirtiliu 3.4. 
Fie F o funcfie reals definitg pe un domeniu D c R3 care confine 

imaginea curbei rectificabile I? definitg de reprezentarea parametric2 (1). 
Dacti integrala Stieltjes 

exist& atunci ea se noteazg astfel 

si se nume~te integrala curbilinie de primul tip a funcfiei F de-a lungul 
curbei I?. 

Dacs integrala (7) exist5, atunci spunem c2 F este integrabil5 in raport 
cu I de-a lungul curbei I'. - 

Pentru ca nofiunea de integrala curbilinie de primul tip sil nu fie contra- 
dictorie, trebuie s5 ar5itgm cg nici existenfa gi nici valoarea sa nu depind de 
alegerea drumului ci numai de curba I?. - 

f n  acest sens are loc 



Teorema 1.4. Fie y1 ~i y2 dou5 drumuri din spatiu, rectificabile ~i echi- 
valente, definite.de urm5toarele reprezentgri parametrice 

respectiv 

atunci existenfa fieciireia dintre urmiitoarele dou5 integrale Stieltjes implic5 
existenfa celeilalte si egalitatea lor: 

( 8 )  

Demolzstraj5ie. S5 presupunem c5 prima integral5 exist5. Fie 

o diviziune a intervalului [al, bl]. Funcfia cp care apare in conditia de echiva- 
lent5 a lui y1 cu yz, asociazii lui dl o diviziune 

q 

d p  = (a2 = ro < < T~ < ... < 7' < ... < T,, = b2) 

a intervalului [az, bz] unde r, = cp(ti). Fie &€[t i ,  tl+l]. Prin functia cp,  lui & Pi 
corespunde o valoare q, = cp(&) cu proprietatea c5 q s [ ~ , ,  T,+,]. Dac5 tinem 
seama c5 drumurile y1 ~i y2 s h t  echivalenfe avem l l( t)  =  la(^) 7i 

deci 

C 
Dac5 observ5m cii 9 este uniform continu5 pe [al, bl], rezult5 cil norma 

uneia dintre diviziunile dl si d, devine oricit de mi& de fndat5 ce norma 
celeilalte este suficient de micii si prin urmare exist5 a doua integral5 din ( 8 )  
+i are loc egalitatea (8). 

fj 5. CALCULUL INTEGRALEI CURBILINII DE PRIMUL TIP 

Vom ariita, in anumite ipoteze, c5 o integral5 curbilinie de primul tip se 
calculeazii cu ajutorul unei integrale Riemann. 

fn  acest sens are loc 



Teorema 1.5. 
I 
i 

Dac5 curba r definit5 de reprezentarea parametric5 ( I )  este neted5 iar I 
funcfia F este continus pe un donieniu D c R3 care confine imaginea lui I?, 
atunci I 

De?~zoltstmtze. Ar5tiim mai intii c5 Z(t) lungimea curbei r(2), admite deri- , 
vat5 continuiZ PC [a, 61. 

in  condifiile teorelnei avem 

lns5 functia de sub semnul integral5 este continua pe in, hj,  ~i deci I( t)  
e:te deri\abil5 si are loc relafia 

~ ' ( t )  = Jif2\t) + b12(t) + lLr2(t) 

Dac5 tinem seama de teorema de reducere a integralei Stieltjes la o 
integral2 Kiemann, avem 

si teorema este demonstratz. 

Exe~.izplz~ S5 se calculeze I = x y z dl unde I' este definitg de repre- S, 
zfnt area pa1 ametricri 

x = a cos i ; y = a sin t ; z = fit ; t~ [0,2 it]. Avem 

1 
I = \: a2(cos t sin t) bt :a2 + h2 dt = - a2b 

2 .O 

Obse~vafia I. 
n 

Dac5 curba r din spafiu este neted5 pe porfiuni I? = U r, ~i funcfia F 
z - 1  

este integrabil5 pe fiecare curb5 r i ( i  = 1, 2 .. ., lz) atunci funcfia F este inte- 
grabilii pe I' si are loc egalitatea 

Exemfilu : 

S5 se calculeze I = (x + y + z )  dl unde I? = Fl !J F2 iar curbele 



I?, $ I'2 sint definite de urm5toarele reprezentari parametrice 

s =  R cos t ;  : I =  R sin t ;  z = 0 ;  t~ 

respectiv 
x = O ;  y =  A - t ;  z = t ;  t€[O,R] 

Irnaginea curbei I? este ilustratii in fig. 32. 

I - 
Y 

Fig. 32. 

I = \  (x+y+i) d l +  \ ( x +  y + z )  dl 
. r, .,r?. 

Dar 
7T 

(n- + y +'z) dl = (R cos t + R sin f) J R ~  sin2 t + R%os2 t = 2R2 

zi deci 

Observn$'a 2, Fie I? o curb5 rectificabil5 din plan defial.it$+de reprezen- 
tarea parametric5 

x = f(t) ; y = g(t) ; E [a, b] 

5i F o funcfie real5 definit5 pe un domeniu plan D care confine imaginea 
curbei r. Integrala curbilinie de primul tip a funcfiei F de-a lungul curbei r 
se define~te la fel ca si integrala curbilinie de primul tip de-a lungul unei curbe 
rectificabile din spafiu si se noteaz5 astfel: 

Sr Y )  dl 

f n  conditii asem5n5toare celor din teorema 1.5 avem: 

F(f (t), g(t)) JfI2(t) + gl"(t d.f 



I 
fn particular, dac& curba I? este definitg de reprezentarea parametric3 1 

x = t ;  y = f(t); t ~ [ a ,  b] adic5 y = f(x); x ~ j n ,  b] 
avenl 

Exemplu: S3 se calculeze I = xy dl unde I' este definitg de reprezen- 

tarea parametric&, 

x = a  cos t ;  y =  a sin t ;  f~ 0 , -  ; a > O  [ ;I 
avem 

- 
a3 

t cos 2 dt = - 
.O  2 

b 
Integrala definit3 \ f(x) dx a unei functii reale 5i pozitive poate fi inter- 

Ja 
pretatg ca fiind egal5 cu aria unui trapez curbiliniu, hagurat in fig. 33. 

Fig. 33. Fig. 34. 

Similar, integrala curbilinie de primul tip din plan 

a unei functii reale F cu F(x, y) > 0 ; (Q) (x, J')E I(r),  poate fi interpretatri 
ca fiind egalg cu aria unei porfiuni dintr-o suprafat5 cilindricg, haguratii in 
fig. 34. 



S 6. hlASA $1 CEKTRUL DE GREUTATE 
ALE USUI FIR MATERIAL 

SiX considergm un fir materid du grosime neglijabilg, care este imaginea 
unei curbe simple rectificabile r din spafiu. 

Daci p(x, y, z )  este densitatea, cunoscut5 in fiecare punct (x, y, z )  E 
E I ( F ) ,  atunci din consideratii de mecanicj. se poate arllta ci% masa Af ~i 
coordonatele centrului de greutate (xG, y,, 2,) ale firului sint date in for- 
lnulele : 

in ipoteza c5 integralele scrise existg. 
Dacg densitatea este constanti% (fir material omogen) atunci coordona- 

tele centrului de greutate sint date de formulele: 

Dac5 firul material este imaginea unei curbe simple rectificabile I' din 
plan, atunci masa M ~i coordonatele centrului de greutate (x,, y,) sint date 
de formulele : 

ExemPlzt : 
S5 se afle coordonatele centrului de greutate a1 unui fir material omogen 

dac5 el este imaginea curbei I' definit5 de reprezentarea parametric5 

x = n cost; y = n sin t ;  ,- = bt; ~ E [ O ,  2 irJ; a > 0;  b > 0 

Avem : 

analog y, = 0 

rz  bt da2 + b2 dt bt dt 

~i deci (x,, y,, 2,) = (0, 0, bs;) 



1 
I 

Problenze I 

S 5  se calculeze urmgtoarele integrale curbilinii. de primul tip: 

' 3  3 2  1) \ rn2y2 dl, unde I':x=a cos3 t ;  g = n  sin t ;  tt[O, 2x1 X:- 
70 

2)( r ( z 2 + y 2 )  dl unde I': x =t ' cos l ;  y = 2 s in t ;  r =  t ;  tt[O, l j  

3, lr jxyj dl unde: x = a cost;  y = b s int ;  t ~ [ 0 ,  4x1 cu k > O  ~i b > O  

4) \ ( 2 + g 2 )  In z dl unde x = c' cos 1 ;  y =e%in f ;  i = e t ;  te[O, I] 

Sg se calculeze masa 114 si coordonatele centrului de greutate ale firelor 
materiale care sint imagini ale curbelor definite de urmHtoarele reprezentiiri 
parametrice si au densit5tile specificate. 

$ 7. ISTEGRALA CURBILlSIE DE AL DOILEA TIP 

Pentru funcfiile reale definite ~i mHrginite pe un interval compact [a, b] 

s-a introdus integrala Riemann 



Xcest concept poate fi extins la functiile vectoriale definite pe ima,' ~ i n e a  , 
unei curbe, conducind la nofiunea de integral5 curbilinie de al doilea tip. 
In matematica aplicat2, integrala curbilinie apare in probleme diferite cum 
ar fi determinarea lucrului mecanic, calculul circulafiei fluidelor etc. 

Pentru o fort5 constant5 7 = p T f  07 f R; care acfioneaz5 asupra 
unui punct material ce se deplaseaz5 de la punctul A(xl, yl, zl) la punctul 
B(x2, y,, z2) pe segmentul -dB, lucrul mecanic a lui este ezal cu proriusul 
scalar 

unde cr. este unghiul f5cut de V cu n. - - - - 
Dac5 r,  = x,: f y,y + zlk ~i 1'2 = x21 + y,j + z,i sint vectorii de pozi- 

fie ai lui A respectiv B atunci 

in  cazul general, consider5m o curb5 F rectificabils din spa-fiu, definits 
de reprezentarea parametric2 

x = f(t), y = g(t) ; s = Iz(t) ; t E [a, b] ( 2 )  

8i o fort5 = Pi + Q j  + Rk ale cgrei componente P,  Q qi R sint funcfii 
reale de trei variabile reale x ,  y, z definite pe un domeniu D care confine 
imaginea lui I'. 

Pentru a defini integrala curbilinie de a1 doilea tip introducem nofiunea 
de curb2 orientat5. 

Fie M(f(t), g(t), h(t)) punctul de pe I(r) corespunz2tor lui t ~ [ a ,  b] prin 
(2 ) .  Cind t parcurge continuu intervalul [a, b] de la a la b, punctul corespun- 
&tor ill parcurge I(rj intr-un sens pe care-1 numim direct. 

Cind t parcurge continu intervalul [a, b] de la b la a ,  punctul corespun- 
z5tor iV parcurge I(r) in sens invers. 

0 curb2 I? impreun5 cu unul din sensurile de parcurgere a lui I(r) se 
numeste curb5 orientats. 

Curba I' impreun2 cu sensul direct de parcurgere a lui I(r) se noteazg 
cu r,. in  mod asemHn5tor se definegte r-. 

in fig. 36 sint ilustrate cele dou5 sensuri de parcurgere a lui I ( r ) .  

Fig. 35. Fig. 36. . 



Dacii finem seama de faptul cii functia 9 care apare in definitia echiva- 
lenfei a douii drumuri este continu5 si strict cresciitoare, rezultii cii sensul 
de parcurgere a lui I ( r )  nu depinde de alegerea drumului ci nunlai de curba I?. 
Fie d o diviziune oarecare a intervalului [a, b] 

si Sr E [ti, t t+~I-  
Lucrul mecanic a1 unei forte variabile i7 care actioneaz5 asupra unui 

punct material ce se deplaseazii {e I ( r )  in sens direct il aproxim5mzcu suma 

Este deci natural ca in cazul En care iorta 7 este variabil5 ~i acfioneazg 
asupra unui punct material care se deplaseaza pe I(r) in sens direct sil defi- 
nim lucrul mecanic a lui V printr-o sumii de integrale Stieltjes (in cazul in 
care existii) 

.'a 

fn cazul general a1 unei functii vectoriale 

: D c R3 -+ R3 (cimp vectorial) 

independent de semnificafia sa fizic5, sintem condusi la urmgtoarea 

Fie I' o curbii rectificabilii din spafiu definitii de reprezentarea parame- 
tricii (2). Dac5 P, Q si R sint trei funcfii reale definite pe un domeniu D c R3 
care confine imaginea lui I' ~i dacii urmatoarele integrale Stieltjes exist5 

atunci suma lor se noteazii astfel: 



si se numegte integrala curbilinie de a1 doilea tip a funcfiei vectoriale 

B = P; + ~j + RG (cimp vectorial) 

de-a lungul curbei I',. 
Pentru ca nofiunea de integralii curbilinie de a1 doilea tip s5 nu fie contra- 

dictorie, trebuie sii argtgm c5 nici existents si nici valoarea sa nu depind de 
alegerea drumului ci numai de curbs. 

rn acest sens are loc 

Teorerna 7.7. 
Fie yl ~i yz doug drumuri din spatiu, rectificabile gi echivalente, definite 

de urmiitoarele reprezentiiri parametrice 

respectiv 

atunci exist2 $i sint egale urmgtoarele integrale Stieltjes 

Demonstra,tie : 

Sii presupunem c5 prima integral2 existg. 
Fie 

o diviziune a intervalului [al, b,] ~i Ci E [ti, ti+,]. 
Funcfia cp care apare Pn condifia de echivalenfii a lui y1 cu yz asociazii lui 

dl o diviziune 

dz = (az = 70 < 71 < ... < ri < ... 7 ,  = b2) 

a intervalului [az, b2] ; unde T, = ?(ti). 
Prin funcfia cp lui & ii corespunde o valoare -q, = ~ ( 6 ~ )  cu proprietatea 

c2 T~ E[T+ 7i+1]. Dacg tinem seama cii drunlurile sint echivalente avem 

fl(t) = f,(?(t)) ; g1(t) = g2(9(t)) ; hl(t) = hz(?)(t)) ; ('d) t E la,, bll 
;i deci 

16 - Analiz5 matematic5 - Cd. 918 



Dacg obserr5m c5 9 este uniform continu5 pe [al, b,] rezultg c5 norrna 
uneia dintre diviziunile dl pi dd, devine oricit de mic5 de indati ce norma celei- 
lalte este suficient de mic5 pi prin urmare exist5 a doua integral2 din ( 5 )  si 
are loc egalitatea (5).  i n  mod asernZin5tor se arat5 cg au loc egalitsfile 

y1 R(f~( t )?  g~(t),  h~(i)). ah~(t)  = r' R(fz (~) ,  ~ E ( T ) ,  h2(~)  dhz(7) 
' a1 -a2 

gi deci existenfa $i valoarea integralel curbilinii cle a1 doilea tip nu depinde 
de alegerea drumului ci numai de cusba r. 

Observatin 7 

Fie I' o curb3 rectificabilg din plan, definit5 de reprezgntarea parametric5 
' 

~i P gi Q dou5 funcfii reale definite pe un domeniu din plan care contine 
imaginea lui r. 

Integrala curbilinie de a1 doilea tip a fuxfiei  vectoriale 

de-a lungul curbei r+ se define~te la fel ca si integrala iurbilinie de a1 doilea 
tip de-a lungul unei curbe din spafiu si se noteaz3 

Dacg i; = %:+ + zE este vectosu'l de pozifie a1 unui punct de pe 
I ( T )  ~i di; este ~7ectoml simbulic 

- 
i dx + dy + k dz atunci expresia 

este egal3 cu produsul scalar simbolic 7 - di; ~i integrala curbilinie de al doilea 
tip se scrie sub forma condensatz, vectorial5 

ObservaJia 3. 1ntegraL curbifiilie de a1 doilea tip in lungul curbei F- 
se definepte prin egalitatea 

- ,.,=-\ y . ,  
SF- - r-k 



Observa,$za 4. 

Dac5 Lurba I' din definifia 2.7 este inchis5 atunci integrala curbilinie 
de a1 doilea tip se noteaz5 astfel 

' 

Dac5 f inem seama de propriet5.file integralei Stieltjes rezultj irnediat 
urm5toarele propriet5fi ale integralei curbilinii de a1 doilea tip. 

1) Dac5 funcfiile vectoriale ifl 7ie-r2 sint integrabile de-a lungul curbei 
F, atunci si functia vectorial5 TI $. Vz este integrabil5 de-a lungul curbei 
I'+ si are loc egalitatea 

1 (V,+ F,) - d i =  V1.dr+ \  V,-di 
r + h r+ 

2) DacZ funcfia vectorial5 7 este integrabilii de-a lungul curbei r+ 
atunci h v  este integrabil5 de-a lungul curbei ri oricare ar fi A real si 

3) Dac5 curba I' estg juxtapunerea curbelor rl ~i r2 (I? = U I'z) 
si dac5 funcfia vectorial5 V este integrabilg de-a lungul curbelor I',, ~i F2+ 
atunci V este integrabil5 de-a lungul curbei r, ~i are loc egalitatea 

$ 8. CALCULUE INTEGKALET CURBILISII 
DE AL DOILEA TIP 

f n  anumite condifii calculul integrafei curbilinii de a1 doilea tip revine 
la calculul~unei integrale Kiemann, aga cum reiese din urm5toarea 

Fie I' o curb5 neted5 din spa@= definitg de reprezentarea parametric5 

x = f(t); 31 = g(f); z = h ( t j ;  t ~ [ a ,  b] 

Dac5 P, Q ~i K sint trei functii reale definite ~i continue pe un domeniu 
D c R3, care confine imaginea la6 I?, atunci exist5 integrala curbilinie (4) 
si are loc egalitatea 



Funcfiile f, g si h au derivatele continue (curba F a fost presupus5 neted5) 
si prin simpla aplicare a teoremei de reducere a unei integrale Stieltjes la 
o integral5 Riemann avem 

Dac5 finem seama de definitia integralei curbilinii de a1 doilea tip (defi- 
nifia 2.7) rezult5 imediat egalitatea (6) 

Exemplz~ : 

S5 se calculeze I  = ( y dx - r dy + (x2 + y2 + z2) dz undc curha I? 
Jr+ 

este definitg de reprezentarea parametric5 

fn acest caz avem f'(t) = t sin t; gf(f) = t cos t ;  h f ( f )  = 1 
Dac5 finem seama de formula (6) avem 

I = r [ ( t  sint + cost)t  sint - ( - 1  cost + s i n s t  cost + 
2, 

+ (-t cos t + sin t)" (t sin t  -+ cos t)2 + (t + dt = 

9'0 

0bserva;ie : 
In cazul integralei curbilinii de a1 doilea tip de-a lungul unei curbe din 

plan se arat5, in cmdifii asem%n%toare celor din teorema 1.8, cii are loc ega- 
litatea 

S% se calculeze I  = x  dx + ex dy, unde I' este definitg de reprezen- 

tarea parametric5 

x = I n  11 + t ) ;  y =  41 + t ;  t€[O, 11 



1 
fn acest caz f'(t) = - 

1 
si g'(t) = ; deci 

l + t  241 + t  

$ 9. IKDEPEXDEKTA DE DRUM A INTEGRAL~I  
CURBILINII 

Dup5 cum am vgzut, integrala curbilinie de a1 doilea tip are o semnifi- 
cafie fizic5 deosebit5 si anume ea exprim5 lucrul mecanic a1 unei forfe care 
acfioneazg asupra unui punct material ce se deplaseaz5 de-a lungul lui I(I'). 
fn leg5turiI cu lucrul mecanic se pune problema independenfei sale de drum, 
adic5 valoarea lucrului mecanic s5 nu depind5 de curba I' (netedg pe por- 
fiuni) pe a ciIrei imagine se afl5 punctele A $i B ci numai de aceste puncte. 

In acest sens un exemplu nu este oferit de forfa gravitafional5, pentru 
care se ?tie c5 lucrul mecanic nu depinde de drum. Independenfa de drum 
a integralei curbilinii de a1 doilea tip, prezint5 interes gi din punct de vedere 
matematic. Pentru a da condifii necesare ~i suficiente ca integrala curbilinie. 
de a1 doilea tip s5 nu depind5 de drum sint necesare citeva nofiuni. 

Spunem c i  domeniui U c R5,ste  un domeniu simplu conex dac5 odatk 
cu orice curb5 I' simp15 si inchis5 cu imaginea I ( I ' )  c D, aparfine lui D si 
porfiunea plan5 m5rginit5 de I(I'). 

Interiorul unui cerc este un domeniu simplu conex din plan. 
Partea plans m5rginit5 de dou5 cercuri unul interior celuilalt (coroang 

circular&) nu este un domeniu simplu conex. 

Defirtijie 2.9. 
Spunem c5 domeniul D c R3 este un 

domeniu simplu conex dacg pentru orice 
curb5 I' simp15 si inchis5 cu I (r) c D, , o> 
exist5 o suprafaf5 deschis5 cu bordura \ I(!?), continut5 in D. 

E xem$Zz~ : 
Interiorul unei sfere este un dome- Fig. 37. 

niu sirnplu conex in R3. 
Vom da in continuare condifii necesare si suficiente pentru ca o inte- 

g a l 5  curbilinie siI nu depind5 de drum. 



Aceste conditii sint date de: 

Fie P, Q si R trei functii reale definite $ continue pe un domeniu simplu 
conex D c R3. Urm2toarele afirmafii sint echivalente: 

1) Exist2 o funcfie V: D -+ R, diferenfiabilg, astfel incit 

2) Integrala curbilinie a functiei vectoriale / 

P = pi+ Qj-+ RZ 
este nulZ pe orice curb2 r simplg, inchisg, netedii pe porfiuni cu I ( r )  c W, 

3) Pentru orice doug puncte & 7i M din D, integrala curbilinie a lui P 
pe orice douii curbe simple 5i netede cu imaginile in D, de capete Mo, si 11, 
este aceea~i. 

Deinonstratie 

SB argtiim cii afirmafia 1) iAP1ic% afirmafia 3). Fie M(x ,  y, z )  ~i 
Mo(xO, yo, zO) dou5 puncte arbitrare, dar fixate, din D. 

Fie l?&IsAr o curb5 simplii, netedg avind capetele Mo si M ,  definitii de 
urmiitoarea reprezentare parametric%. 

k *x = f(-r); y =  g(r); z = h(r);  T E [ ~ ~ ,  t ]  ~i 

I 

Fig. 38 

f 
I(S,W,M) c D. Dac2 finem seama de conditia 11, de teorema 1.8 si de regula 
de derivare a unei funcfii compuse, avem: 

si deci valoarea integralei curbilinii a lui F depjnde nurnai de punctele Mo 
si M .  



Invers, din afirmafia 3) s5 ar5tiim c5 rezult2 afirmatia 1). 
Pentru aceasta vom considera un punct arbitrar Mo(xo, yo, z,), dar fixat, 

din D. 
Fie = P< + f R% Q funcfie vectorial2 pentru care valoarea inte- 

gralei curbilinii pe orice curb5 neted5 de capete M, ~i M (punct arbitrar din 
D) nu depinde de curb5 dar depinde de punctul M .  in acest mod exist5 functia 

- 
V(X, y, 2 )  = V ( M )  = P d x + Q d y +  Rdz 

j rM.M 

\-om ar5ta c5 funcfia V verificz afirmafia 1); pentru aceasta trebuie 
demonstrat c5 : 

Dovedim numai prima dintre aceste egalitgfi. 
Deoarece D este domeniu, exist5 o ssfer2 cu centrul in punctul M ( x ,  y, z) 

continut5 in D. Tn aceast5 sfer5 consideriirn punctul M'(x  + It, y, z) si notgin 
cu F,,) segmentul de dreapt5 deterxninat de punctele M si W'. Avem: 

V ( x  + Jz, y, z) = P d x + Q d y +  R d z  1 
r,wawiJ ~ M M '  

0 X 
Fig. 39 

gi dac5 finem ceama de propriet5fiIe integralei curbilinii de a1 doilea tip 
obfinem : 

V(x + Jz ,  y, 2 )  - V(x,  y, z) = P d x + Q d y +  R d z  

Dar y ~i 2 sint constante pe iViP1', deei 

Functia P este cont;inu5 pe D, decj putem aplica formula de medie pentru 
integrale ~i obfinem : 

V(x t Jz, y; z )  - T ( x ,  y, 2) = hP(x  + Oh, y, z) ; 0 < 0 < 1 



Atunci, folosind din nou continuitatea funcfiei P, rezult5: 

av pentru orice (x, y, z) E D ,  adic5 - = P pe D 
Ex 

zv av f n mod asem5n5tor se arat5 c5 --- = Q si - = R pe D si deci 3) -+ 1). 
ax az 

Echivalenfa lui 2 )  cu 3) este imediat5. 
Presupunem adev5rat5 afirmafia 2).  
Fie I" ~i I?" dou2 curbe netede cu imaginile in D si a c5ror 

capete sint punctele 8i M. 
Considergm curba I' = I" U r". Prin ipo- 

tezg avem: 

( 5 5 3 4 r  Pdx+Q;dy+  R d z = O ;  dar h = Srk + SF: 
si deci 

= 0, de unde rezult5 
Fig. 40. 

Prin urmare 2 )  => 3). SZ ar5t2m c2 3) +. 2). Fie l? o curb2 simpl2, Inchi&. 
neted5 pe portiuni cu imaginea confinutg in D. Putem pune r = F' U r" 
unde I" 7i I"' sint dou5 curbe avind aceleasi capete. 
Avem : 

fr+ = ST; + 5,: = SF; - 5,; 
Prin ipoteza Sr; = \ , de unde rezulta = 0, deci 3) =, 2) ~i teore- 

r+" 
ma este demonstrat5. 

*p+ 

Prima afirmafie din teorema 1.9 arat5 c2 problema independenfei' de 
drum a integralei curbilinii revine la problema recunoasterii faptului c2 expre- 
sia de sub semnul integral5 este diferenfiala unei funcfii de trei variabile. 
- Pentru a da un r5spuns la aceast5 problem2 d5m mai intii. 

Definiiia 3.9. 
Fie P ,  Q ~i R trei funcfii reale definite si continue pe domeniul D c R3. 

Spunem c5 espresia diferenf ial2 : 

P(x, y, z )  dx + Q(x, Y ,  2) dy + R(x, y, z)  dz 
s 

(9) 

este o diferenfialg total5 exact% dac5 exist5 o funcfie 
V: D +- R, diferenfiabilz pe D astfel incit: 

dV(x, y, z )  = P(x, y, z )  dx + Q(x, y, z)  dy + R (x, y, z) dz pentru orice 
(x, y, z)  ED.  



Cu aceast5 ultim5 nofiune dac5 tinem seama de teorema 1.9, integrala 
curbilinie de a1 doilea tip este independent5 de drum, dac5 si numai dac5 
expresia diferenfials care apare sub semnul integral& este o diferenlial5 
total5 exacts. 

Un r5spuns la problema formulat5 mai inainte este dat de: 

Teoremw 2.9. 

Fie P, Q si R  trei funcfii reale definite pe un domeniu simplu conex 
D c R3 ~i admifind derivate parfiale de ordinul intii continue pe D. Expresia 
diferential5 

este o diferenfial5 total5 exact5 daca si numai dacg pe D au loc egalitiifile 

a p  - a~ . z~ - a~ a~ a p  - _-. -=- 
ay a x '  a ~ '  ax a~ 

Demonstraiie Presupunem c5 expresia diferenfial5 (9) este o diferenfial5 
total5 exact5 ~i deci exist5 o funcfie V :  D + R, diferenfiabilg astfel Pncit 

Dac5 scriem diferenfiala funcfiei V ,  obfinem 

Despre funcfiile P, Q  si R am propus c5 admit deriyate parfiale de ordi- 
nu1 intii continue, fapt care garantea25 existenfa si continuitatea tuturor 
derivatelor mixte de ordinul doi ale funcfiei V. Au loc egalitgfile: 

/ 

a2V - a~ * a2v - a~ a2v a~ . - -  _ - .  - --- 
a x ~ ~  a ~ '  i i x a ~  a ~ '  ayax  a x '  

Prin simpla aplicare a criteriului lui Schwarz de egalitate a derivatelor 
mixte deducem egalitgfile din enunf. 

Reciproc, presupunem c5 au loc egalitgfile din enunf si s5 ar5t5m c5 
exist5 o funcfie T7 astfel incit: 

Funcfia V o construim in felul urmgtor: 
Fie Mo(xo, J,,, 3) un punct fixat din D si M(x ,  y, z )  un punct arbitrar din 

D. Consideriim 



zv av Trebuie dovedite egalit5file --- = P ; --- - av 
- Q ;  ,-=R 

i- x EY L Z  

Avem : 

Dac5 finem eama  de egalitafile din enunf avem: 

unde am folosit regula de derivare sub semnul integral5 si formula lui Newton- 
Leibniz. 

In  mod analog se demonstreazti si egalitiifiie: 

in cazul integralelor curbilinii independente de drum se nlai folose~te ~i 
notatia 

care pune in evidenfs doar capetele iW, si fif ,  ale curbelor pe care se considerit 
integrals. 

Referitor la expresiile diferenfiale de forma 

P(x, Y) dx + Q(x, y) dy, (x, y) € D c R 2  
are loc : 

Teorema 3.9. Fie P si Q dou5 funcfii reale definite pe un domeniu simplu 
conex D c R2 $i admifind derivate partiale de ordinul intii continue pe D. 
Expresia diferenfialg : 

este o diferenfialg total5 exact2 dacg si numai dac5 pe D are loc egalitatea: 

Demonstrafia acestei teoreme urmeazq aceleasi etape ca ~i demonstrafia 
teoremei 2.9 unde se consider5 



0bserva;ia 3. 
Conditia ca domeniul s5 fie simplu conex, este esenfialg a;a cum rezultg 

din urmatorul exemplu : 

si curba r definit5 de reprezentarea pa- 

= cos t ;  y = sint ;  ~ E [ O ,  2x1 

1 
Fig. 41 

Se vede imediat cZi D nu este un domeniu simp111 conex. Fie r: D -+ R 
functia vectorial5 definita prin 

-2: X 
in acest caz avem P(x, y) = si Q(x, y) = 

x2 + y2 x2 + y2 
Funcfiile P si Q admit derivate parfiale de ordinul htPi continue pe D 

~i are loc egalitatea: 

- y d x +  x d y  2 X  $r+ ~ d x  + Q ~ T  = = ( (sin2 t + cos2 t )  dt = 2x + o 
Q,, x2 + y2 o 

Probleme 

S5 se calculeze urmgtoarele integrale curbilinii de a1 doilea tip: 

dx 
, unde I': x = acos t ;  y = a s i n t ;  t~ 



- - 
3)\r+ J ~ z d + A x  dy +JGd?,  under :  x = t ;  y = t2; 2 =P; t E [ o ,  11. 

x  = a  cos t ;  y  = a  sin t ;  2 = bt ;  t E 

a2b 
R:  - (7c - 1). 

2 

5 )  \ ( y  + 1 )  dx + x2 dy, unde I ( r )  este portiunea din parabola y = - 
= x2 - 1 cuprinsg intre punctele A (1,O) si B (-1,O) si I ( r )  are originea 
in punctul A .  

( X  - a)"' y d x  - ( x  - a )  dy, unde I' este elipsa +- = 1; 
a2 b2 

7) 4- d x  + 4%' + x2 dy + \'x2 + y2 dr, unde I ( F )  este segmentul L+ 
de dreapta AB cu A = (-1, - 1 ,  - 1 )  $ B = ( 2 , 2 , 2 ) ,  iar A este originea. 

1 5 4 Z .  R:  - 
2 

8) tr+ (y - 22) d x  + ( x  - z)  dy  + (21  - j) dz, unde I ( r )  este cercul 

din spafiu obfinut prin intersecfia sferei x2 + y2 + z2 = a2 (a  > 0 )  cu pla- 

nu1 x - y + z  = 0 ,  iar r are originea ~i capgtul in punctul A 

252 



Indicatie: Pentru I ( r )  se obfine urm5toarea reprezentare parametrica 

Verificind in prealabil ca expresia de sub semnul integrala s5 fie o dife- 
renfial5 total$, s5 se calculeze unnstoarele integrale curbilinii in care s-au 
specificat numai capetele curbei de integrare. 

lo) Y l 1 )  ]Ji d l  + f ]jn dy, h a t 5  pe o curb5 cu imaginea B 
Y 

(2' 2) . . 
primul cadran (x > 0, y > 0). 

R: 2. 

x2 
dy, luat5 pe o curb5 a c5rei imagine 

(x - Y)' 
nu intersecteaz5 prima bisectoare. 

(-2,1,5) 
x2 dx + d:' - 2 & ds, luat5 pe o curbs cu imaginea aflat5 

(0, 0, 0) 

In regiunea y 2 0 ; s 2 0. 

K: -2(l + 5 J5). 

cO, 3y 4, x dx + y dy -+ z dz 
9 luat5 pe o curb5 a c5rei ima- 

(1, -2,2) (x2 + y2 + z2) Jx2 + y2 + z2 
gine nu trece prin originea coordonatelor. 

(2p 2, 2, jt2z2 dx + 2x2z dy + 22y dz , h a t 5  pe o curb5 a c5rei ima- 
(1, 1, 1) (2x f 3 , ~ ) ~  

gine nu traverseaz5 suprafafa de ecuafie 2.x + yz = 0. 



CAPITOLUL VIII 

INTEGRALE DUBLE 

tj 1. DEFINITIA ISTEGRALEI DUBLE 

Definijie 1.7. Fie D c R2 un domeniu. Reuniunea dintre un domeniu 
gi frontiera sa se numepte domeniu inchis. Un domeniu inchis gi miirginit se 
numepte domeniu compact. 

Pe dreapta realii, orice domeniu este un interval, pe cind in plan sau in 
spafiu exist5 domenii care nu sint intervale. Unele domenii din plan sau spa- 
tiu au o structurii mult deosebita de aceea a unui interval. Din aceast5 cauzg 
vom considera numai acele' domenii care au arie. Cadrul firesc in care se defi- 
nepte integrala dub15 este acela a1 domeniilor compacte a caror frontier% este 
o reuniune finitii de imagini de curbe netede. fn tot ce urmeaz'5 convenim s5 
spunem c% frontiera unui astfel de domeniu este o curb% netedii pe porfiuni. 
Se demonstreazii ci3 astfel de domenii au arie, [24]. 

fn continuare vom considera numai domenii de acest fel. Fie f: D C 

c R2 -+ R, o funcfie real5 definitg ~i marginit5 pe domeniul compact D. 
Dac% presupunem c2 f este pozitiva, f(x, -y) 2 0 pentru orice (x, y) ED, 

atunci graficul siiu este o suprafafa S situatii deasupra planului xOy pi pro- 
iecfia lui S pe planul xOy este domeniul D. 

Pentru a afla volun~ul cilindrului care se 
sprijing pe D pi este limitat superior de S sint 
necesare citeva notiuni. 

Definijii 2.1. 

Prin diametrul unei multimi -4 c R2, notat 
cu d ( A )  intelegern marginea superioara a mulfirnii 
de distante intre diferitele puncte ale lui A. 

Fig. 42 Avem deci 

d(A) = sup d(&f, N )  
-11, A- € A 

unde d ( M ,  AT) este distanfa dintre douii puncte M pi N apartinind lui A. 



Exemplu de diametru a1 unei mulfimi date este ilustrat in figura 43. 

Defi.ni!ie 3.1. Prin diviziune A = (Dl, D,, ..., D,) a domeniului compact 
D infelegem un num5r finit de domenii compacte Dl, D,, ..., D, far5 puncte 
interioare comune, astfel incPt 

D =  D1uD2u ... uD, 

~i FrDi(i = 1, 2, ..., n) esie o curb5 inchis5 neted5 sau netedg pe porfiuni. 

Fig. 43 Fig. 44 

Prin norma unei diviziuni A = (Dl, D, ..., D,), notat5 cu v(A),  infelegem 
num5rul pozitil- dat de egalitatea \/(A) = max d(D,). 

I < < <  n 

Fie A, si 1, dou5 diviziuni ale domeniului compact D. 
Spunem c5 diviziunea A, este mai fin5 decit diviziunea Al si vom scrie 

A, c A, dac5 orice domeniu a1 diviziunii Al, sau coincide cu un domeniu a1 
diviziunii A,, sau este egal cu o reuniune finit5 de domenii ale diviziunii A2. 

fn fig. 44 am considerat dou5 diviziuni 

A1 = (Dl, ..., Di-1 Di, Di+l, ..-, Dn) 
A, = (Dl, .., D,-l, Dl, D:, Dz+l, ..., D,) 

fn acest caz avem Di = D; U Dr iar celelalte domenii ale diviziunii A, 
coincid cu domenii ale diviziunii A, ~i deci Al c A,. 

Dac5 A, c A,, atunci are loc inegalitatea u(Al) >v(A,). 
Reciproc nu este adev5rat, dac5 A, ~i A2 sint doua diviziuni ale lui D 

~i v(Al) > 41,) nu rezult5 c5 A, c A,. 
Fie A = (Dl, D,, ..., D,) o diviziune oarecare a domeniului compact D 

~i functia real5 f definit5 ~i mZrginit5 pe D. Vom nota cu 

nz, = inf f(x, y) Mi *= sup f(x, y) 
($.Y) E Di (%Y) 

nz = inf f(x, y) M =* sup f (x, y) 
(x.~) D (%Y) E D 

an loc inegalitgtile 

r n < f ( a , y ) ~ M  (V) ( x , y ) ~ D  

mi G f(x, y) < M ,  (V) (x, Y) ED, 



Form5m sumele 
1% 

s ~ ( f )  = HZ,. aria Dl + ... + wz, aria D,, = HZ, aria D, 

n 

SA (f) = M1 aria Dl + ... + :%I, aria D, = C M, aria D, 
*=I 

Sumele s ~ ( f )  si S A ( ~ )  se numesc sumele Darboux, ale funcfiei f corespunz5toare 
diviziunii A, s ~ ( f )  se numeste suma inferioarg Darboux iar SA(f) se numegte 
suma superioarg Darboux. Dac5 consideram in fiecare domeniu D, cite un 
punct (E,, q,) E Dz, atunci putem forma suma 

= P f(&, q,) aria D, 
i=l 

care se numegte suma Riemann a funcfiei f corespunziitoare diviziunii A 
$ punctelor intermediare (L, 3,) ED,. Trebuie observat cti pentru aceeasi 
diviziune A putem forma o infinitate de sume Riemann, corespunz5toare 
diferitelor moduri de alegere a punctelor ( E , ,  ri), dar numai doug sume Dar- 
boux, s ~ ( f )  si SA(f). 

Sumele Darboux gi Riemann au urmatoarele proprietsfi: 

1) Au loc inegalitzfile 

?n aria D < sA(f) < aA(f, 4 ,  3,) < SA(f) < 111 aria D. 

fn adevgr, oricare ar fi punctul intermediar (E,, 9,) E Di, avenl 

nz<m,<f(E,, -q,)<M,<M pentru i = 1, 2, ..., $8 

fnmulfind toti termenii cu num5rul pozitiv aria D,, obfinem 

.In aria D, < m, aria D, < f(Ea, qr) aria D, < M, aria D, < 144 aria D, 

-4dunind membru cu membru cele a inegalitafi scrise pentru i = 1, 2, ..., n 
obfinem rezultatul dorit. 

2) Leggtura dintre sumele Darboux si sumele Riemann corespunzgtoare 
unei diviziuni A este dat5 de egalitgfile 

unde marginea inferioarii ~i cea superioarg se consider5 dup5 toate alegerile 
posibile ale punctelor intermediare (E,, xi). 

Fie A = (Dl, D2, ..., D,) o diviziune a doineniului D 9i z > 0,  arbitrar 
dar fixat. 



Deoarece m, = inf f(x, y) in liecare domeniu D, exist5 un punct (E,, 
(n, Y ) € D C  

-q,) asa fel incit 
E 

f(Ez, 3,) - nz, < - . Atunci, 
aria D 

E < C aria D, = E 
aria D 

deci 

La fel se demonstreazti si cea de a doua egalitate. 
3) Dac5 Al si A2 sint dou% diviziuni oarecare ale domeniului D, cu 

Al c A, atunci 
sA,(f) < s.12(f) < sA,(f) < SA,(~)  

a&c% prin trecerea la o diviziune mai fin5 sumele inferioare cresc, iar surnele 
superioare descresc. 

Fie D, un domeniu a1 diviziunii A, si presupunem c5 D, = Dl U D:, 
uncle Di[ si D; sint domenii ale diviziunii A2. 

S5 notgm 
nz, = inf f (x, y), mi = inf f (z, y), 

(x, Y) Di (% Y) ET 
mi = inf f (x, y) 

(X,,Y Df 

Evident au loc inegalittifile 

deci ffz, aria DE <mi aria Di ~i .In, aria D: g w,; aria D;. Prin adunarea 
membru cu mcmbru a ultimelor douii inegalitiifi obfinem 

9% aria D, g mi aria Di + na; aria Dr. 

0 inegalitate asem5n5toare r5mine valabilii da& D, este reuniunea finit5 
a trei sau mai multe domenii ale diviziunii A2. Procedind la fel cu fiecare din 
domeniile diviziunii A, $i sumind membru cu membru inega:alit%f.ile obiinute, 
rezult5 I 

s ~ ~ ( f )  < sA2(f) < Sa2(f) 

Inegalitatea S A ~ ( ~ )  < SAl(f) se demonstreaza asem5niito-r. 

4) Pentru orice dou5 diviziuni A, si A, ale lui D are loc inegalitatea 

adicH mice sum5 inferioar5 este mai mica decit orice sum5 superioarii. 
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5) Dac5 9 este multimea tuturor diviziunilor domeniului compact D, 
atunci mulfimea 

(sA(*))A E 9 

este mgrginitg superior, iar mulfimea 

(Sa(f))a €9 

este m2rginit2 inferior, si are loc inegalitatea 

sup sa(f) < inf SA(f) 
A E 9 A € %  

fn adevgr, fie A, o diviziune oarecare a lui D. Pentru orice diviziune A 
a lui D avem 

sa(f) < Sa,(f) 

deci mulfimea ( ~ ~ ( f ) ) ~ ~ ~  este majorata de SA,(f) ~i deci are o margine supe- 
rioar5 finitii pe care o not%m cu J .  

fn mod asem%n%tor se arat2 c% multimea (SA(f))AE9-e~te minorat2 si 
deci are o margine inferioarz finit% pe care o notam cu I. 
fntre cele dou2 nilmere are loc inegalitatea J Q ~ .  

Kumerele J = sup sA(f) gi f = inf Sajf) se numesc integralele Darboux 
A s 9  b e 9  

ale funcfiei f pe domeniul D . se nume~te integrala inferioars Darboux, 
iar 1 se numeste integrala superioara Darboux. 

Pentru orice diviziune h a lui D au loc inegalitiifile evidente 

sA(f) < 1 < I < SA(f) 

6) f n  cazul i'n care f > O  pe D, suma inferioara Darboux reprezintii 
volumul corpului format prin reuniunea a n cilindroizi avind ca baze pe 
Dl, D2, ..., D, si iniilfimile egale respectiv cu TI ,  ..., m,. Volumul astfel 
obfinut aproximeaz5 prin lips% volumul c2utat. In mod asemiiniitor, suma 

superioar5 Darboux reprezinta volumul 
corpului format prin reuniunea a n ci- 
lindroizi avind ca baze pe Dl, D2, ..., Dn 
~i iniilfirgile egak respectiv cu MI ,  . .., M,. 
Volumul astfel obfinut aproximeaza prin 
adaus, volumul c2utat. fn cazul sumelor 
Riemann acestea aproximeaza volumul 
Gutat, dar nu mai putem preciza dac5 
prin li'psii sau prin adaus. 

Def'inijie. 4.1. Fie f o funcfie realii, 
definitii ~i m%rginit% pe un domeniu com- 
pact D c R2. 

Fig 45 Spunem cH f este integrabilg Riemann 
pe D, dac5 exist2 un numsr I cu pro- 

prietatea c2 pentru orice E > 0 ,  exist% un num2r a(€) > 0 astfel incft 
oricare ar fi diviziunea A cu v(A) < 8 ( ~ )  ~i oricare ar fi alegerea punctelor 
intermediare (Ei, r,,) E Di s5 avem 1 aa(f, Ei, qi) - I [ < E .  



fn acest caz numsrul I se numeste integrala Riemann a functiei f pe 
domeniul D si se foloseste notatia 

I = lim oA(f, ti, -qi) = 
.,(A)-tO 

Dacg f > 0 pe D, atunci f(x, y) dx dy reprezintg 1-olumul cilindrului EL 
de care am pomenit la inceputul acestui paragraf. 

$ 2. CRITERII DE INTEGRABILITATE 

Teorema 1.2. (Criteriztl Iui Darboux). Fie f o functie reals, definits ~i 
nlsrirginits pe un domeniu compact D c R2. Funcfia f este integrabilg pe D 
dacg si numai dacs pentru orice E > 0, exists un numsr a(&) > 0, astfel 
incit oricare ar fi diviziunea A a lui D, cu v(A) < a(&) s5 avem 

S A ( ~ )  - SA (f) < E 

Demonstra!ie. Conditia este necesars. Dais f este o funcfie msrginitg 
31 mregrabil5 pe domeniul compact D, fie 

I = \ED f(x, y) dx dy 

Din definitia integrabilitgfii avem c5 oricare ar fi E > 0 exists 6 ( ~ ) > 0  
astiel incit oricare ar fi diviziunea A cu v(A) < a(&) si oricare ar fi alegerea 
punctelor intermediare (ti, are loc inegalitatea I crA(f, Ei, -ql) - I / < E sau 

I - E < OA(~ ,  Ei, 9,) < I -I- E 
Folos!'nd leggtura dintre sumele Darboux si sumele Riemann obfinem 

inegalitatea 

I - E < sn(f) < SA(f) < I $ E 

~i deci 

pentru orice diviziune A cu v(A) < B(E). 
Prin urmare dacg f este integrabilg pe D atunci este indeplinitg condifia 

din enunt. 
Condifia este suficientg. S2 arstsm deci cii funcfia f, mgrginits pe B, 

este integrabilg dacs este indeplinitg condifia din enunf. 
Din proprietgfile sumelor Darboux avem 

s ~ ( f )  < I <  f < S A ( ~ )  

pentru orice diviziune 4 a lui D. 



Dacg v(A) < 6 ( ~ ) ,  din inegalitatea de mai sus si din condifia datii in 
enunf, obf inem 

adic5- 0 < 1 - < E. Deoarece E > 0 a fost presupus arbiirar rezult5 c2 
I = I. S5 not5m I = 7 = I, valoarea comunii a integralelor Darboux. 
kvem 

de unde 

sau 

I G A ( ~ ,  St, r,) - I I < Sa(f) - sa(f) 

Dac5 v(A) < 6(e) atunci Sa(f) - sA(f) < E ~i deci 

lo4(f, E a ,  38) - I I < E 

adicii funcfia f este integrabilii pe D si f(x, y) dx dy = I .  CS , D 

Observa!ie. Din criteriul lui Darboux rezult5 c5 o funcfie real5 f ,  definits 
si m5rginit5 pe un domeniu compact D c R" este intzgrabil5 pe D, dac5 
si numai dac5 integralele Darboux corespu_nz5toare, _I si I sint egale. 'iTaloarea 
coxnun5 a celor dou5 integrale I = I = I este tocmai integrals lui f pe do- 
meniul D. 

Cu ajutorul criteriului lui Darboux se demonstreazii integrabilitatea 
funcfiilor continue, asa cum rezult5 din : 

Teorema 2.2. Orice funcfie real5 f ,  definit5 ~i continu5 pe un domeniu 
compact D c R2, este integrabilz pe D. 

Dernonstra,iie. Fie A = (Dl, D2, ..., Dn) o diviziune oarecare a lui D. 
Deoarece f este presupus5 continu5 pe D, va fi continu5 pe fiecare domeniu 
compact D, (i = 1, ..., n). Atunci funcfia f este m%rginit5 pe D, ~i isi ating 
marginile; exist5 deci dous puncte A;(x:, y,l) si A;(x:, y:) din Di, astfel 
incit 

nz, = f (x;, yl), M, = f (x;, yq) 
Rezults atunci 

n 

S A ( ~ )  - s ~ ( f )  = C (lu, - mi) aria D, = 5 (f(xl, yl) - f(%;, y:)) aria D, 
o=l %==I 

Fie acum E > 0. Deoarece f este continu5 pe domeniul compact D, este uni- 
form continuii pe D. Numiirului E > 0 ii corespunde un numiir 6 ( ~ )  > 0 
astfel incit pentru orice douii puncte A'(%', y') si A"(xV, y") cu d ( A f ,  A") < 
< 8 ( ~ )  s5 avem 

E I f(xf, y') - f(xV, y") I < --- 
aria D 



Pentru orice diviziune A, cu v(A) < a(&) avem 

&(A:, A:) < a(&) 
gi deci 

& 1 f(xa, yi[) - fjx;, 3';) 1 < --- 
aria D 

Asadar, dacg v(A) < a(&) atunci 
n E 

Sa (f)  - sa ( f )  < } f (x:, 3':) - f (xi', y:) I aria D, < --- aria D = E 

~ = l  aria D 
adicg 

Sa(f) - sA(f) < E pentru (V) h, cu v(A) < a(&) 
si deci f este integrabilg pe D. 

Criteriul lui Lebesgue 

Pentru a enunta acest criteriu avem nevoie de nofiunea de mulfime 
neglijabilii sau de mgsui-5 Lebesgue nula. 

Definiiie. Spunem c5 mulfimea E c R2 este de m%surH Lebesgue nulg 
sau neglijabilg d a d  pentru crice E > 0 exist5 un sir (In) de intervale deschise, 

-> - 
din R2, care acoperii pe E, adic5 E c  U In, astfel incit 

n=l  

C aria I, < E 

Cu aceastii definifie putem enunfa urmgtozrea: 

Teo./e?rzn' 3.2. (Criteriul Zui Lebesgue). Fie f o funcfie real% si mgrginitg, 
definit5 pe un domeniu compact D c R2. Fvncfia f este integrabils pe D 
dac5 ~i numai dac5 mulfimea punctelor de discontinuitate ale lui f este de 
m5surZ LeFesgue nul5. 

Ca o primA consecinfil a acestui criteriu, se vede imediat c5, mulfimea 
funcf iilor integrabile este mult mai boga t5 decit mulf imea funcf.iilor continue. 
Pentru demonstrafie vezi [242. 

3 3. PROPRIETA~LE ISTEGRALEI DUBLE 

La fel ca si in cazul integralei simple se demonstreazil urmgtoarele pro- 
prietgfi : 

I .  Dac5 funcfia f este integrabil5 pe D si AER, aiunci +i funcfia hf 
este integrabilil pe D ;i are loc egalitatea 

Xceasta este proprietatea de omogenitate a integralei duble. 



2. Dacg f si g sint dou5 funcfii integrabile pe D, atunci si funcfiile f & g 
sint integrabile pe D si are loc egalitatea 

Aceasta este proprietatea de linearitate a intregrabilei duble. 

3. Dacg D = Dl UD,, unde Dl si Dz sint domenii compacte iar Dl $ 
D, nu au puncte interioare comune si f integrabilg pe D, atunci 

Fig. 46 , 

f (x, 3') dx dy = f (x, y) dx dy + f (x, y) dx dy is, \\D, 

Aceasta este proprietatea de aditivitate a integralei duble ca functie de 
domeniu. 

4. Dac5 f este integrabil5 pe D ~i f(x, y) 2 0 ; (V) (x, y) ED atunci 

f(x. Y) d 5 d ~  2 0  

5. Dac5 f si g sint integrabile pe D ~i f (x, y) 2 g(x, y) ; (V) (x, y) E D 
atunci 

D D 

Aceasta este proprietatea de mvnotonie a integralei duble. 

6. Dacg m < f 2iV pe D si f este integrabilg pe D, atunci 

m aria D < f(x, y) dx dy < M aria D 

7. DacZ f este integrabilg pe D atunci si I f 1 este integrabil5 pe D ~i 
are loc inegalitatea 

8. Este evident5 egalitatea 

\SD dx dy = aria D 



i 9. Teorema de medie pentru integral3 dubl5. 
Dacii f este continu5 pe domeniul compact D, atunci exist5 un punct 

(5, q) ED, astfel incit 

\\ f (x, y) dx dy = f (5, q) aria D 
ddD 

DemonstraJie. Deoarece f este continu5 pe domeniul compact D, rezultj 
cii f este marginit5 pe D, ~i i ~ i  atinge marginile. Existii dou5 puncte Al(x,, 
si AZ(xz;yz) din D astfel incit m = f(x,, y,) ~i M = f(xz, y,) unde M, m  sint 
marginile lui f. Avem in baza proprietgfii 6) 

f(x, y) dx dy < M  aria D 

de unde rezultii 

m <  
aria D 

< M  

Notfnd 

\SD f(x1 Y) dx dy 
P = ; avem m < p < M  

aria D 

Fie I' o curb5 a c5rui imagine este complect confinut5 in D qi avind capetele 
in Al si A2. Existenfa unei astfel de curbe rezult5 chiar din definitia nofiunii 
de domeniu. 

= dt) 9 t E [a, b] 
Y = 44) 

este reprezentarea parametric5 a i u i  r atunci funcfia cornpus5 

este continu5 pe compactul [a, b]. Din f(xl, y,) = m si f(xz, y,) = M rezultg 
g(a) = m  si g ( b )  = M. 

Din proprietatea lui Darboux a funcfiilor continue deducem existents 
unei valori to G [a, b] asa fel incit g(to) = p, adic5 

4 
Daca lu5m E = cp(to) si q = $(to) avem p = f(E, q) si formula este demon- 
strats. ) 

3 4. CALCULUL ISTEGRALEI DUBLE 

Vom argta, in aaumite ipoteze, c5 o integral5 dublii se calculeaz5 printr-o 
succesiune de integrale simple. 

Pentru inceput I7om considera cazul in care 6 este yn interval bidimen- 
sional I = [a, b] x [c, dl.  



Teoveqna 1.4. Fie f o funcfie real5, definit5 si marginit5 pe un interval 
bidimensional 1 = [a, b] x [c, 4. Sii presupunem cil 

1. f este integrabilg pe I 

2. pentru orice x E [a, b], exist2 integrala 

fn aceste condifii, exist5 integrala F(x) dx ~i are loc egalitatea !: 

Fie d '  = ( a  = xo < xl < ... < x, < x,+~ < ... < x, = b) o diviziune a 
intervalului [a, b] ~i d" = (c = yo < yl < ... < 31, < y j + ~  < ... < y, = d )  o 
diviziune a intervalului [c, d l .  CU ajutorul diviziunilor d' si d" putem defini 
o diviziune A a lui I, unde darneniile lui A sint intervalele I,, = [x,, xi+l] x 
~ [ y , , y ~ + ~ ] ( i = O , l ,  ..., $ 2 - 1 ;  j = O , I  ,..., m-l).Vomnotanz,,= inf f(x,y) 

( * , y ) ~ I i j  
~i M,, = sup f(x, y). 

( x ,  Y) E 181 

Fig. 47 

Pentru a arHta c5 funcfia F este integrabilii pe [a,  b] considergm sumele 
Rkmann asociate lui F pe [a, b]. Avem 

DacH tinem seama de modul cum este definitH funcfia F si de proprietatea 
de aditivitate a integralei .simple avem 



Aplicind formula de medie pentru integrala simp15 rezultii existenfa unui 
num5r Prj, cu mil < pi, < W j ,  astfel incit 

y1+1 F,, f(b1 Y )  dY = ~tj(yjI-1 - yi) 

Deci pentru sumele Riemann asociate lui F pe [a, b] ax-em 

Dac5 $inem seama de inegalitgfile 

Dar prima stzn15 din aceste inegalitiifi este tocmai suma Darboux infe- 
rioarg relativ la furicfia f ~i la div~ziunea A a lui I; 

Ultima sum5 din inegalitgfile de mai sus este tocmai suma Darboux supe- 
rioar5 relativ la fuactla f +i diviziunea A a l t~ i  I 

Avem deci inegalitsfile 

s~ (f) < bd,(F, Ei) G S A  (f) 

pentru orice alegere a punctelor intermediare &. 
Fie acum (d;) un sir oarecare de diviziuni ale lui [a, bj cu v(di )  4 0 ~i 

(a:) un sir de diviziuni ale lui [c, dJ cu v(d,") -+ 0. NotZm cu A, diviziunca lui 
I definitg, ca mai sus, de diviziunile d; si d,". Se vede imediat c5 din condi- 
kiile \>(a;) -+ 0 si v(d:) -+ 0 rezult5 v ( A , )  -t 0. Pentrn fiecare k avem inega- 
litHfile 

s.~,(f) < od;(F, 4) G SaL(f)  
--*-(O 

Funcfia f fiind presupus5 integrabilii pe I, aplicind observafia de la criteriul 
lui Darboux, avem ,. ,. 

lim Sa,(f) = lim s ~ , ( f )  = 
k - t m  k+m 

( 2 )  



Trecind la limit5 in (I) si finind cont de (2) obfinem 

lim O ~ ; G  (F, Ei) = 
k+ m 

Dac5 fineam seama de definifia integralei pentru funcfiile teale, de o singur5 
variabil5, se vede imediat c5 

lim sd; (F, &) = \ F (x) dx 
i?+ m .a 

Din egalitgtile (3) ~i (4) obfinem 

De obicei se folose~te notafia 

Observaiia 1. fn  mod asemsngtor se demonstreazg 

Teorenza 2.4. Fie f o funcfie definit5 si msrginitg pe I = [a, 61 x [c, d] 
S5 presupunem c5 

1) f este integrabils pe I 

F" 2) pentru orice Y E  [c, d] exist5 integrala f(x, y) dx = G(y). fn aczste 
d U  

condifii exist5 integrala 

G(y) dy ~i are loc egalitatea 

\\I f ( x j  3') dx d~ = (\I f (x, y) dx) dy . C 

Observadia 2. Dac5 f(x, y) = g(x) . h(y) atunci 

Observadia 3. Interpretarea geometric5 a teoremei 1.4. 

Teorema 1.4. are o interpretare geometric5 simpl5, ilustrat5 Pn fig. 48. 
Dac5 f este o funcfie pozitiv5 pe I, atunci volumul cilindrului V care se spri- 



- 
jinB pe I si este limitat superior de graficul S a1 functiei f, este dat de egali- 
tatea 

Volum V = f (x, y) d r  dy = \: (1 f (s, y) dy) dx '- Si 
't 

Fig. 48 

Pentru orice X E  [a, b] integrals f(x, y )  dy = F(x) este aria sectiunii 
Jc  

IBcute in cilindrul V de un plan ce trece prin punctul (x, 0,O) ~i ,este paralel 
cu planul yOz. DacB finem seama de semnificatia geometric5 a integralei 

Pb 

ditble, atunci F(x) dx este tocmai volumul lui V. I 
Exc~~zplza. SB se calculeze volumul cilindrului V care se sprijing pe 

I = [-I, 11 x [-1, 11 gi este mBrginit superior de suprafafa de ecuatie 
2 = x2 + 5'2. 

(x3 + y2) dx dy. Dac5 finem seama de teorema 1.4. 

atunci 
1 1 

vol. V = dx ( 2 + y 3 )  dy =S11(x2y + 2) dx = 
-1 3 -1 

Pentru a da regula de calcul a unei integrabile duble in cazul in care 
domeniul D nu mai este un interval este necesarB nofiunea de domeniu simplu 
in raport cu una din axe. 

Defi~ii ie .  1.4. Fie D un domeniu compact, definit de inegalitilfile 

unde w1 ~i 9, sint funcfii continue pe [a, b] si cpl(x) < cpz(x) pentru (V) x E [a, b.] 
Un astfel de domeniu se numeste simplu in raport cu axa Oy. 



Un domeniu D, c o ~ p a c t ,  definit de inegalitatea 

unde $, si c j 2  sint doug funcfii continue pe [c, dl ~i I+, (y) < +,(y) pentsu 
(V) ye [c, dl se numeste simplu in raport cu axa Ox. 

i'n fig. 49 este ilustrat un domeniu simplu in raport cu axa Oy, iar in 
fig. 50 este ilustrat ua domeniu simplu in raport cil axa Ox. 

Fig .49 Fig. 50 

Pentru un domeniu simplu in raptjrt cu axa Oy, regu!a de calcul este 
datH de teorema care urmeazg. 

Teorema 3.4. Fie D un domeniu compact, simpln in raport cu axa OJ 
definit de inegalitgfile : 

B < x < b ;  T ~ ( X ) < ~ < T ~ ( X ) ;  

f o funcfie m5rginit2, definit5 pe D si presupunem cg: 

1) f este integrabilg pe D 

2) pentru (V) x E [a, b],  exist5 integrala 

Atunci existz ~i integrala 

gi are loc egalitatea 

DemonstraJie. Funcfiile rpl ~i cp2 au fost presupuse continue pe intervaluf 
compact [a, b] deci sPnt si rnzrginite pe acest interval 



Fie 
c = inf cp,(x) ~i d = sup cpz(x) 

n €la, b1 x E [a,  bl 

Fie I = [a, b] x [c, dl .  Se vede imediat c5 D c I gi acest fapt este ilustrat 
2x1 fig. 51. 

Fig. 51 

Notind cu Dl domeniul compact definit de inegalitjfile 

c < y <  ?I(%) 
~i CLI D, domeniul compact definit de inegalitgfile 

'P~(x) < y <  d 

Avem, evident 1 = Dl U D U 0, 
Frontiera fiecriruia dintre domeniile Dl, D, D2 este de arie nulri, deoarece 

funcfiile ~i 9, au fost presupuse continue, deci. domeniile considerate au 
arie. S5 consideriim funcfia ajutjtoare 7, definits pe I in modul urm5tor 

dacg (x, y) ED 
dacz (x, y) E I - D 

Eventualele puncte de discontinuitate pe care functia f le poate avea in 
plus fat5 de funcfia f ,  sint situate in orice caz pe una din frontierele doine- 
niilor Dl, D, D,. Funcfia f a fost presupusii integrabilg pe D si deci mulfimea 
punctelor sale de discontinuitate este de rn5surj. Lebesgue nu&. Putem spune 
deci cri mulfimea punctelor de discontinuitate ale funcfiei z, este de miisur5 
Lebesgue nulg, ~i deci i este integrabil5 pe I. 

Folosind acum proprietatea de adi tivitate a integralei duble ca funcfie 
de domeniu, obfinem 

Din modul cum a fost definitg funcfia T rezult5 imediat c2 



si in plus avem 

f (x, 31) dx dy = 

Deci are loc egalitatea 

Funcfiei f ii vom aplica rezultatul stabilit in teorema 1.4. Pentru aceasta 
trebuie observat cii integrala 

I 

existi%, deoarece am presupus esistenta i~ltegralei ( 5 )  ;i in plus pentru fiecare 
s E [a, bj are loc egalitatea 

Funcfia f satisfece deci toate condifiilc din teorenia 1.4 ~i putem scrie 

Dacr finem seama de egalitgfile (6) yi (7) avem 

Y, (x )  

f (x: y )  dx dy = Sb dx \vl(il f (x, y )  dy 

adicii tocmai egalitatea din enuntul teoremei. 

Observa,tia 4. DacH donieniul compact D este simplu in raport cu axa 
Ox, atunci are loc umgtoarea 

Teorevza' 4.4. Fie D un domeniu compact simpIu fn raport cu asa  Ox, 
definit de inegalitgf ile 

Fie f o funcfie realH, definitg ~i mgrginit5 pe D ~i presupunem c2 

1) f este integrabilH pe D 

2) pentru orice y E [c, dl exist5 integrala 



Atunci existi5 5i integrala 

S: dy s::::: f(x, y) dx si are loc egalitatea 

Ohsevvaiia 5. Dac5 dolneniul compact D are proprietatea cB orice para- 
lel5 la axa Oy intersecteaza frontiera lui D in cel mult dou5 puncte, asa cum 
este ilustrat in fig. 52 atunci rezultatul stabilit in teorema 3.4 r5mine valabil. 

Un rezultat asem5n5tor este valabil dac5 orice paralela la axa Ox inter- 
secteaz5 frontiera lui D, in cel mult doua puncte. Aceastri situafie este ilus- 
trata in fig. 53. 

Y i 

Fig. 52 Fig. 53 

Ob~rvv(z!ia 6. Dac5 domeniul compact D nu este in una din situafiile 
date la observafia 5, atunci descompunem pe D prin paralele la axele de 

I? 

coordonate, intr-un num5r finit de subdoxienii Dl, Dz, ..., D, cu U D, = D 
i = l  

~i fiecare Di(i = 1, 2, ..., 1%) s5 fie in una din situafiile date mai sus. 
Folosind apoi proprietatea de aditivitate a integralei duble ca funcfie 

de domenii avem 

0 astfel de situafie este ilustrata in fig. 54. 

Fig. 54 

Exe~nplzt I .  S5 se calculeze 



unde 
0 = [O, 11 x [0, 11 

1 

l )  

4 = \  (--- dx = In- 
*, x + 1  x + 2  3 

. Exent,plzh 2. S?i se calculeze J = x2y dx dy unde D este semicercd 
S S D  

definit de inegalitgfilc :i" y2 < R2, y > 0 

Fig. 55 

Avem 

Emc~~z@lzt 3". S2 se calculeze J = (x + y)  dx dy unde D este port iu- 
\\D 

nea din plan m5rginitZ de parabola y = x2 ~i dreapta y = x. 

Fig. 56 

f n  acest caz avem cpl(x) = x2; 

?&x) = x ~i x ~ [ 0 ,  l] 



hvem deci 

Exei~t$Zu 4.  S2 se pun2 limitele de integrare in cele dou5 moduri posibile \SD f ( r ,  y )  dx cly, dac2 D este marginit de cercul y = 42 ax - x2 parabola 

y = 4 2  axi dreapta x = 2 a, n > 0. 

Fig. 57 

Doaeniul D este dat in fig. 57. Domeniul D este siznplu fn raport cu Oy si 
avem 

fn raport cu axa Ox dorneniul D nu nlai este simplu, fl descompunem 
in trei subdomenii ~i obfinem in acest fel 

+ \li dy f (x, y )  dx 
'!a YP - 

2n 
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ExempZu 5. S5 se calculeze I = xy dx dy, unde D este dat in fig. 53. 
, D  c! 

Fig. 38 

In  acest caz este convenabil s5 integr5m mai intii in raport cu x si obfinem: 

3 5. FORMULA LUI RIEMANX-GREES 

fn anumite conditii exist5 leg5tur5 intre integrala curbilinie si integrala 
dubl5. Pentru a stabili aceast5 leg5tur5 introducem nofiunea de frontier5 
orientat2 a unui domeniu compact. 

Definifie 1.5. Fie D 5 R2, un domeniu compact avind frontiera format5 
dintr-o curb5 neted5 sau reuniune finit5 de curbe netede. Sensul dag, pe I? 
de un observator care prin deplasare pe aceastH curb5 las5 la stinga domeniul 
D se numeste sensul direct sau pozitiv de parcurgere a lui I?. Curba I? impreun5 
cu sensul direct de parcurgere se nume~te curb5 orientat5 direct sau pozitiv 
si se noteazg cu r,. fn mod asem5n5tor se introduce qi F-. 

f n  fig. 59 este ilustrat un exemplu un domeniu compact simplu conex 
cu frontiera orientat5 direct. 

fn fig. 60 este ilustrat un exemplu de domeniu compact cu frontiera for- 
mat5 din douH curbe netede ~i orientat5 direct. Un astfel de domeniu cu 
,,gaur2" se numeste domeniu dublu conex. fn ambele cazuri domeniul D 
.este ha~urat  . 



Eofiunea de frontier5 ~rientatii sc inenfine ~i in cazul in care Fr . D 
este o curbs neteds pe porfiuni sau reuniuni de astfel de curbe. Pentru a pune 
fn evident5 faptul cil o integralii curbilinie este considerat5 pe o curb5 inchis5 

mientat3 pozitiv se fo!oseste notafia . f 
Pentru a stabili formula Iui Riemann-Green, pentru un domeniu compact 

oarecare, vom demonstra dou5 teoreme ajutiitoare, valabile Pn cazul dome- 
niilor simple in raport cu una din axe. 

Tecrenza -1.3. Fie P o functie real5 definit5 si continu5 pe un domeniu 
ap compact D c R2, simplu in raport cu axa Oy. Dac5 derivata - exist5 si 

este continca pe D, atunci are loc egalitatea 
ay 

dP 
d x d y ;  Fr - D  = I? 

Demo~zstra!ie. Existenfa celor doug integrale este garantat5 de continui- 
tatea funcfiilor de sub semnul integralii ~i de ipoteza facut5 asupra Iui D. 
Domeniul D are forma din fig. 61 unde I' = U r2 U F3 U ~i I' este 
orientatii direct. 

Fig. 61 

Functiile pl $1 q2 sict continue pe [a, b]. CalcuI5m integrala dub15 din 
membrul drept a1 egalitsfii (1) si ar5t5m c5 ea este egalii cu integrala curbi- 
Iiqie din membrul sting. 
Avern 

iP b dl dy = Fh dX rz(x) - - dy = - P(x, y) y2(x' dx = 
.a - 1 %  ZY a !W,(ZI 

( 2 )  

.a 

Pe de alt5 parte avem 

unde sensul considerat pe fiecare curb% este indicat in figurii. 



Integralele pe I?, ~i r4 sint nule, deoarece aici x este constant; in cazd 
Tz avem x = b, iar in cazul lui r4 avem x = a. 
Pentru r, avem reprezentarea parametric5 

x = t  
t E [a, b] ; deci 

Y = ?l(t) 

F P(x, y)  dx = P(t, cpl(t)) dt. 
c rl .a C" 

Pentru avem reprezentarea parametric5 

x = t .  
t ~ [ a , b ]  deci 

y  = qz(f) 

Din relafiile (2) ~i (3) rezult5 imediat c5 

Teorema 2.5. Fie Q o functie real5 definit5 ~i continu5 pe un dorneniu 
2Q compact, D c R' sirnplu in raport cu axa 03: .  Daca derivata - exist5 ;i 
a .v 

este continu5 pe D, atunci 

I 
0 

__L. 

X 

Fig. 62 

Denzonstra;ie. Domeniul D are forma din fig. 62 unde F = r, u r, u 
U F3 U r4. Procedind ca ~i in cazul teoremei 1.5. obtinem . 



Pe de alt5 parte avem: 

unde sensul considerat pe fiecare curb5 este cel indicat î n figur-2. Dar integra- 
lele pe F, ~i I'3 sint nule deoarece aici y  este constant. Pentru F2 avem repre- 
zentarea parametricg 

= Mt) , t E LC, d]  
y = t  

~i deci 

n; = tjJl(t), t E [c, dj si deci 
y = t 

rt 

1 ,  Q(.. Y )  djr  = { 1 ~ ( + ~ ( t ) ,  t )  dt = - \ ~ ( t j ~ ~ ( i ) ,  r )  d2 
Deci 

Din relafiile ( 5 )  $i (6) rezultH imediat c5 

Pentru a deinonstra formula lui Riemann-Green este necesarg urm5- 
toarea 

Observndie. Presupunem c2 domenid compact D c RZ este o reuniune 
n 

finit2 de doxnenii compacte D,, D = U D, ~i c5 aceste domenii nu au puncte 
2=1  

interimre -comune iar I', = Fr Di (i - 1, 2, .. ., n) este o curb& neted5 pc 
porfiuni. In fig. 63 este ilustratH o astfel de situafie. 



fn aceste condifii, dacg P si Q sint dol-12 funcfii reale definite si continue 
pe D, are loc egalitatea 

Egalitatea se demonstreazg imediat dac5 tinem seama de aditit-itatea inte- 
gralei curbilinii relativ la juxtapunerea de curbe si de egalitatea 

Formula lui Riemann-Green. Fie P si Q douii funcfii reale definite si con- 
ap tinue pe domeniul compact D c R? Dac5 derivatele parfiale - si - 
C Y  Sx 

existg ~i sint continue pe D, atunci are loc egalitatea 

I? = Fr .D (7 )  

Demonstrajie. Prin paralele la axa Oy putem descompune domeniul D 

intr-o reuniune finitii de domenii simple in raport cu asa 04'; D = Di. 
i= l 

Fig. 64 

Q astfel de situatie este ilustratg in fig. 64.'~olosind proprietatea de aditivitate 
a integralei duble ca funcfie de domeniu, obtinem 

Aplicind pentru fiecare D,, rezultatul stabilit in teorema 1.5, obfinern 

dn dy = 4 P(z, y) dx, P, = Fr . D, 
ri 

Prin urmare arem 



Observatia precedent5 ne permite s5 scriem egalitatea 

~i deci avem 

Procedind similar cu dx dy, obfinem 

Prin sunarea relafiilor (8) ~i (9) obfinem 

adic5 tocmai egalitatea (7) ,  datii 2x1 enunt. 

Comseci@n'. Dac5 r = Fr D este neted5 pe p)rJ iunl  atucci D are arie 
2i avem egalitatea 

x d y - y d x  ' 

Y X Dac5 lu5m P(x ,  y) - - - ~i Q(x, y) = - si apliciim formula Riemann Green 
2 2 

avem 

14 z d y  y d z  = 

2 r 

Prin urmare obfinem formula ariei lui D cu aju.toru1 integralei curbilinii 

Exemplzt 7. S5 se calculeze aria lui 

x2 y2 
Frontiera lui D este elipsa - + - = 1, pentru care avem reprezentarea para- 

a2 b2 

x = a cos 8 
0 E [O, 2 x] 

y = b sin 8 



Aplicind formula de mai sus, avem 

1 2z  

x dy - y dx = - [ab cosZ 0 - b sin 0 (--a sin 81 dB = i -0 

In aplicatii formula lui Riemann-Green se foloseste in general pentru a trans- 
fol-ina o integral5 curbilinie pe o curb5 inchisg, intr-o integral5 dubl5. 

Fig. 65 

Exem$lzl 2. S5. se ralculeze -XJJ~  dx + x2y dy unde I ( r )  este ilus- tV 
$rat5 in fig. 65. fn  acest caz Pfx, y )  = -xy2 ~i Q ( x ,  y )  = x2y, deci 

Fie D' un domeniu compact, in planul zcOv, avind fzontiera I" o curb2 
simpl5, inchis5 si netedg p e  porfiuni. Dac5 

este o transformare regulat5 de la planul uOa la planul xOy, atunci D  = 
= T ( D 1 )  este un clomeniu compact din plant11 xOy iar curba r = T(r")  
este o curb5 simp15 Enchisg, neted5 pe porfiuni ~i in plus Fr D  = I?. 



Fig. 66 

fn aceste condifii spunem c5 transfonnarea T este direct& dacii un 
punct care se deplaseaz5 in sens direct pe curba r ' este transfor.mat prin T, 
Pntr-un punct care se deplaseazj pe F, tot in sens direct. Dacj un punct 
care se deplaseazg pe F' in sens direct este transformat prin T, intr-un punct 
care se deplaseazg pe I? in sens invers, atunci spunem cii transformarea regu- 
latii T este inversg. 111 leggturti cu transformiirile regulate care duc un dome- 
niu D' din planul z4Ov intr-un dorneniu D din planul xOy avem urmiitoarea 

Teorevna' 1.6. Dacg jacobianul transform~rii regulate (1) este pozitiv 

pe n', D(" ') > 0 ; (Y) (55, o) t D', atunci transformarea (1) eitr direct% 
D(u,  v )  

De?~zonstra~ie. Pentru a demonstra acest fapt, presupucem in plus c5 
funcfiile 9 si c,L admit derivate parfiale mixte de ordinul doi continue pe 
W'. Stim c5 

Bria D = $ r dy 
r 

Dar fiecare punct de pe curba F este imaginea ullui punct de pe curba I", 
prin transformarea (1) ~i deci avem 

aria D = tr z dy = Or, l p ( a r ,  v )  (2 dl4 + 
C' v 

urmind ca sensul pe curba r' s5 fie precizat mai departe. Ultimei integrale 
ii aplicgm formula lui Riernann-Green 

I 

P(u,  v )  dzt + Q(u, v )  dv = & 

unde semnul + corespunde sensului direct pe I" iar semnul - corespunde 
sensului invers pe F'. 

fn cazul nostru avem 

~i deci 
a2+ a9 a+ a@ 8.P a+ + ' ---=-- a24-J 

a26 a~ a~ a~ a~ au a v  azt cp% 



f n  kaza criteriului iui Schvrarz derivatfle mixte sfnt egale ~i deci 

Obfinem deci egalitatea 

Dar aria D > 0 ; prin urmare in fafa ultimei integrale irebuie luat semriul +, 
adic5 in egalitatea (2) pe I?' trebuie luat sensul direct. fn mod asem2nStor 

se arat2 c2 dac5 ) < 0 atunci En egalitatea (2) trebuie luat sensul 
D(zt, v) 

illvers pe curba r'. 
Observa!ie. Din demonstrafia dat5, rezult5 c% putem scrie egalitatea 

aria D = \SD, / D('~ 6 )  1 d~ dv , 

D(.u, v) 

indiferent dacii transformarea regulatii T este direct5 sau invers5. Aplicind 
formula de medie pentru integrala dub13 (funcfia de sub semnul integral5 
este continu5) rezultii existents unui punct (uo, v,) E D' astfel incit 

aria D = 1 :::: :; 1 (uo, vo) aria Dl. 

(3) 

Aceast2 egalitate are un analog remarcabil in cazul domeniilor unidi- 
mensionale. Fie f o functie real2 definit5 pe un interval (a, p) c R, deriva- 
bil5 pe acest interval si cu f' # 0.  Dac5 intervalul (a, b) este imaginea prin 
f a intervalului (cr, p), atunci.pe baza formulei de medie a lui Lagrange avem 
lungimea (a, b) = / f ' (E,) I .. lungimea (a, P), unde < E (a, P).  Aceast5 ultim5 
egalitate este analogul un~dimensional a1 egalit5fii (3). 

Teoremi 2.6. Fie in planul uOv un domeniu compact D '  avind frontiera 
o curb5 simplg, inchisz, neted5 pe porfiuni'si 

T :  { X 4 y(u, v) , (u, v ) E D '  
Y = d C ( ~ 1  v) 

o transformare regulatg de la planul uOv la planul ?GOY. Dac5 punem D = 
= T(D1) si I? = T(F1)  si dac5 f este o funcfie real% definit5 ~i continu5 pe 
D, atunci are loc egalitatea 

numit5 formula schimbsrii de variabile la integrala dub15 satl formula de 
transport. . .  . 



Denzonstra!ie. Domeniile D si D' au arie deoarece frontierele lor sint curbe 
netede pe porfiuni. Din continuitatea funcfiilor f ,  y, + si din faptul c5 trans- 
formarea T a fost presupus5 regulat5, rezult5 continuitatea funcfiilor care 
apar sub cele dou5 integrale. Aceste dou5 observafii garantea25 existenfa 
integralelor din egalitatea (4). Fie acum A' = (D;, Di, . .., DA) o diviziune 
oarecare a lui Dr .  Prin transformarea.regulat5 T fiec5rui domeniu Dl ii co- 
respunde un domeniu Di c D. Obfinem in acest fel o diviziune h = 
= (Dl, D,, ..., D,) a lui D. 

u i- - 
0 (i C X 

Fig. 6: 

Pentru fiecare domeniu D, aplicHm formula (3). Rezult5 in acest fel 
c5 pentru fiecare i(i = 1, 2, ..., n) exist5 un punct (ui, v,) E Di astfel incit: 

aria D, = D(% 4) aria D:. S5 punem 6, = p(u,, v,), r;, = +(u,, v,) / D(U. V) ,, 
(i = 1, 2, ..., n) si avem (St, r;,) ED,. Putem deci forma suma Riemann 

n 

ah (f, Sir;,) = C f ( E , ,  -4,) aria Di 
2=1 

Dac5 finem seama de relafiile stabilite mai sus, obfinein 
n 

.a(f. &, qi) = f((p(24,. vi), +(tli, v ~ ) )  1 i:: !j 1 l,Lt, .,, aria D; 
2=1 

Considergm funcfia 

~i deci avem 

. (f, Ei, qr) = C F(zL,, v ~ )  aria Di = oa,(F, ui, vi) 
$= 1 

( 5 )  

Rezult5 in acest fel c5 orice sum5 Riemann relativ la funcfia F si la diviziu- 
nea A' a lui D' este egala cu o sum5 Riemann relativ la funcfia f si diviziu- 
nea A a lui D. 

Fie (A;) un sir de diviziuni ale lui D', cu v(AL) -t 0. Din continuitatea 
lui T pe D' (compact) rezult5 c5 T este uniform continua si deci din condifia 
v(&) -+ 0 rezultj c5 ~i v(A,) -+ 0 ; unde A, este diviziunea lui D corespunz5- 
toare diviziunii A; a lui D'. 



Egalitatea (5) este adev5ratK pentru fiecare k ; deci 

Din existenfa celor dou5 integrale si prin trecerea la limits in ultima 
relafie obfinem formula data in enunful teoremei. 

Observaiii ~i exsnzple 

1 )  Conditia ca jacobianul ti-ansformgrii T s?i fie diferit de zero este sufi- 
cient s5 fie Bndeplinits in intericrul lui D'. 

2) Din punct de vedere a1 aplicafiilor, ggsirea lui T constitnie problema 
escnfials. Pentru rezolvarea acestei probleme nu exists o metoda generals. , 

Ggsirea transfo~lnarii T este dictat5 in geneial de ecuafiile curbelor care 
formeaz5 frontiera iui D. 

Exencplu I .  S 5  se calculeze aria domeniului D, mk-ginit de curbele 

+i situat in primul cadru. 

Fig. 68 

Domeniul D este dat in fig. 68. Consider5m transformarea 

21 = xy, 
n- 

a E [a,  bl 
1 : Y v = - ,  I) E [a, p l  

X 

sau 

Cu aceastg ultim5 transformare intervalul D' = [a, b] x [a, P] se transform& 
in domeniul D din fig. 68. 



Avem 

~i deci aria cgutatg va fi 

1 dzt d.7 I b - a  p = -,S>dr $ = -- In - 
11 2 -a 2 C( 

E x e m p h  2. Schimbarea de variabile in coordonate polare este una 
dintre schimb5rile de variabile cel mai des utilizate si este definitg de: 

Fig. 69 

fn fig. 69 sint ilustrate dorneniile D' si D = T ( D f )  

D(% Y )  cos 8 sin 0 fn acest caz 
D(p, 8) = /  - p  sin 0 p cos 8 I =  P 

Se vede cil jacobianul se anuleazil pe axa 08 din planul pO0, lucru permis 
conform observafiei precedente. 
Sii se calculeze 

= \{D (N' + 3'')' d~ dy ; unde D = ((s, y)  ; x2 + y? ~ 2 )  

Apliclnd schimbarea de variabile in coordonate polare obfinem 



$ 7. ISTEGRALE DUBLE IMPROPRII 

-1m definit integrala dub15 f(x, y )  dx dy a unei funcfii reale f ,  definitz 
\SD 

Si marginit5 pe un domeniu compact D c R2. 
TTom extinde aceast5 definitie mai intii pentru cazul in care D nu mai 

este marginit. Amintim c5 un domeniu plan D se numeste nemtirginit dacti 
el contine puncte exterioare oric5rui cerc cu centrul in originea axelor de 
coordonate. 

Fig. 70 

fn fig. ' 0  este ilustrat un exemplu de domeniu plan nemarginit. Vom 
presupune in continuare c5 orice parte m5rginit5 a frontierei lui D este o 
curb5 netedz sau neted5 pe porfiuni. 

Defifziiie 7.7. Fie D o mulfime nemgrginit5 din plan. Spunem c5 D admite 
o exhaustiune dac5 exist5 un sir (D,) de,mulfimi din plan, compacte care 
au arie astfel incit: , 

1) Sirul (D,) este ascendent fat5 de operafia de incluziune, adic5 D,c  D,,, 
z 

si U D, = D. 
n = l  

2) Orice mulfime compact5 inclus5 in D este confinutii intr-un D,,. 
Dac5 D este un domeniu plan nemgrginit, atunci putem realiza o exhaus- 

tiune a lui D fn felul urmtitor: 
Considersm un ~ i r  de numere reale pozitive (R,), strict crescator cu 

lim R ,  = LO ;i fie 
n+m 

I(, = ((x, y) ; x2 + y2 < R:) 

Fig. 71 



Dac5 lugm D, = D n K,, atunci este evident c5 ~ i r c l  de mulfimi (D,) 
este o exhaustiune a lui D. fn fig. 71 este ilustrat5 o exhaustiune a lui D 
pentru un sir (R,) dat. 

Defini!ie 2.7. Fie f o funcfie real5 definit5 pe un domeniu nem5rginit 
D c R2 si integrabiig pe orice subdomeniu compact care are arie, a lui D. 
Spunem ci5 f este integrabil5 impropriu pe D, dac5 exist2 un num2r I, astfel 
incit pentru orice exhaustiune (D,) a lui D sH avem 

Despre integrala din membrul sting spunem c5 este convcrgenfa pe D. 

Exerq!du. Fie f(x, y) = yx : R% R.  Deci fn acesi caz D = R2 ;i s5 
lu5m 

D, = ((x, y) ; x2 +.y2 < n2).  

Se vede c5 (D,) este o exhaustiune a lui R2 ~i trecind la coordonate polare 
obtinem 

f(x, y) dx dy = d8 p3 sin 0 cos 8 d8 = 0, F'" d o  .o F" 
deci 

,lii S\Dn f(x, y) dx dy = Q 

Pe de altg parte dacg lugm DA = [- z, 2nj x [- n, 2?2] se vede imediat 
c5 (DA) este o exhaustiune a lui R2 si 

deci 

Dacg finem seama de definifia data rezult5 c5 funcfia f(x, y) = xy 
nu este integrabil5 impropriu pe R2. 

fn leg5tur5 cu integrabilitatea funcfiilor pozitive pe un domeniu nemgr- 
ginit are loc 

Teorema 7.7. Fie f o funcfie pozitiv5 definitg pe un domeniu nemgrginit 
D c RZ ~i integrabil5 pe orice subdomeniu compact care are aria lui D, 
atunci f este integrabilg impropriu pe D, dac5 ~i numai dac5 exist5 o exhaus- 
tiune (D,) a lui D astfel incit 



exist5 gi este finit2. fm plus are loc egalitatea 

De~zomstrajie. Necesitatea condijiei este evident5. Pentru a demonstra 
suficienfa condifiei fie (D,) o exhaustiune a lui D pentru care 

P P  

lim \b f ( r ,  y )  dx dy = I 
n+ m 

exist2 gi este finitz. Fie (DA) o alt5 exhaustiune a lui D. Mulfimile D: ( . n ~  N) 
sint mulfimi compacte gi din definifia exhanstiunii (D,) rezult5 cZ exist2 
un indice k ( ~ z )  astfel incit 

Din faptul c5 f a fost presupus5 pozitiv5 pe D, rezult5 

Tot din faptul c5 f > 0 pe D rezult5 cZ sirul f(x, y) dx dy este monoton (Sk 
limita urm5toare 

1 
crescgtor, el este m5rginit superior de I, prin urmare exist5 gi este finitci 

fntre cele dou5 limite are loc inegalitatea I' < I. Dac5 schimMm rolul 
celor d m 2  exhaustiuni obfinem c5 I b I' ~i deci I' = I. Cum exhaustiunea 
(DL) a fost luat5 arbitrar, deducem c5 f este integrabil2 improprie pe D si 
c5 are loc egalitatea 

\\ f (x, y) dx dy = I . D 

Ezenzplu. Fie f(x, y )  = e-!x"+r": R: + R. Aici D = R+ x R,. Vom 
ar5ta c5 f este integrabilz impropriu pe D. Deoarece f este pozitivg pe R2, 
este suficient s5 consider5m o exhaustiune particular2 a lui D. 

Fig. 72 



7i atunci 

e - ( ~ P + ~ r )  d~ dy = EM e-(*'+~*) d~ dy 
**- !jDn 

8 1 

Dacii facem schirnbarea de variabile in coordonate p o k e  obtinem 

T i .  X - hm (1 - e-*') = - -- 
4 n+m 4 

Qac5 considergm exhaustiunea Dh = [O, lz] X [O, n], atunci- 

Dacg finem seama de teorema 1.7, din confruntarea celor dous rezaltate 
deducem 

In fig. 72 sfnt ilustrate cele dou5 domenii D, si Dh. 
Acest procedeu de calcul extrem de simplu aparfine lui Poisson. 
In continuare vom da unele rezultate in legWur5 cu integralele duble 

improprii, fiir5 ins5 a da demonstrafiilor lor. 

Teorenza 2.7. 0 condifie necesarii si suficientg pentru ca ofuncfie f s5 
fie integrabilg impropriu pe un domeniu D nemgrginit este ca functia 1 f 1 
s.5 fie integrabil5 impropriu pe D. 

Demonstrafia acestei teoreme se ggseste in [24] sau [25]. 
Dupa cum se vede din aceast5 teoremii giisim o neconcordanfii Pntre 

integrala pe domenii nemgrginite din R2 ~i integrala pe domenii nemzrginite 
de pe dreapta realg. Aceasti5 neconcordanfii se datoreste varietiifii formelor 
domeniilor plane fat5 de structura foarte simp12 a unui domeniu a1 dreptei 
reale (pe R orice dcmeniu este un interval). Unele rezultate stabilite pentru 
integralele improprii pe domenii nemsrginite ale funcfiilor de o variabilii 
pot fi refgcute ~i in cazul integralelor duble improprii pe domenii nemgrginite. 
Se demonsrreazii cu u~urintii, dacii tinem seama de teorema 2.7 urmiitorul 
criteriu de cornparatie dat in 
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Tcorewtn 3.7. Fie f ~i g douii funcfii reale definite pe un acela~i doaeniu 
nern5rginit D  c W2, integrabile pe orice subdomeniu compact, cu arie, a lui D 
DacZ 

1) g este integrabilii inlpropriu pe D 

2 j  j f ( x ~ y )  l g / g ( x , ~ ) I ;  (y) ( x , y ) ~ D  

atunci f este iniegrabila iinpropriu pe D. 

I dJdicn,tic. fn condifille teoremei 3.7 dacii 

atunci f este integrabilg. Este suficient sH demonstrrm cii g este integrabilg 
impropriu pe D. 
Fie 

h;,= {(x,y); x 2 +  y2<n2) ;  %EN ~i D , = D n K ,  

Este evident c5 (D,) este o exhaustiune a lui D si c5 

\\ g(x, Y) dx dy" \\ d.~. y) dx dy . . Dn • • Kn 

Trecind !a ccordonate polare obfinem 

Functia g fiind pozitiv5 rezultg c5 sirul g(x, y) dx dy este crescgtor, am (Sb. 
este integrabila impropriu pe D, in cazul ct > 1. 

1 
arHtat cH este marginit superior, deci este convergent. Prin urmare funcfia g 

Teoren;ta 4.7. Sii ppresupunem cZ funcfiile f si g sint absolut integrabile 
pe intervalnl (- co, + co). Atunci funcfia f g este integrabila pe R2 yi are loc 
egali ta t ea 

Folosind aceastH teoremg putem stabili formula lui Jacobi care d5 legZtura 
intre funcfiile B si I' ale lui Euler. 



Fie p si q douH numere pozitive. Avem 
m 

r(p) = \ yp-I e-U dy gi 
= 0 

Din ultima teorem5 rezult5 c5 

Dac2 facem schimbarea de variabile 

atunci domeniul D' = [O, co) x [O, 11 se transform2 in R i .  
Jacobianul transformgrii va fi 

D ( ~ J Y )  =I l - j = ~ ( 1 1 -  v) + u v  = u 
D(n, v) --u ti 

7i deci 

Prin urmare 

Vom considera acum cazul in care funcfia real5 f este definit5 pe un 
domeniu D c R2 cu excepfia unni punct M,(xo, yo) E D si in orice veciniitate 
V a lui M, funcfia f este nemgrginitg. 

In continuare vom presupune cH D si V au arie si cH f este integrabilg 
pe D - V. fn fig. 73 porfiu~ile haprate ilustreaz5 pe D - V .  

Fig. 73 



Notam cu d(V)  diametrul lui V ~i fie (Vn) un ~ i r  de vecinat5ti ale lui Ma I 
cu Vn I> Vn+, si lim d(V,) = 0. 1 

fn aceste condifii putem da urmgtoarea _ I 
Defini!ie 3.7. Spunem c5 f este integabil5 impropriu pe D d a d  exists 1 

un num5r I, astfel incit pentru orice 9ir de vetcin5t5fi (Vn) ale lui M, cu 
lim d(Vn) = 0 s5 avem 
n+ m 

n ,. 

?i vom scrie 

Despre integrala din membrul stink spunem c5 este convergentii. Rezul- 
tate asemgn5toare celor de la integrala dubla pe domenii nemgrginite pot fi 
stabilite gi in acest caz. 

Ne rezumgm doar la un exemplu. 
S5 se afle valorile lui a > 0 pentru care integrala 

unde 

este convergent5 . 
fn  acest caz 1% =- (xo, yd. Considergm 

(x. y )  : (x - + (y - y0l2 < ;li 

~i atunci 

f (x, y )  dx ay = r d e r e d p = , ,  ,1-2ad,= 
* 0 - 1 P~~ S - : 

n 

e 

Deci iim \\ f(x, y) dx dy exist5 (pentru oc. > 0) dac5 ~i nurnai d a d  
*OD 0-17, 

a E (0, 1). Pentru a < 0 integrala considerat5 nu mai este improprie. 



5 8. APLICATII ALE INTEGRALEI DUBLE, 

I. Caicztlul nriilor. DacZ D c R2 este un domeniu compact gi Fr . D 
o curb5 neteda pe porfiuni, atunci 

aria D = \\; dx dy 
..D 

I 

Eig. 74 

{ 
2 2\ 

Exetn$l~. S5 se calculeze aria lui D = (x, y) ; x'. + Y?' < a 3  1' Frontiera 
lui D este in acest caz astroida. Dac5 facem schimbarea de variabile in coor- 
donate polare generalizate 

x = p cos3 6, p E [0, a] 

? =  psin3 0, OE[O, 2x1 

Deciiaria lui D este 

3xa2 
aria D = r d 0 v  3pcos2 0sin2 Odp =- sin2 20 d6 = - 

.o  - 0  8 

11. Coordonatele centrul~li  de greutate n ulzei pl2ci plane 

Eip D o plac5 material5 (de grosime neglijabilg) situat5 in planul xOy. 
r~~r i  

este funclia densitate a plgcii ~i p este presupus5 continu2 atunci masa plscii D 
este data de formula 



Coordonatele centrului cle greutate (r;,, y,) ale plilcii D sint date de 
formulele 

$:G = \\ xp(x.y)dxdy:  
masa D .,,D 

yc = \\ Y P ( Z Y ) ~ X ~ J ;  
masa D . .,D 

Dacj p = constant (placa omogen8) atunci 

\\ x dxdy  
D 

\\ Y dxdy  
D 

X, = ; YG = aria 
aria D 

Exe~izpZzl,. S5  se afle coordonatele centrt~lui de greutate a1 plscii plane 

x2 y2 
(x ,y ) ;  ,+- ~ 1 ,  n.20, y>O cazul p=constant. 

a- b" 

Dacg facem schimbarea de variabile in coordonate polare 

x = ap cos 8, y = bp sin 8 ;  pg[O, 11; Q E  0, - [ :I 

~i deci 

Deci 

4b f n mod asem8Gtor obfinem = --- - 
3 ~ i  

111. Mome~ztelz de ineriie ale unei pl2ci plane 

hlomentul de inerfie a1 placii D, fat5 de originea axelor de coordonate, 
este dat de formula 

10 = !SD (x2 + y2) p(x. y) dxdy 



llcimentele de incrtie I ,  ~i I, ale plzcii P fat? de axele dq coor.dod?ute Ox 
5i Oy sint date de iormulele 

~i sc vede c2 

I,, = I ,  -1- I,. , I 

Exenz$Zu. Sii se calculeze momentele de inerfie in raport cu axele ~i coor- 
donatele ale pl5cii D 

in cazul I 8  

p(x, J') = 2y. 

Avem 

1 
Folosind egalitatea I ,  = I, + I, obiinem si I,, = -. , 

60 
I *  ' 

S5  se calculeze urm2tuarele integrale cluble: - 
! I 

i 

XJ dx dy ; unde D este domeniul mrirginit de parabola 3' = rz2 si 
. . 

de dreapia y = 2x $- 3:  
J 

- dx dy unde: D este don?eniul msrginit de Greptele' x = 0 ; . . 
y = 1 ;  y =  f5 5i 3,= x ;  1 ,- I?: - [V  2 - In (1 k dT)]' 

6 

r v  - 1 
L.. - 

15 

$3 



-- 
4) B a r e  sin 4% + y dx dy, unde D este domeniul rngrginit de dreptele 

dx dy 
; unde D este mzrginit de curbele y = 3" ; = 21x1 -1 

6)  isD xp-'P l dxdy ;  unde D = {(x,y); x + y < 1 ;  y>O; ~ 2 0 )  

7) ~ ~ D I ~ ( ~  f Y )  dxdy unde: D = [O, ri] x [O,ri] R: 2x 

S% se calculeze, trecind la coordonate polare, urmgtoarele integrale 
duble 

7ca5 
8 ) \ ~ ~ ( x ~ + ~ ~ ) ~ d x d y ;  unde D = { ( x , y ) ; x 2 + g < a 2 ; y p O )  R:- 

5 

lo) SSD 

v'x2 + ~ ~ d x d ~ ;  unde D = ((x,y); nxgx2 + y2<2ax; y>0)  

12) i l D ~ ( x  - 1)- ((y - dx dy; unde 

Y' dxdy: unde D = 



S5 se calculeze cu ajutorul formulei lui Riemann-Green urmgtoarele 
integale curbilinii : 

14) 6 ez2+y1(- y d x  + xdy);  unde D = ((x,y); x2 + y2<  1)  R: 2 x e  
Fr: D 

1 5 ) i  (xy-y)dx+:(xy+x)dy;undeD= 
Fr: D 

16) $ ( x - y ) d z + d y  unde D = ( ( x , y ) ; x 2 + y 2 ~ 2 x ;  yPO) 
Fr: D 

17) $ ./x2 + y2 dx + y[xy + ln(x + \ix2 +y2)] dy unde 
Fr: D 

Sg se calculeze ariile domeniilor m2rginite de urmgtoarele curbe: 

18) xy = n; x y =  b; x2 = ay; x2 = py; (0 < a < b; O<cr<p) 

x - Y .  x ---, 4 - 2 ;  .>0; b>O 
a b a b  

S5 se calculeze coordonatele centrelor de greutate ale placilor ornogene 
ngrginite de urmgtoarele curbe 

24) y 2 = 4 x + 4 ;  y 2 = - - 2 x + 4  
2 

R: x,=-1;  y , = Q  
5 



S2 se calculeze momentele de inerfie in raport cu axele dc coordonate 
ale placilor omogene rnsrginite de urmjtoarele curbe: 

S?i se calculeze urmgtoarele integrale duble ixproprii: 

31) \\ unde D = { ( x ,  y ) ;  x j ~ ~ 1 ;  x >  1)) . D xPyq 
f ndicafie: Se consider5 exhaustiunea (D,) undc I 

R. lntegrala esie convergent% 
pentrn 9 > q > 1 si este egal5 

1 

32) dx dy ; uncle D = (x, y )  ; x2 + -- y2 > t i7 { * a2 6" 
R:  - ah 

.,D 



$1. A R I A  UNEI SUPRAFETE 

Rcarnintim c5 o mulfime E c R2 se nume~te dompeniu dac5 E eate deschis% 
7i coa2s5. 

Dcfi~zitie 7.1.  Fie f o funcfie real2 definitH $i continag ppe un domenill 
E c R" Dac5 f admite derivate parfiale de orcainrml int̂ ai coctinue pe E,  
atunci nlulf imea punc tclor din spat iu 

G r =  {(s, 31, 2 ) ;  z = f ( x ,  y ) ;  ex, ~ ) E E )  

D a d  punctul (x, y) in plan clescrie o mulfime D c E $i D are arie, punct-l 
corespunzgtor (x, y, z )  descrie in spafiu o porgurne S,  a suprafefei consl- 

,I lera y, dcrate. in continuare vom considera D un domeniu compact cu frort' 
s curb5 simp15 inchis5, netedg sau netedg pe porpuhbi. 

Racg curba y este definit5 de urmgtoarea repre~entare parametricg 

atunci curba r c R3 clefinit5 de reprezentarea parametric& 

se nnmcste bordura lui S ~i se noteazg bS. Se vede kediat ci f este o cur% 
netedii sau neted2 pe porfiuni si c& pr.,,, I ( r )  I(Y). 



fn fig. 75 sint ilustrate D, I(y), S :i I(F). 
fn aceste condifii vom defini notiunea de arie a lui S. 

Fig. 75 Fig. 76 

Fie A = (Dl, D2, .. ., D,) o diviziune oarecare a domeniului compact D 
~i (E,, ?,) un punct oarecare din D,. Fie M, ace1 punct a1 suprafefei S ale 
cgrui coordonate sint E, ,  -/i,, unde C, = f(E,, q,). 

fn punctul M ,  putem considera planul q tangent la suprafafa S.  
Considergm cilindrul care are drept curb5 directoare frontiera lui D, 

~i generatoarele paralele cu axa Oz. Acest cilindru determing pe planul tan- 
gent z, un domeniu T, cu proprietatea c5 

S2 considergm suma aria T,. 
i=l 

Defiaidie 2.1. Prin aria suprafefei netede S ~i o notgm aria S ,  Pntelegem , 
n u m b 1  dat de egalitatea 

u 
aria S = lim C aria T, 

v(A)+O +=I  

Temema 7.1. Dacg S este o suprafat5 neted5 de ecuafie z = f(x, y ) ;  
( x ,  3') E D  unde D este un compact cu frontier5 netedg pe porfiuni atunci: 

af af aria ~ = i \ ~ \ i l + ) ~ + ~ ~ d x d ~  unde*=-, ax g=- 
ay 

(2) 

Demonstraiie. Fie y, unghiul ascutit format de normala la suprafafa S 
in punctul M,, cu axa Oz. Se vede imediat c5 unghiul ascufit format de pla- 
nu1 zg cu planul xOy este egal cu y,. h t r e  aria T, si aria D, avem egalitatea 
aria D, = aria T,  cos y,. 

f n  fig. 76 sint ilustrate D,, T,  7i y,. 



af af Dacg notgm cu 9, si q, valorile derivatelor parfiale - si respectiv - 
ax a~ 

9n punctul (ti, q,) atunci cos -i, = 
1 

41 +p: + 45 
Deci 

aria T,  = 41 + 9; + q: aria D, 

S5 punem 

atunci avem 

5 aria T,  = & 41 + p? + p j  aria D, = oA(F, t, %) 
$ -1 i -1 

fn membrul drept a1 ultimei egalitgfi avem o sumg Riemann a funcfiei @, 
relativ la diviziunea A gi la punctele intermediare (t,, 3,). Deoarece F este 
continu5 pe D (compunere de funcfii continue), rezultg cg F este integrabilg 
pe D ~i prin trecerea la limits in ultima egalitate obfinem: 

aria S = lim 2 aria T ,  = lim oA(F, tt, 3,) = d l  + pZ + q2 dx dj3 
ucA,+o ,= 1 v(A)+o S S D  

Fig. 77.  

Exempk. Sg se calculeze aria suprafefei de ecuafie z = x" y3'? unde 
( x , y ) ~ D  iar D =  ( ( x , y ) ;  x2+  y2<R2) 

Avem aria S = 41 4%' 4- 4y2 dx dy S SD 



Vom ariita ce devine formula (2) dacH facem o schimbarr de variaiile. Fie 
transformarea punctual% bijectivg I 
d? la d pe D, unde frontiera lui d este o curb5 neted5 pe porfiuni. 

Presupunem c% functiile q, si + sint continue irnprennli cu derivatele lor 

partiale de ordinul intii ~i c5 jacobianul transIorm5rii (3) ;--- D(y' $1 # 0 pe d. 
D(u. 8 )  J 

\ ' I  

fn aceste conditii, obfinem pentru suprafafa neted5 S urmStoareIe e c u ~ f i i  
pp-rametrice. 1 

I 

f n  locul ecuafiilor parametrice (4) putern folosi scrierea vectorial2 pre- 
scurtata I 

7 = ?(a, V )  = Q(U, V )  7 + $(u, V )  i;+ Y,('U, V )  ( 5 )  

uilde i: este aectarul de gozitie. 

Fig. 78 

Pentru a efectua schixnbarea de variabilc (3) in formula (2) treljuie 
2f ar: 

calculate derivatele parfiale- 2 - . Folosind regula de derivare a funcfiilfir 
a x  ay 

ccrmpuse in ecuajia -- 
1 

- = f(?(% v) ,  +(u, v ) )  
\ 

3G2 



obf inern - 

iz - Zf i k f  2 4 -  --- --- .- -=-- a2 a2 ax zz ;?, +y- -- 
2u 29 EU i+ 2% , ' a ax 2% by  2u  

sau 
iz - i f  2 af a+ - az - az ax 32 ~y - -t ----- f--- 
iv i y  iv i+ 2v .2v  a x  2v ay zu 

Din ultilllul sistem obfiqem 

Atunci rezult3 : 

= aria S 

sau 

Fol-l-mula (6) poate servi ca definitie pentru notiunea de arie a unel supra- 
l'c$e .5, netcdg 7i simp15 dat5 parametric 

sau sub form5 vectorial5 

.4mintim crl o suprafat5 S dat5 parametric prin (7) sau prin (8) se numeste 
netcdH dac5 

( 21 ,  v) + (x, y, z) 
cste injectiva. 

DefiniJic 3.7. Fie S o suprafaf5 neted5 ~i simplg datg parametric prin (7)  
uncle D este domeniu care are arie. Atunci prin aria S trafelegem num5rul 
real dat de egalitatea 

aria S= S\D l l rs  x ?,I\ dudo 



Dac3 introducem nota@le 

atunci folosind identitatea lui Lagrange 

(bc' - b ' ~ ) ~  + (cat - + (ah' - = 

= (a2 + b2 + c2) (ar2 + V2 + ct2) - (aa' + bb' + CC')~ 

rezultg imediat 

Ili;,xi;,~~ = J A ~ +  B2+  C2= JEG-F~ 
~i deci avem 

Definiiie 4.1. Forma diferenfialii da = ~ E G  - F2 du dv se numqte ele- 
mentul de arie a1 suprafefei S. I fn cazul unei suprafefe S de ecuafie z = f(x, y) ; (x, y) ED dacg punem 
x = ze, y = v, z = f(zt, v) obfinem E = 1 +P2, G = 1 + q2; 

si deci elementul de arie este 1 

do = J(1 + p2) (1 + q2) - p2q2 dx dy = 41 + p2 + q2 dx dy 
! 

Ezemplu. Sfera de ecuafie x2 + y2 + z2 = R2 poate fi datg parametric 
prin : 

x = R s i n 8 c o s p ;  y=Rs inqs incp ;  z = R c o s 8 ;  

ZI; <PEP, 2n1 

~i deci 

i ' (8, q) = R sin 8 cos 3< + R sin 8 sin cpj + R cos 8% 1 
f n  acest caz 

E =  R2; F = O ;  G =  RZsin28 



~i deci 
IE 

aria sferei = 8 f drp f.EG-l'd0 = 8R2 f drp s .in 0 do - 4zR2 
- 0  

Teore~mz 2.1. Aria unei suprafefe S netede $i simple nu depinde de repre- 
zentarea sa parametric%. 

Denzmtstraiie. Fie suprafafa S dat8 parametric de (7) $i transformarea 
punc tual8 bijectivg 

zt = A(zb', v') , 
(u', v f )  E D' 

v = p(uf ,  v') 

de la D' la D, unde frontiera lui D' este o curb8 neted5 pe porfiuni, funcfiile 

h 9i p sint continue 5i cu derivate parfiale continue iar ') 20 pe Dr. 
D(a f ,  v') 

Obfinem in acest fel o nouii reprezentare parametric% a lui S vi anume 

I 
x = P~(u ' ,  v') = cp(A(ur, v'), p(zt', v '))  

y = $l(u', v') = +(A(u', a'), ~ ( u ' ,  v')),  (u', v') ED' ( 10) 

z = Y,~(U ' ,  2') = x(A(u', v f ) ,  i*-(u', 0')) 

DacZ not8m 

A' = D(h* X I ) ,  Bf = D ( ~ l j  91) .  c' = D ( ~ l * h )  
D(u f ,  v')' D(ul ,  v') ' D(uf  , v') 

D(A PI A f = A .  B f = B  D(h, P) . C' = c D ( A ~  P) 
(11)  

D(u f ,  v')' D(u', v ' )  ' D(u',  v ' )  

;i deci r < s v . r $ l  

Folosind formula schimbgrii de variabile de la integrala dubla obfinem 

aria S=SL JAP + B? + c2 dudv = 

J A ' ~  + B~~ + ct2 duf  dvf 

~i teorema este demonstrat5. 

20 - AnalizS matematicti - Cd. 918 



$ 2. INTEGRALA DE SUPRA FA^ DE PRI?VIUL TIP '' ' 

Fie S o suprafafg netedz dzt5 parametric 

x = '~ (zc ,  a), y = +(u, v), z = ~ ( z L ,  a) ' (7) 

undh ?. +. X, sint funcfh reale definite pe domeniul compact D din plan91 uOc. 
Presupunem c5 D are arie. Fie F o funcfie real5 delinitri si marginit2 pe un 
domeniu din spatiu care confine suprafafa S.  Fie 4 = (Dl; D,, ..., D,) o 
diviziune oarecare a domeniului D. Fiecrirui domeniu compact Di (i = 
= I ,  ..., f z )  ii corespunde prin (7) o porfiune S, din S. Alegem in fiecare do- 
menirz Di cite un punct oarecark (21, ,  a$). 
Punem, 

~i form5.m suma 
M 

GA(F, E c ,  Ti, Cf) = EF(tt, T i ,  C*) aria -5g 
% = l  

D~;fijzi!in 1.2. Spunem c5 funcfia F este integrabilj pe si~prafafa neteda S ,  
data exist5 un numar I cu proprietatea c5 

(V) . > 0, (3) S(E) > 0 
astfel incit, oricare ar fi diviziunea A a lui D cu v(A) < S(s) si oricare ar fi 
alegeres punctelor (ui, vi) E Di s2 avem 

Atunci punem 
P P 

?i citim igztegrala fztnc$iei F pe sc@mfa$a S. 

Dac5 presupunem c5 S este o suprafafri material5 iar F(x, y, z )  
est suprafefei in punctul de coordonate x, y ,  z atunci dacri inte- 
grala funcfiei F pe suprafafa S existri, ea dB masa suprafefei S. Dacri F ar 
reprezenta densitatea de repartifie a unei sarcini electrice, integral2 Iui IF 
pe suprafafa S ar reprezenta sarcina electricri total2 distribuit5 pe S .  

Regula de calcul a integralei de suprafat5 de prima spef5 este de 
urmgtoarea 

Tcorema 1.2. Dac5 presupunem cri integralele 

\ \, F(.. 3'. ") do 

SI ~(cp(zt, a), +(zi, v), ~ ( u ,  a)) JAO(U, a) + ~ ~ ( z r ,  v) + C2(u, v j  du dz 

exist%, atunci ele sint egale. 
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Demonstra)ie. Din modul cum a fast deiinit% aria unei suprafete aveln 

Deoarece funcfia de sub semnul integral5 este continu$ aplicind formula 
de medie pentru integrala dublii, deducem existenfa unui punct (a,, b,) E DE 
astfel incit s5 avem 

aria S, = 4~ '(a,, 8,) -+ B2(ai, Bi) + C2(iir, Bt) aria D, 

arem 

. v(~2(ai ,  a,j + s 2 ( ~ , ,  vi) +- C2(a,, 8,) aria D, = ~ A ( H ,  air ci) 
! 

unde 

iar oA(H, n,, B,) este o sum5 Riemanii relativ la fuilcfia H, diviziunea A a 
lui D si la punctele (a,, Bi). Deoarece am presupune existenfa celor dou5 
integrale din enunt iar egalitatea 

- 

oa(F, ti, 7, ti) = oa(H, a,, @,) 

se p5streaz5 prin trecere la limit& rezultii egalitatea celor dou5 integrale. 

Observa!in 1 )  in  conditiile teoremei de mai sus, dac5 finem seama de 
egalitatea (9) obfinem 

\ \ F(r, ?. 2) do = F(?(u, v) ,  Ji(u, s ) ,  ~ ( u ,  a))  JE(u ,  V) G(u. U ) - - F ~ ( U ~ )  dudv 
, .S 

Exewzplz~: S5 se calculeze integrala 

unde 5 este elipsoidul: 



Pentru suprafafa S avem reprezentarea parametric5 

O € [ O ,  x ] :  cp€[O, 2x1 I 
fn acest caz 

sin2 8 cos2 y sin2 0 sin2 y cos2 8 da = abc 
+ P 

+--- .sin 0d8  dcp 
c2 

I 
l 

iar J 

~i deci 

0bserva;ia 2)  Dacg suprafafa S este dat5 de ecuafia z = f(x, y) ; (r;, j p )  E D  
iar f admite derivate parfiale continue atunci avem 

\ ls ~ ( z ,  Y, 2) do = F(x, y, f(x. y)) 41 + p2 + q2 dx dy S S D  

Exemplz~: Sg se calculeze integrala 

~ = i \ ~ z d a  unde S : z =  x 2 + y 2  iar D =  ((x, y) ;  n 2 + j . 2 < ~ 2 j  

Avem 

~i deci 

(x2 + y2) 4 1 + 4x2 f 4y2 dx dy. 

Trectnd la coordonate polare avem 



Obse~va!ia 3) Dac5 suprafafa S este juxtapunerea a douz suprafete S1 
si Sz  simple si netede (ca in fig. 79) si dac5 F este integral5 pe S1 +i S2,  atunci 
prin definifie 

Fig. 79 

Obscrva,$ia 4 )  Dacg suprafafa S este o suprafafz material5 iar p(x, y, z)  
este densitatea suprafefei in punctul (x, y, z )  atunci coordonatele centrului 
de greutate sint date de egalitgfile 

iar momentele de inerfie, de egalit5file 

I ,  = \ \ (Y" 2') P ( X ,  Y ,  2) da: I., = \ \s (z2 + x2)  p(x. y, Z )  do: 
S 



$ 3. ISTEGRALA DE SUPRAFATA DE AL DOILEA TI2 

Pentru a defiili integrala de suprafafa de a! doilea tip trebuie s2 intro- 
ducem mai intii nofiunea de suprafafa orientatg. 

Aceastg nofiune este analoaga cu cea a orientarii unei curbe. 
Fie S o suprafat5 netedz, simp15 dat5 parametric prin 

Fie M'(zt, v) un punct din D si &I (x, y, z )  punctul corespunzgtor pe supra- 
fafa S. fn punctul M putem considera doi vectori normal2 la suprafaia S 
+i anume 

I 

Fie M ( x ,  y, z )  un punct arbitrar aparfinind lui S-bS ~i f i (M) unul din 
cei doi versori normali la suprafafa S in punctul &I. 

Definitie 7.3. Spunem c5 suprafafa S este bilatera (cu dou5 pagini sax 
cu douii fefe) daca A ( M )  este funcfie continua Pn fiecare punct MES - 3s. 
0 suprafafa bilater5 impreunj cu o alegere, cu o fixare, a unuia din cei doi 
versori-normal2 se numeste suprafafa orientat%. 

Exem$le: 1) Un plan este o suprafafa bilatera. Orice porfiunc a unui 
plan este o suprafafa bilaterg. 

2) Orice suprafafa neted5 de forma z = f(x, yj ; (x, y )  E D este bilater5. 

Fig. 80, Fig. 81. 

Dac5 alegem in fiecare punct a1 s5u sensul normalei indreptat in sas ( F , j  
obiinem pagina superioara a suprafefei; dacil alegem in fiecare punct a1 s5u 
sensul normalei indreptat in jos, obfinem pagina inferioara a supraiefei. 

3) Orice suprafaf5 S nneted5, simp15 si inchis5 este o suprafafil bilatcr2. 
I n  acest caz exists doug domenii Dl ~i D2, Dl marginit iar D, nemkginit 
.ass fel incit 



Dac& in fiecare punct a1 lui S alegem sensul normalei (R , )  indreptat spre do- 
meniul' Dz obfinem pagina exterioar5 a suprafefei S.  Dacii in fiecare punct 
a,l lui S alegem sensul normalei (fiJ) indreptat spre domeniul Dl obfinem pagina 
intcrioal-2 a suprafefei S. 

Observaiia 1 )  0 suprafafii bilateral5 mai poate fi caracterizaig ~i in 
alt mod. Fie S o suprafat5 simp!%, netedli si AM un punct oarecare, aparfinind 
lui S-bS. fn punctul64 alegem nnul din cei dai versori-normal5 la suprafata S 
~i-1 notrim cu E .  Fe suprafafa S consider5m o curbs I' oarecare inchis5 care 
trece prin 64 ~i nu are puncte comune cu boi-dura luimS. Prin deplasarea con- 
tinu5 a vectorului normal5 fi pe curba F, aceasta revine in i i  sau in pozifia 
initial5 sau coincide cu -fii Dac5 priina dintre aceste situatii are loc pentru 
orice punct L ? 4 ~  S-tlS ~i orice curb5 I' atunci suprafafa este bilater5. Dac5, 
rea, de e doua situafie are loc pentru un punct A4 E S - bS ~i o curb5 F, 
atunci sr~przfafa S se numeste unilater5. 

Fig. 82. 

Un esemplu de suprafafa unilater5 este banda lui 11 o b i u s care se 
construieste indoind o foaie dreptunghiular5 A BCD in aSa fel incit ~ i r f e l  A 
s5 coincid5 cu C iar virful E s5 coincid5 cu D. 

Pe suprafafa astfel obfinut5, dac5 ne deplas5m pe r pornind din punctul E 
cu un sens fixat f?, ajungem in punctul E' (care coincide cu E) cu sensul -A. 

Observa!ia 2 Fie S o suprafats neted5 bilater5, datii parametric prin (7) 
san (8). Cei doi versori-normal5 la suprafafa S sint dafi de (12) sau de 

Ai + 17; + Ck 
Bl = , H Z  = 

A< $ BY + CE 
J A ~  + B~ +- c2 - , /A~  + B~ + c2 

Dac5 facem o schimbare de variabile ca in condifiile teoremei 2.1 ~ i .  
tinem seama de egalitiifile ( 1 1 )  obfinem 

- - -4'; + B'; + c'E 
sgn D(11 P) 

J A ' ~  + + ~ ' 2  D(u, v ' )  

Deci in cazul in care iacobianul transformiirii 

este pozitiv, at&ci versorul normal5 este acelasi. 



Vom considera o problem5 de fizic5 care sugereazi definirea integralei 
d e  suprafat5 de a1 doilea tip. 

Presupunem c5 intr-un domeniu Q c R3 exist5 un fluid in miscare de 
mas5 specific5 egal5 cu unitatea ~i 

este cimpul vectorial a1 vitezelor particulelor de fluid. 
Vrem s5 evalu5m cantitatea de fluid care trece printr-o suprafat5 bila- 

terg S c 51, in unitatea de timp. ' Cantitatea de fluid care trece printr-o portiune da (a suprafetei S) in 
unitatea de timp este egal5 cu veumul cilindrului avind baza da si in5lfimea 
.egalg cu produsul scalar dintre V ~i A (normala la suprafata Sf. Dac5 A = 
= cos a + cos P + cos y k atunki cantitatea de fluid care trece prin d r  
3n unitatea de timp este egal5 cu 1 i7 / cos (~ ,  @) = P cos a + Q cos P + R cosy. 

Fig. 83. 
/ 

Este natural s5 considergm c5 prin suprafafa S trece in unitatea de timp o 
cantitate de fluid egal5 cu 

\ \  [ ~ ( x ,  y. z) cos a + ~ ( x ,  y, z) cos P + R ( X .  y. I) cos YI do =\\ (v-f i )  do 
S . .s 

fn cazul general fie V = P: + Q; + RG un cimp vectorial, unde P, 
(2, R sint trei functii reale definite ~i continue pe un domeniu SZ c R3. 

Fie S c !2 o suprafat5 neted5 bilaterg dat5 parametric prin P(u, v j  = 

= cp(u, v) < + $(a, v) r+ ~(zl,  v) k; (u, V) E D  (domeniu care are arie) ~i 
fixam o orientare pe S ,  alegind 

Suprafata S astfel orientat5 o not5m cu S,. fn aceste conditii putem 
d a  urm5toarea 

Defirti!ie. 7.3. Integrala funcfiei vectoriale V pe suprafata S, (sau inte- 
g a l a  de suprafat5 de a1 doilea tip), pe care o not5m cu 



se define~te prin egalitatea 

P dy dz + Q dz dx + R d . ~  dy = (P cos a + Q cos P +- R cos y) de  S ss 
fn mod asemgn5tor se defineQte 

Dac5 finem seama de regula de calcul a integralei de suprafafa de primul 
tip, dat5 in teorema 1.2 si de faptul c5 

n'= 
A i +  Bj +Ck 

obf inem 
JA"+ B ~ +  c2 ' 

P dy cb + Q dz dx + R dx dy = (P cos a + Q cos P + R cos .i) da = C Ss 

Am obfinut deci, regula de calcul a integralei de suprafat5 de a1 doilea 
tip : 

unde 

iar functiile A = A (a, v) ,  B = B(u, v )  ~i C = C(%, v )  sint date la definifia 3. I,  
Dac5 folosim scrierea vectorial5 rezultatele de mai sus se pot scrie prin 

egalitgtile urm5toare : 



f n  cazul in care suprafafa netedg este de ecuatie z -- f(x, y), (x, y) E D  
(domeniul care are arie) atunci versorul-normal2, @,, corespunz2tor paginei 
superioare va fi 

iair versorul-normalg, corespunzgtor paginii inferioare va fi egal cu -E,. 
Trebuie precizat c2 in practicg fisarea orientgrii se face funcfie de con- 

test. 

Exenzplul I )  S2 se calculeze I = x2 dy dr + y2 dz d?: f z dx djqpe pa- \ \ . . >  

- - -. 

u - I' I, 1 lij i : ; i n  cazul sferei date, :ii:11 ca n = - - = ----LL---- . Atunci I = 
2.: K 

x3 + j ' 3  + 72 
d.;. Pentru sfera considerat2 aveln reprezentarea para- 

a? - ,, - Rsin O cosy;  y = Rsin Osin cp; z = Rcos 0 

4xR4 -+ R2 cos2 0) sin 6 dcp = -----. 
3 

Exemplzd 2) S5 se calculeze 

I = \ Ss xr d ~ .  dz + JI dr dz + (x2 + yZ) dx dy pe pagina supcrioarg a 

lui S : z =  %'+ %12; D = {(x, 9) ; L~ + y2< 1 ) .  in acest caz avem E, = 
- - - 

- -2xi - 2yj + k . - si deci 
y'l + 4x2 + 4y2 ' 

-2,..-zz - ZyZz + X2 + Y2 
. (x2 + ~ 2 )  (1 -- 2r) 

211 + 4x2 +- 43'2 

Dac5 finem seama de regula de calcul a unei integrale de suprafafz de 
primul tip avern, 



4. FORXULA LUI STOKES 

Aceastii formu15 stabileste o leg2tur2 intre integrala curbilinie in spafiu 
si integrala de suprafa@. Fie S o suprafafg neted5, bilateral% si orientata, 
dat5 perimetric prin 

(domeniu compact cu aria). Deci este fixat versorul-normal2 f i  la suprafafa S. 
Presupunem c% borduiia lui S este curba F 4nchis2, simp15 si netedg. Pecurba 
I" introducem o orientare pe care o numim cornpatibig cu cea a suprafefei 
S. fn  fiecare punct iW E I? consider5m versorul-normal5 @. Tot in punctul 
41 considergm vectorul 7 cu proprietatea c5 este perpendicular si pe E si 
pe r ~i ,,intr5" in S.  

Fig. 84. 

Orientarea de pe curba I? dat5 de vectorul F x iS se numeste compati- 
bii5 cu cea a suprafefei S sau intr-un limbaj mai sugestiv: orientarea pe I" 
compatibil2 cu'cea a suprafefei S este data de un observator care depla- ' 

sindu-se pe P are capul spre n si lass la stinga suprafafa S. Mai presupunen 
c% suprafafa S poate fi descompus5 intr-un num2r finit de porfiuni de supra- 
hf& cu proprietatea cg fiecare dintre ele poate fi reprezentatj prin ecuafii 
explicite in raport cu fieczre variabilg. 

Putem enunta 

Teo~enza 1.4. Dacj suprafafa S si bordura sa F satisfac condifiile de 
mai sus iar 

Y = P ~  + ~ j + ~ k  
este un cimp vectorial definit pe un domeniu Q c R3 care confine suprafafa S, 
iar funcfiile P, Q, R au derivate parfiale continue pe SZ atunci are loc ega- 
litatea 



Dewroustrafie. Din ipoteza fgcutg rezultg cZi suprafafa p a t e  fi hati$ de 
af a 

forma z = f(x, y) ; (x, y) ED cu - 3 -continue pe D. 

l 
ax ay I 

Fig. 85. 

fn acest caz proiecfia su~rafetei S pe planul xOy este D, iar proiecfia 
lui I' este frontiera lui D pe care o not5m cu y. 

Pentru a fisa ideile vom presupune cil $2 este versorul-normal5 corespun- 
zstor paginii superioare, adicil 

Demonstrsm egalitatea (1 3), transformind integrala curbilinie intr-s 
integral5 de suprafais dupii urmstoarea schems: 

I 

Pentru inceput vom considera integrala ' I  

deoarece I' aparfine suprafefei S (de ecuafie z = f (2, y)). DacZ aplic5m - formula lui Riemann-Green (in planul xOy) pentru ultima integrals si f inen 
seama de regula de derivare a funcfiilor compuse rezults 



Folosind expresiile (14) care dau cosinusii directori ai normalei la suprafata S 
avern 

ax zy / 
COS C( = ; cos p = 

cos ;/ = 
1 

de  unde obfinem 

Sf cos p ---- = --- 
a~ cos y 

Atunci Il = - ---.- 

Dac2 finem seama de definifia integralei de suprafafa de a1 doilea tip avem 

aP cos p 
)COs 

dG = -\Ss(% ez 

Procedind analog si cu ceilalfi termeni ai integralei curbilinii din ega- 
litatea (13) obtinem: 

Prin insumarea egalit5filor stabilite se obfine formula (13). 

Observa!ia 1 Dac% finem seama de definifia integralei de suprafafa de 
a1 doilea tip, formula (13) poate fi scrisg si in forma 



. Formula lui Stokes poate fi scris5 sub o form2 vectorial5 simpl2. 
Cu ajutorul rotorului formula Ici Stokes, dacB finem seama de (16) se 

pune sub forma: 

~ = d r  = S k ( n . r o t  7 )dG 
r 

~i din punct de 1-edere fizic aceasta inseainn5 cZ circulafia cimpului vecto- 
rial pe bordura unei suprafefe este egal5 cu fluxul rotorului lui V prin 
acea suprafaf5. 

Observa$ia 2 fn cazul in care suprafala S este o juxtapunere a doug 
snprafefe netede S, si S2 ca in fig. 86 si pe fiecare din ele funcfioneaz5 formula 
lui Stokes atunci are loc egalitatea 

+- 

$r B dr = \ !Sz ( E ,  . rot 8) do + ( E  . r o t \ ~ )  do S C, 
unde F = Fr . S ;  El este normala la S1 si E 2  este normala la SB. 

Fig. 86 Fig. 87 

Orientarea se face ca in fig. 86. 

Exenzpl.~. SB se calculeze 2 = 

2 

unde r: { "' + " = parcurs2 in sensul indicat in fig. 87. 
z =  1 

( :)? ( 2 ~ 3 z - Y z ) i + ( x ~ Z + y ~ ~ ) t ~ i  In acest caz rot. = xz- - 1 + -- 
3 

n' = F. Cu ajutorul formulei lui Stokes obfinem 



1) 5 se afle aria portiunii de pe paraboloidul 

x2 v2 x2 1,12 

Z = -- +-I-- (a > 0 ; b > 0) situat5 in interiorul cilindrului - + L ,  = c2 
- 2n 2b a2 5" 

2 x  
R :  _nb[( l  $- c2) d l  + c2 - 11 

3 

2 )  52 se afle aria porfiunii de pe conul x = JY2 + z2 situatg in inte- 
riorul cilindrului x2 + y2  = a2. 

' ' 3) Sg se afle aria portiunii de pe conul z = 4x2 + y2 situatg in inte- 
riorul cilindrului x" y 2  - 2x = 0 

I;': ZJZ 

3 S 5  se afle aria p~rtiunii  de pe sfera x2 + y2 + z2 = a\ituat% in inte- 
riorul cilindrilor x2 + y2  + 2 ax = 0 

R :  4a2 (x - 2 )  

5 )  Si5 se ail% aria suprafefei 

sin 26 1 1 +sin ZL 
n - =  t gucosv ;  y = tgzs sinv; := f - ln 

2 cos 2zl 2 cos Zt 
f 2' 

9- Sg se calculeze urmgtoarele integrale de suprafat5 de primul tip 

-- 

(~:'z" z2z2 + x2y3) d~ unde S estc portiunea din conul z = 4 x 9  2;" 
U' . b 

situat5 in interiorul cilindrului x2 f y2 - 2 9  = 0 

z do 
unde S este porfiunea din paraboloidul 2tcz = 

= x" y2  situatii intre planele s = 0 ~i z = I L ;  a > 0 ; 11 > 0 



do 
unde S : x Z + y +  2 = a 2 ;  Z > O  

s J x 2 + y 2 +  qZ2 

10) S% se afle masa suprafefei materiale 

SZ se afle coordonatele centrului de greutate a suprafetei materiale 
omogene z = x2 + y2 situata in interiorul cilindrului x2 + y2 - x = 0 

12) S5 se calculeze momentul de inerfie Ioz a suprafefei materiale orno- 
gene ( p =  po): x 2 + y 2 + z 2 =  a2; Z Z O  

13) SS se calculeze urmgtoarele integrale de suprafati3 de a1 doilea tip 

5 is xs dy  dz + ys dz dx + z2 dx dy pe pagina exterioara a sferei 

( X  - + (y - b)2 + (Z - c)' = ma 

x2 pe pagina interioara a elipsoidului - + 
cz a2 

15) \ SS x2 dy dz + ys dz dx + a2 dx dy ; pe pagina exterioarg a tetraedrului 

cu vfrfurile in punctele (0, 0, 0) ; (1, 0, 0) ; (0, 1,O) ; (0, 0, 1) 



16)  SSS 
(x2  + y2)  z dx dy pe pagina superioarii a portiunii de pe parabo- 

- - 
loidul z = x2 + y2 situatii in interiorul cilindrului x2 + y2 = 1 

17) Folosind formula lui Stokes sii se calculeze u~miitoarele integrale 
curbilinii 

( y 2  + z2) dx + (z2 + x2) d y  + (x2  + y2) d z ;  unde I' este definitii de  

urmiitoarea reprezentare parametric5 

x = r(1 + cos t )  ; y = r sin t ; z = 2r(a - r )  ( 1  + cos t )  ; ZE[O, 2x1; a > r 
Indicafie: Imaginea curbei rse aflii la intersecfja sferei x2 + y2 + z2 = a" 

cu cilindrul x2 + y2 = 2rx ; z 2 0 

R:  2nar2 

( y  - z )  dx + ( z  - x) dy + ( x  - y )  d z ;  unde imaginea curbei I' se 

afl2 la intersecfia cilindrului x2 + y2 = a2 cu planul bx + a y  = ab; a > 0 ;  
b > @ 

R: &2xa(a + b)  

19) $r (y2 - z2) d x  + (2 - x2) dy  + (x2 - y2)  dz unde imaginea curbei r 
se afl5 la intersectia frontierei cubului 0 g .2: < a ; 0 < y < a ; 0 < z < a cu planuf 
2(x + y + z )  = 3a 

21 - Analizg matematic5 - Cd. 918 



CAPITOLUL X 

INTEGRALE TRIPLE 

$ 1. DEFINITIA INTEGRALEI TRIPLE 

Cadrul firesc in care se define~te integrala trip15 este acela a1 domeniilor 
compacte Q c R3, cu frontiers format5 dintr-o reuniune finitz de suprafefe 
netede. Se demonstreaz5 [24] c5 astfel de domenii au volurn. in  continuare 
vom considera numai domenii de acest fel. 

DefilziGa 7.1. Prin diviziune A = (a,, Q,, .. ., Q,) a domeniului compact Q 
fntelegem un num5r finit de domenii compacte 81, R,, .. ., R, fiirii puncte 
interioare comune, astfel incit 

Q = QI U Qz U ... U Q, 
qi Fr. Q,(i=l, 2, ..., n) este o suprafafa inchis5 neted5 sau neted5 pe portiuni. 

Prin norma diviziunii A = (Dl, Q,, .. ., R,) notatii cu v ( 1 )  infelegern 
num5rul pozitiv dat de egalitatea 

v(A) = mas d(Qi) 
I<i<n 

unde d(&) este diametrul domeniului Q,. Sofiunea de diriziune mai fin5 
se defineste in mod asem5n5tor ca in cazul domeniilor plane. 

Fie A = (Ql, a,, ..., a,) o diviziune oarecare a domeniului compact 
92 c R3 ~i funcfia real5 f definit5 si miirginit5 pe R. 1-om nota cu 

m =  inf f (x, y, z) ; M = sup, f (x, y, 2 )  
( x , Y , ~  E a (+ ,Y ,z )  E a 

In, = inf. f (x, y, z) ; Mi = sup (x, 31, ,-) 
( x , Y , ~ )  E Qi ( ~ , f  ,z)  E ai 

V(Q) = volumul lui Q 
F ormgm sumele 

SA (f) = M,V(Q,) + M,17(&) + ... $- n/f,V(Q,) = 
n 

= M,V(Q,) (suma superioarj Darbous) 
i= 1 

SA (f)  = mlv(Ql) + m,v(Q,) f ... f m,a(R,) = 
n 

= nz, - v(Q,) (suma inferioarg Darbouxj 
i=l  



Dac5 consider5m in fiecare domeniu R, cPte un punct (E,, r,,, <,) atunci 
putem forma suma 

Proprietgfile sumelor Darboux si Riemailn sint acelea~i ca qi in cazul 
unei funcfii reale definits ~i m5rginit5 pe un doineniu compact D c R2, iar 
demonstrarea lor nu prezintii nici o dificultate. 

Dtjfifzi!ia,2.1. Fie f o funcfie real5, definitii si m5rginitii pe un domeniu 
compact Q c R3. Spunem c5 funcfia f este integrabila Riemann pe 0, dac3. 
exist5 un num5r I cu proprietatea c5 pentru orice c > 0, exist3 un numiir 
a(&) > 0 astfel incit oricare ar fi diviziunea A cu v(A) < a(&) ~i oricare ar fi 
alegerea punctelor intermediare (E,, r;,, 71,) E Q, s5 avem 

i n  acest caz numarul I (dac5 exists) se numeste integrala Riemann a 
funcfiei f pe domeniul 51 ~i se foloseste notafia 

Criteriile de integrabilitate precum si propriet5file i~ztegralei triple se 
formuleaz5 si se demonstreaz5 la fel ca si in cazul integralei duble. 

3 2. CALCULUL INTEGRALEI TRIPLE 

0 integrals tripls se calculeaz~ printr-o succesiune de integrale simple. 
Pentru inceput vom considera cazul En care Q este un interval tridimensional 
I = [a, b] x [c, d] x [e, g]. 

T e o r e ~ ~ a  7.2. Fie f o funcfie real5, definitii si m5rginits pe un interval 
tridimensional I = [a, b] x [c, d]  x [e, g]. Sii presupunem cg 

1) f este integrabil5 pe I 
2) pentru orice (x, 2') E D  = [a,  b] x [c, d l  exist5 integrala 

f n  aceste condifii exist5 integrala F(x, y) dx dy si are loc egalitatea SI 



' De obicei se foloseste notafia 
I 

d' = (a = xo < xl < ... < x, < ... < x, = b) o diviziune a intervalului [a, b] 

d" = ( c = yo < yl < . . . < y j  < . .. < ym = d )  o diviziune a intervalului [c, dl 

d"' = (e = zo < zl < . . . < zk < .. . < zz, = g) o diviziune a intervalului [e, g] 

Cu ajutorul diviziunilor d' ,  d ,  d"' putem defini o diviziune A a lui I, unde 
domeniile lui A sint intervalele 

jar cu ajutorul diviziunilor d' ~i d" definim o diviziune A ' a lui D, unde 
domeniile lui A' sint intervalele 

= [xi* XZ+II X 1Yjr Y~+II 

'Vom nota 

mi,, = inf f(x, y, z); ,Tigj, = sup f(x, y, z) unde (x, y, z) E: I T t j ,  

Pentru a argta c5 F este integrabilg pe D considergm sumele Riemann aso- 
ciate lui F pe D. Avem 

Dacg tinem seama de msdul cum a fost definitZ functia F si de pro- 
prietatea de aditivitate a integralei simple, avem 

Aplicind formula de medie pentru integrala simpl5, rezultg existenfa unui 
atum5.r pale cu 

9?zljk < ptjh < 1VijR astfel incit 

Deci pentru sumele Riemann asociate lui F pe D, avem 



Dacg finem seama de inegalitgfile 

Dar prima sum5 din aceste inegalitgfi este tocmai suma Darboux infe- 
rioara, relativ la funcfia f ~i la diviziunea A a lui I 

Ultima sum5 din inegalitgfile de mai sus este tocmai suma Darboux 
superioarg relativ la funcfia f si la diriziunea A a lui I 

Avem deci inegalitgfile 

sap) < aa,(F, t,, ?,) G Sa(f) 

pentru orice alegere a punctelor intermediare (5,, q,). 
Fie acum (di) un qir oarecare de diviziuni ale intervaluIui [a, b] CEE 

v(di) + 0, (d:)  un Sir oarecare de diviziuni ale intervalului [c, dl cu v(d:) + 0,. 
fie (d;") un Sir oarecare de diviziuni ale intervalului [e, g] cu v(di")  -+.(I. 
Notgm cu A, diviziunea lui I definitg, ca mai sus, de diviziunile di, d:, d:" 
si cu A: diviziunea lui D definitg de diviziunile di ~i d:. Se vede imediaa 
c5 din condifiile 

Pentru fiecare r avem inegalitgfile 

SA,(~) ,< oA;(F# ?I) < S ~ r ( f )  (I) 

Funefia f fiind integrabilg pe I, avem 

lim sA,(f) = lim SAr(f) = 
I+OD re a \ S \ f ( ~ , y , ~ ) d ~ d y d z  . (2 )  

Trednd fa limit5 in (1) :i finind cont de (2) avem 



Dac5 finem seama de definifia integralei duble, se vede imediat c5 

Din egalitsfile (3)  si (4), obfinem 

si teorema este demonstrata. 

E%empZu: Sii se calculeze y = ryz dx dy dz unde 

I = [0, 11 ~ [ 2 ,  41 x [5, 81. In acest caz avem D = [ O ,  11 X [2, 41 si deci 

Pentru a da regula de calcul a unei integrale triple in cazul in care dome- 
niul i2 nu mai este un interval este necesara nofiunea de domeniu simplu Pn 
raport cu una din axe. - 

S5 consider5m un domeniu compact D situat in planul fly si fie dou5 
functii reale ~i 4, definite 9i continue pe D cu +,(x, y) G +,(x, y )  pentru 
orice (x, y) e D. S5 notam cu Q domeniul compact din R3 dat de egali- 
tatea 

Gn astfel de domeniu se numeste simplu in raport cu axa Oz si este ilus- 
trat in fig. 88. Procedind exact ca in cazul teoremei de la integrala dub15 
avem : 

Teorema 2.2. Fie Q c R3 un domeniu ccmpact simplu in raport cu 
axa Oz, definit ca nlai sus si fie f o funcfie real2 definita si marginit5 pe Q. 
Presupunem 

1) f este integrabils pe 52 
02(.% Y) 

. 2) pentru (V) (x, y ) ~  D, exist5 integrala \ f(r. y. 2 )  
~ d l ( x ,  Y) 

( 5 )  

Atunci exist5 ~i integrala 



~i are loc egalitatea 

D~nto~zstmtie. Functiile si ( J ~  au fost presupuse continue pe domeniul 
compact D ,  deci sint 7i marginite pe acest domeniu. Fie 

Dacii n ~i b sint respectiv cea mai mica ~i cea rnai mare abscisa a 
punctelor din D ~i iar c ~i d sint respectiv cea mai mica ~i cea mai mare 
ordonat5 a punctelor din U ,  atunci colAsider5m intervalul 

1 = [a, bj x [c, d] X [ E ,  g! 

Fig. 58. 

Se vede c5 fZ c I ~i acest fapt este ilustrat Pn fig. 88. Sli consideram 
funcfia ajutatoare f, definitli pe I in modul urmator 

- f (x, 21, z )  dacil (x, y, z )  E Cl f(.t-, J*, r) = 
0 * data (x, y, z )  E I - Q 

Din mod111 cum a fost clefinit5 funcfia f rezulta c5 este i~ttegrabilii pe I, 
Folosim proprietatea de aditivitate a integralei triple ca fui~ctie de domeniu 
si obfiilem 



Dacg finem seama de modul cum este definit5 funcfia f rezult5 imediat ca 

Deci are loc egalitatea 

Funcfiei ii vom aplica regula stabilitg in teorema precedent%. Pzntru 1 
aceasta trebuie observat c% integrala exist5, deoarece am presupus existenfa 
i n t ep le i  (5 )  si in plus pentru fiecare (x ,   ED are loc egalitatea 

Funcfia satisface deci toate condifiile din teorema precedent5 si putem 
scr ie 

Dac2 finem seama de egalitgfile (6) si (7) avem I 

.adicg tocmzi egalitatea din en~lnful teorem". I 
Ohservafie: Teoreme asemHn5toare se pot da pentru cazurile in care Q 

este simplu in raport cu Oy sau Ox. Dac5 domeniul Q nu este simplu in raport 
.cu nici una din axe, atunci prin plane paralele la unul din planele de coordo- 
nate poate f i  descompus intr-un num%r finit de subdomenii, Q,, Q2, . . .; S Z p  cu 

P Q = u Q, si fiecare Q, (i = 1, 2, ..., p )  sii fie simplu in raport crr m a  
i=l 

din axe. 
Folosind apoi proprietatea de aditivitate a integralei triple ca funcfie de 
domenin avem 

P '  

SSSa 
f (x ,  y, z )  dx dy dz = C \ \ \ f (x ,  y, z )  dx dy dz 

i=l. ac 



Exel.rzplul I .  S5 se calculeze integrals 

dx dy dz unde Q este 

tetraedrul delimitat de planele x = 0, y = 0, z = 0 ~i 
x $. y + z = 1 (fig. 89). Se vede imediat cB !2 este simplu in raport cu 

Oz si c5 +l(x,ly) = 0, rliZ(x, y) = 1 - x - y iar 

D =  {(x, Y);  o ~ y ~ l  -x; O < x ~ l )  (fig. 90) 

Fig. 89 Fig. 90 

Dac5 aplic5m formula din teorema 2.2 avem 

Deci ' 



I 

I 
Exen%plui 2. SS se calculeze integrala I = [ (xz + yyz dx drl dz undc 

J J J n  
domeniul Q este mSrginit de paraboloid111 z = x2 + y>i de sfera i 

x 2 + y 2 + z 2 =  6;  Z Z O  (fig. 91). 

Fig. 91 Fig. 92. 

f n  acest caz D = ((x, y) ; x2 + yZ < 2) 8i deci avem 

Dac5 trecem la coordonate polare avem 

n. = p cos 8, y = p sin 0, 0 E LO, 2x1 ; p E [0, J2] ~i 

deci 

Exera$lwl 3. S5 se calculeze integrala I = z  dx dy dz ; unde Q este 

It --- 
delimitat de canul z = - dxz + y2 ( I z  > 0, R > 0) ~i plannl z = I) (fig. 92)- 

R 
fn acest caz D = ( ( x ,  y )  ; x2 + y2 < R2) ~i deci 

Dacg trecem la coordonate polare, obfinem 



$ 3. FOR3FULA LUI GAUSS-OSTROGRADSKY 

Vom da in continuare o legatura fntre integrala de suprafat5 2i integrala 
tripl5. Fie R c R3 un domcniu compact cu frontiera o suprafafa S, simpla, 
PncliisZ, neted5 sau neted5 pe porfiuni. 

KotHm cu S, pagina esterioar5 a suprafetei S.  Fie P, Q ~i R trei functii 
EP iQ 

realc definite si continue pe R. Presupunem c% derivatele parfiale -- 3 - 3 

i x  i;y 

2 exist5 si sint continue. 
22 

T~orema 1.3. fn condifiile de mai sus are loc egalitatea 

numitg formula integral5 a lui Gauss-Ostrogradsky. - 
DemorzsfraJie. Presupunem c5 R este descompus intr-un numHr finit 

de subdomenii simple in raport cu axa Oz. Dacli apliciim proprietatea de 

aditivitate pentru 
presupune chiar pe 
S = S1 u Sz U S3 ~i 

x J  
Fig. 93. 

integrala de suprafat5 gi pentru integrala tripla putem 
R simplu in raport cu axa Oz (fig. 93). fn  acest caz avem 

z = IJJ1(x, y) : (x, y )  E D  ecuafia suprafefei S1; 
2 = IJJ-( x ,  y )  ; (x ,  y )  E D  ecuafia suprafeiei Se. Suprafafa S3 se afl5 pe 

u n  cilindru cu generatoarele paralele cu axa Oz. 
Dacg finem seama de regula de calcul a integralei triple avem 



unde pentru SZ am luat pagina superioarii care coincide cu pagina exterioarq 
a !ui S (= Fr. Q) iar pentru S1 am luat pagina inferioarg, care coincide cu 
pagina exterioarii a lui S. Pe suprafafa S3 avem 

Ti 
deoarece y = - 

2 
Dacii tinem seama de egaliizfile (6), (9) si (10) avem 

2R - dxdydz= $@ R(x, y, r )  dxdy 
Se 

cnde integrala de suprafat5 este luatii pe pagina exterioarg a lui S. fn moq 
asemiiniitor se aratii egalitiitile 

d l =  @ P d y d z  
Se 

Prin insumarea ultimelor trei" egalitgti obfinem 

d x d y & = @  ~ d y c ~ r + ~ d z d z + ~ d z d y  saq 
se 

d x d y & =  @ (Pcosor+Qcos p +  Rcosy) do 
se I 

(11) 

Exenzplu. S?i se calc~~kze integrala 

I = @ z"~  dy di + x2y3 dz dx + 32 dx .dy, unde S este frontiera domeT 
Se 

niului rnzrginit de paraboloizii z = x2 + y2 ; z = 6 - x2 - y2 ; 0 < z < 6, 
i n  acest caz P = x3y2; Q = x~~~ 7i R = 32 



Aplicind formula lui Gauss-Ostrogradsky, obfinem 

I =  SSS* (3x2y2 + 3x3y2 + 3) dx  dy dz = 3 1 \ 5. (2x2y2 + 1) dx  dy dr = 

G - x ? - y 2  

= 3  dxdy (2x2_v2 + I )  & unde D = ( ( x ,  y )  ; x2 + y2 < 3 )  \I 62+y2 

Y 
I.. 

Fig. 94 

Dcci 
Fig. 95 

Dac5 trecem la coordonate polare 

x = ptos 0 ;  y = psin 0 ;  ~ E [ o ,  43; BELO,  27c1 obfinem 

Obszrvajia I )  Dac5 fol2;im scrierea vectorial& atunci I'ormula lui Gauss- 
Ostrogradsky capgt5 o form5 mai simpl5. 

Dacg finem seama de egalitatea ( 1 1 )  si de definifia divergenfei, atunci 
formula lui Gauss-Ostrogradsky se poate scrie sub forma 

unde B = Pi f ~3 +- Rk> 
adic5 fluxul cimpului vectorial V prin sup rafaja inchis& 5 dup5 normala exte- 
rioarg R ,  este egal cu integrals trip12 a divergenfei lui V pe domeniul 8. 



Obsevuafia 2) Dac5 fn formula lui Grauss-Ostrogradsky lu5m P = 0; 
Q = 0 ~i P = z obfinem I 

vol i2 = @ z dn dy 
S* 

$ 4. SCHIIvIBAREA DE VARIABILA LA INTEGRALA TRIPLA I 
Teorema de schimbare de variabile la integrala triplg se enunfii asemHnil- 

tor cu teorema de schimbare de variabile la integrala dublH. Stabilirea ei 
I 

se face fntr-un mod asem%n5tor, de aceea nu vom da detalii de calcul care 
pot fi refgcute de cititor. 

Teorelna 1.4. Fie Pn spafiul (u, v ,  w) un domeniu compact Q' avind 
frontiera o suprafafs simp15 inchis2 si neted5 pe porfiuni si fie 

o transformare regulat5 de la spafiul (zt ,  v ,  w) la spafiul (x, y, z )  care aplicB 
biunivoc domeniul 51' pe domeniul Q. 1 

DacH f este o funcfie real5 si continu5 pe Q, atunci are loc egalitatea I 
I 

numitH formula schimbsrii de variabile la integrala trip15 sau formula de 
transport. . I 

\ 
Dernonstratie. Fie S' = F r a '  si S = Fr L! iar u = u(s,  t) ; u = irjs, t) ; 

w = w(s ,  t )  ; ( s ,  t )  E D (domeniu compact din R" o reprezentare parametric5 
a suprafefei S' .  Atunci suprafata S va fi dat5 parametric prin 

x = X ( S ,  t )  = q)[u(s, t), V ( S ,  t), w(s, t)] 

Y = y(s, t )  = +[%(S, t ) ,  ~ ( s ,  t), w(s, t)], (s, t )  E D ~ 
Dac5 folosim formula (12) si finem, seama de regula de calcul a unei 

jntegrale de suprafatii de a1 doilea tip avem 



Folosind regula de derivare a funcfiilor compuse, se poate verifica prin 
calcul ci5 

~i deci 

Dac5 tinem seama de regula de calcul a integralei de suprafafg de a1 doilea 
tip obfinein cZ 

Aplicind formula lui Gauss-Ostrogradsky ~i fscind calculele, g5sim 

Aplicind formula de medie la integrala trip15 (asemktitoare celei de la inte- 
grala dublii) obf inem 

uncle (z:~, vo, zu,) E Q'. Dac5 finem seama de aceastQ formul;?. in sumele Riernann 
~i repetam rafionamentul f5cut in teorema 2.6. cap. VIII obfinem formula (13) 

Observafiile facute la integrala dub12 in legZtur5 cu schimbarea de varia- 
bile, r2mPn variabile ~i in acest caz. 

Exemplul 1. Una dintre cele inai importante schimb5ri de variabile este 
trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice. Fie M un punct 
de coordonate carteziene x, y, z. Fie 0 unghiul format de direcfia pozitivg 
a axci Oz cu raza vectoare 01W. Fie M' proiecfia lui M pe planul xOy. Fie 
qj unghiul format de direcfia pozitiva a axei Ox cu raza vectoare OM'. Fie p 
Iungimea segmentului OM. Mgrimile p, 0 ~i cp constituie coordonatele sferice 
ale punctului X .  Aceast5 denumire este justificatg de faptul cii pentru p 
fixat, se obfine o suprafat5 sferic5 cu centrul in 0 vezi fig. 95. Se vede uSor 
cii intre coordonatele carteziene x, y si z a lui M ~i coordonatele sferice ale 
aceluia~i punct, au loc egalitgfile : 

x = p sin 0 cos q, 

y = p sin 0 sin cp 
2 = p cos 0 

111 general avem: p>O; 0 ~ 0 ~ 7 ~ ;  O<cp<2?c 
Notam cu I intervalul din R3 definit de inegalitgfile 



Transformarea T, care defineste trecerea de ?a coordonatele sferice la coor- 
donatele carteziene aplic5 intervalului I pe sfera 

Fig. 96. 

fn acest caz 

~i deci condifia de biunivocitate este neindeplinitg doar pe frontiei-a lui I. 

a) S5 se calculeze integrala 

sin 0 cos cp sin 0 sin cp cos 0 

p cos €! cosp F cos F4 sin y - p sin 0 
p sin 8 sin q~ p sin 0 cos y 0 

C C C  

= p2sin 0 

J = \I!* ( x 2 + y 2 + z 2 )  dxdydz  unde Q =  ((x, y , z ) ;  x 2 + y 2  + z 2 < R 2 ;  

x > 0, jr > 0, z > 0). Dac5 folosim schimbarea de variabile in coordonate sfe- 
me ,  avem 

- - 
2 R  zR5 

d0F0 dcp\o pZrZ  sin B dp=-  
-* 0 10 

b) S 5  se calculeze integrala J = \ \ \ dx dy ; unde Q este deli- . * x2 + y2 + z2 
mitat de sferele x2 + y2 + z2 = 1, x2 + T~ + z2 = 4 ; Z >  0 ~i planul xOy. 

f n  acest caz avempE[l,Z]; B E  0,- cp~[O,Zx] si deci avem [ I1 



Fig. 97. 'r 

Exemplzt 2. S% se calculeze integrala 

Tr, acest caz se folosesc coordonatele sferice generalizate definite de 
x = ap sin 0 cos y, y = bp  sin 0 sin cp, z = c p  cos 6 cu ~ E [ O ,  I], ~ E [ O ,  x]  

4n 
= a b c r d 0  1; dcp\l p4 sin 0 d p  =- abc 

Y O  5 

3 5. APLICATII ALE ISTEGRALEI TRIPLE 

I) DacZ Q c R3 este un Gomeniu compact care are volum, atunci 

Exetnplu I .  S2 se calculeze volumul paraleIipipedului 0 msrginit de 
planele alx + bly + clz = f hl, a2x + bzy + czz = i h2, 

a3x + b3y + c3z = & It3 unde presupunem produsul hllz,h3#0 si deter- 
minantul 

22 - Analiz5 matematic5 - Cd. 918 



frz acest caz facem schimbarca de variabile 

cu  u€[-lz,, It,], v€[-h2, h,], W E [ - h 3 ,  h3] 7i avem 

2 2 

Exemplu 2. S5 se calculeze volumul lui Q = 

7 - 
. i n  accst caz se face schin~barea de variahile x = n p sin3 O cos3 cp ; 

y = b p  sin3 O sin3 ?; z = c p  cos3 0 

~ E [ O ,  l j ;  ~ E [ O ,  sr]; p ~ [ 0 , 2  z] 

fn acest caz D ( x ~  y' ') ; = 9abcp2 sin5 O cosz 0 sin" cosZ o gi dcci 
. D(PJ 0, 9 )  

- 4 -- z abc 
35 

11) Dac5 p(x, y, z) este densitatea in punctul de coordonate x, y, z a 
unui carp material care ocups domeniul R si p este continus, atunci masa 
acestui corp este data de. egalitatea 

111) Coordonatele centrului de greutate x,, yG, zG a unui corp material 
de  den5itate p care ocups domeniul Q sint date de egalitgfile 

Xc = 
1  

mass a \j;Fn x P ( x .  Y. 2) dx dy dz 

T~ = \ \ \ y p(x. Y.  2) dx dy dz, 
mass Q ,.a 



DacH p = constant (corp omogen) atunci 

IV. Jloinentele de inerfie ale unui corp material, de densitate i; care 
ocupH domeniul Q, sint date de egalit5file: 

V. Potenfialul newtonian sau gravitafional a1 unui punct material de 
mas5 nz se dcfine~te pi-in formula 

unde r este distanfa de la punctul material ping la punctul din spafiu in care 
se considers potenfialul. In cazul unui corp material, care ocupri domeniul Q, 
potenfialv.1 ne~vtonian in punctul Po(xo, yo, zo) va fi dat de formula: 

unde i;(x, y, z )  este densitatea in punctul (x, y, z) E Q. 

VI. Atracfia exercitatri de un corp. Sri considerHm mai intii douii puncte 
materiale PI si P, de mase nz,, respectiv m,. Notgm cu r12 distanfa de la PI 
~i P,, mgrimea forfei de atracfie dintre cele douripuncte materiale este dats 
de formula. 



unde h este o constants. Xotind cu P ~ ,  = PIP2, forfa F12 cu care P, este atras 
de P, este dat5 de formula 

Daca PI,  are coordonatele xl, y,, z,, iar P, are coordonatele x2, y2, z2 atunci 
proiecfiile pe axele de coordonate ale acestei forfe sint 

unde 

S2 considersm acum un punct material Po(xo, yo, zo) de mas5 m ~i un corp 
material care ocupg domeniul 92 c R3. 
f n  acest caz, proiectiile pe axe ale forfei P cu care Po este atras de corpul 
material sint date de formulele 

unde 

ar  p(x, y, z) este d-nsitatea in punctul jx, y, z) E Q 

PROBLEME 

S2 se calculeze urm5toarele integrale triple 

!!in ( xZ + j2) d.t. dy dz ; unde Q este mgrginit de urmgtoarele supra- 

fete: 22 = x" +!'. > z = 2 



+ yy" dx dy dz; unde fi este mgrirginit de urmgtoarele supra- 

X 
fete: z = I/-; z = I R : -  

6 

x2 dx dy dz ; unde SZ este mgrginit de urmgtoarele suprafefe 
3, ESS., 

z = a y 2 ;  z = b y 2 ;  y > O ;  (O  < a < b ) ;  z = a x ;  z =  px-  , (0 < a <  p); 

v'z2 + y2 + z2 dx dy dz unde i2 este mgrginit de suprafafa 

7i 
x2 + y3 + z2 = x A': -. 

lo. 

5 )  1 \ (x2 + y2 + z2) dx dy dz unde 

6 ,  SSSn (x2 + y3 + z2) dx dy dz unde 

. 7) Sg se calculeze masa corpului material care ocu@ domeniul 

sz = ((x,y,z); x2 + y 2  + z 2 < 1 ;  x>O; y>O; z>0) 

si are densitatea p(x, y, z) = xyz; 

S& se calculeze volumele domeniilor m5rginite de fasndtoarele suprafefe 

2 3 
8 )  z = x 2 + y 2 ;  z = 2 ( x 2 + y 2 ) ;  y = x ;  y = z ;  R : -  

35 



13) SB se calculeze coordonatele centrului de greutate ale corpului mate- 
rial olnogen care ocup5 domeniul 

14) S5 se calculeze momentul de inerfie in raport cu axa oz a corpului 
material ~i omogen care ocup5 domeniul mgrginit de suprafetele 

x"y2+z2=2; x2+y3=22.  , 2 2 0  

13) S5 se calculeze momentele de inertie in raport cu planele de coordo- 
nate, ale corpului material omogen care ocup% domeniul m5rginit de supra- 
fefele 

rabc3 R : I  =- 
ra%c xab3c 

SOY 5 
; Iuoz = - 

5 
; I z o z  = --- 

5 

Folosind formula lui Gauss-Ostrogradsky s5 se calculeze urm3toarele intc- 
grale de suprafafB de a1 doilea tip 

16) (& z2 dy dz + y2 dz dx + r2 d r  dy pe pagina eaterioarg a fronti- 
S 

~erei lui a= ( (x ,y ,z) ;  O < x < a ;  O < y < a ;  O<z,<a};  

17) @ 2 dy dz + y3 dz d + 2 d d pe pagina esterioara a sferei 
S 



CAPITOLUL XI 

ECUATII DfFERENTIALE DE ORDINUL f N T ~  I 

1. INTRODCCERE 

Rezolvarea unor probleme de analiz5, de geometrie, de fizic5 a u  tehnicii 
se reduc la rezolvarea unor ecuafii, numite ecuatii diferenfiale ordinare sau 
mai simplu, ecuatii diferenfiale, care lea& intre ele o variabil5 independent5 
x, o funcfie necunoscut5 de x, pe care o not5m cu y si derivatele ei succesive 
y', y" ..., y("1 pfn5 la un anumit ordin fz. Prin urmare o ecuafie diferenfial5 
are forma 

F(x, y, y ' , . . . , y'")) = 0 ( I )  
unde functia real5 F, de argumente x, y, y', ..., yen) este definitH ~i continus 
4ntr-un domeniu D c Rn+2. Dac5 derivata de ordinul cel mai mare y("J intrH 
efectiv in ecuafia diferenfial5, zicem cH ecuafia este de ordinul n. Dac5 ecua- 
fia (1) se poate rezolva in raport cu yen) avem 

y(%) = f(x, y, y', ..., y("-1)) ( 2 )  

unde funcfia reai3 f, de argumente x, y, y', .... y(n-l), este definit5 si continu5 
intr-un dorneniu din Rn+'. fn cazul particular tz = 1, ecuafia dilerentialg 
de ordinul intii se scrie sub forma 

Defiiziiie. Spunem c5 funcfia y: I -+ R, unde I este interval, este solufie 
a ecuafiei (1) dacH sint indeplinite urm5toarele condifii: 

a) functia ? este derivabil5 de n ori pe I, 

73) ((x, y(x), y '(x), . .., ~ ( ~ ) ( x ) )  ; x E I) c D. 
c F ( x ( )  ( x )  . ( x ) )  = 0 (V) X E  I 

fn unele cazuri in locul solufiei y sc g5seste o relafie de forma 

G(x, y) = 0 

care define~te solufia p ca funcfie implicit5 de x. Graficul unei solufii este o 
curb5 planH, numitH curb5 integralii. fn continuare vom considera do& pro- 
bleme care ne conduc la rezolvarea unor ecuafii diferentiale, 



1) Not5m cu R(t) cantitatea de radiu existent5 la un moment t intr-un 
recipient. Vrem s5 g5sim legea matematic5 dup5 care radiul se dezintegreazg, 
$dic5 s5 g5sim formula care ne d5 cantitatea de radiu la momentul t > to 
dacg la momentul to era o cantitate egaIB cu Ro. Viteza de dezintegrare a 
radiului este proporfional5 cu cantitatea de radiu.existent5 la momentul t 
~i este egal5 cu -R1(f). 

Prin urmare R(t) verific5 ecuatia diferenfial5 de ordinul intii 

unde k este un factor de proporfionalitate. Se verificg imediat c5 orice funcfie 
de forma 

z($) = C e-k(t-to) 

uiide C este o constant5 arbitrar5, este solufie a ecuafiei (4). Ecuafia admite o 
farnilie de solufii depinzind de parametrul C. 

Se pune in mod natural problema de a alege din aceast5 familie, solufia 
care satisface condifia 

qto)  = Ro 

numit5 condifie initials. Se constatii f5r5 greutate c5 solufia problemei este 

f n  rnulte alte probleme de fizic5 sau tehnic5, ce conduc la o ecuafie dife- 
~enfial5 de ordinul intii se pune asupra ecuafiei diferenfiale o problem5 ana- 
log5 cu cea pus5 mai sus. De aceea trebuie s5 se dea o atenfie deosebit5 urm5- 
toarei probleme, numitg problema h i  Cauclzy, care se formuleaz5 in general 
in modul urmgtor, 

Fiind dat5 ecuafia diferentialg de ordinul intii 

. y '  = f(x, y ) ;  (x ,y )€D (3) 

s5  se determine solufia ei, care satisface condifia 

numit5 condi!iz istijiala' sau conditia lui Cauchy. 
Din punct de vedere geometric, problema lui Cauchy const5 in a deter- 

m i ~ a  curba integral5 a ecuafiei diferentiale (3) care s5 treac5 prin punctul 
(initial) M,, de coordonate xo, yo. 

2) S5 studiem miscarea unui punct material M pe o dreapt5 vertical5 
sub acfiunea de atracfie a p5mintului. Lu5m un sistem de axe in care ori,' 
o situ5m la suprafafa p5dntului iar axa Oy o situ5m dup5 dreapta verticals 
pe care se mi@ punctul M. Sensul pozitiv pe axa Oy va fi considerat de jos 
in SUS. Pentru a cunoaste pozifia punctului M la orice moment t dup5 incepe- 
rea rnisc5rii (corespunz5toare lui t = 0) trebuie s5 cunoa~tem valoarea coor- 
donatei y in funcfie d~ t. La momentul t = 0 (momentul inifial) presupunem 
cunoscut5 pozifia yo (pozifia inifial5) a punctului M precum si viteza sa vo 
(viteza inif ial5). 
Din interpretarea mecanic5 a derivatei de ordinul a1 doilea, rezultg c5 accele- 
satia este egalg cu y"(t). 



Pe de alt5 parte ~ t i m  c2 accelerafia forfei gravitafionale intr-o vecingtate a 
suprafefei p5mintului este constant5 si egal5 (aproximativ) cu 

f n  sistemul nostru de coordonate, accelerafiei gravitafionale ii atas5m 
semnul- deoarece este dirijat5 in jos. Egalind cele dou5 expresii obfinute 
pentru accelerafia punctului material M sintem condusi la urm5toarea ecua- 
fie diferenfial5 de ordinul doi: 

SB verific5m imediat c5 orice funcfie de forma 

unde C1 qi Cz sint constante arbitrare, este solufie a ecuafiei (5 ) .  Ecuafia admite 
astiel o familie de solufii depinzind de doi parametri C, ~i C,. Se pune pro- 
blema de a alege dih aceasts familie, solutia care satisface condifiile 

y(0j =yo: yt(0) = D o  

numite condifii inifiale. Se verific5 imediat c5 funcfia 

t2  + Dot + Yo 
= - 7 

este solufie a ecuafiei (5) si c5 

fn nlulte alte probleme de fizicz sau tehnic$ ce conduc la o ecuafie dife- 
renfial5 de ordinul n, se pune asupra ecuafiei diferenfiale o problem5 analog5 
cu cea pus5 in acest exemplu. Trebuie acordat5 o atenfie deosebit5 urmstoarei 
probleme numit5 groblema lui Cauchy pentru ecuafii diferenfiale de ordi- 
nu1 n. fn general $roblznza lui Caucly paztru ecuafii diferenfiale de ordinul n 

= f(x,y, y', ..., y("-l') ( 2 )  
este urm5toarea : 

S5 se determine solufia ecuafiei diferexfiale (2) care s5 satisfac5 la con- 
dif iile 

numite condifii inifiale sau condifiile lui Cauchy. 
in condifiile (6 ) ,  xo, yo, yh, . . ., yA("-l) sint numere date. 
Exemplele date mai sus sint suficiente pentru a argta c5 diverse probleme 

de analizg, de geometrie, de fizic5 sau de tehnic5 conduc la ecuafii diferen- 
fiale. 



fn multe cazuri s-a constatat c5 asupra ecuafiilor diferenfiale se pune o 
aceeasi problem5 si 'anume problema lui Cauchy. Ecuafiile diferenfiale astfel 
legate de fenomene naturale sint de o deosebit5 important 5. Astjzi ele se stu- 
diaz5 ca o disciplin5 aparte in matematic5, de-sine-stgtgtoare, far5 s2 se fins 
seam5 de problemele care le-a dat na~tere. 

fn tot ce urmeaz5 mai departe ne vom cccpa cle dou5 probleme. Una 
clintre ele este determinarea tuturor solufiiior unei ecuafii diferenfiale date. 
Se spune in acest caz c5 se face integrarea ecuafiei diferenfiale. A doua pro- 
blems este problema lui Cauchy. Se va vedea cii exist5 o strfns5 legiitus-5 intre 
cele dou5 probleme. 

i n  continuare vom considera citeva ecuatii diferentiale de forma 
y ' = f ( x ,  y) ; ( x ,  y) E D c R' ; D-domeniu ; pentru care vom da metode de 

1 
integrare. Tom ar5ta c5 integrarea lor se reduce la calculul unor int-egrale, 
adic5 la efectuarea unor cuadraturi. Din aceastii ca1rz5 ecuafiile de care ne 
vom ocupa 5e vor numi ecuatii diferenfiale de ordinul intfi integrabile prin 
cuadraturi. fn unele cazuri metoda de integrare ne 1-2 conduce la solufiile 
ecuafiei diferenfiale considerate, sub forma y(.r) = g ( x ,  C ) ,  uncle C este o 
constant5 arbitrar5. Funcfia g(x, C) sc numc;tc solufia general5 a ecuaiiei 
diferenfiale; cu ajutorul ei obfinem toate solufiiie ecuafiei diferenfiale, afar5 
poate de unele solufii. 0 definifie precis5 a nofiunii de solufie general5 o vorn 
clia dup5 teorema de existent5 ~i unicitate a ecuafiilor difercntiale. in  alte 
cazuri, metoda de integrare ne va conduce la o ecuafie de forma 

1 

unde C este o constant5 arbitrar5, care rezolvatg in raport cu y ne ci,i solufia 
general5 a ecuafiei diferenfiale. 

$ 2. ECUATII CU T'ARIABILE SEPARABILE 

Sint ecuafii de forma 

unde f :  (a, b) -+ R;  g: (c, d) -, R ;  f ~i g continue. 
0 solufie a ecuafiei (7)  este o funcfie 

?: ( x ,  9) ' (a, b)  - (c, dj  

deri~abils ~i astfel incit 

Presupunem g(y) # 0 ; (V )  y E (c, d ) .  Vrem s5 afl5m proprietiifile funcfiei 
(p pentru ca apoi s5 deducem un procedeu de determinare a :a. Deoarece 9 
este solufie a ecuafiei (7 )  avem 



1 1 
Fie G: (c, d) + R o primitiv5 a funcfiei - , deci este derivabil5 si G' = - 

b" g 
Funcfia cornpus5 G(y) este derivabil5 si are loc egalitatea 

(G(cp))' = G1(.g)cp' adic5 

Cu alte cuvinte are loc egalitatea (G(y))' = f. Dac5 F este o primitiv5 a 
funcfiei f, in intervalul (a,  (3) avem 

G(cp(x)) = F(x) + C 
1 

unde C este constant5 arbitrar5. Deoarece - # 0 functia G este monoton5 
g .  

7i prin urmare ixversibilg. Deducem c5 

cp(x) = G-l(F(x) + C) 

Am obfinut c5 dac5 9 este solufie a ecuafiei (7) atunci 

1 
unde F este o primitiv5 a lui f, G o primitiv5 a lui - , iar C o constant2 

- 

arbitrarg. Vom arrita reciproc c5 o~ice funcfie de forma (8) este o solufie a 
ecuatiei (7). 

In adev5r dac5 cp(x) = G1(F(x) + C) atunci G(cp(x)) = F(x) + C si 
derivind obfinem G1(cp(x))cp'(x) = F1(x) de unde 

Din ultima relafie deducem c5 y'(x) = f(x) g(cp(x)), cu alte cuvinte func- 
fia y considerat5 mai sus este solufie a ecuafiei (7). 
Intervalul de definifie a1 funcfiei y este format din mulfimea punctelor 
x~ (a, b) astfel incit F(x) + C s5 se afle in domeniul de definifie a1 funcfiei 
G-l, adic5 in domeniul valorilor funcfiei G, deci intre lim G(y) si lim G(y) 

Y +c Y +a. 
Observa,tie. In condifiile date mai sus, este justificat acum procedeul care 

urmeazg. Se scrie ecuafia (7) sub forma 

$i integxind ambii membrii ai ecuafiei (9) obfinem 

G(y) = F(x) + C 
1 

unde G este o primitiv5 a functiei - , iar F o primitiv5 a funcfiei f. Din ultima 
P 



Excmplu: S5 se integrcze ~cuafia  y '  = ( y q  l)(n2 $- 1). Scrienl ecuafia I 
sub forma (9) ; 1 

Integrfnd obfinenl 
x3 

arc tg y = - + x + C, de unde 
3 

$ 3. ECUATII OMOGENE 

Sint ecuafii de forma 

fn general spunem c5 o funcfie de douri variabile f(x, y )  este omogen5 de 
gradul m dac5 f(tx, ty)  = lmf (x, y). f n cazul nostru membrul drept a1 ecuafiei 
(10) este o funcfie omogena de gradul zero. Pentru a g5si solufia ecuafiei (LO) , 

proced5m ca si in cazul ecuafiilor cu variabile separabile 
Fie g: (a, p) + R si cp o solufie a ecuafiei (10) definit5 pe un interval I 

care nu confine pe x  = 0 si atunci pentru x ~ l  avem 

Y (4 - E (a, p) si rp'fx) = g 
X 

Y(Xi Facem schimbarea de funcfie u(x) = -- : I -+ (a, p) 
X 

Funcfia u este derivabil5 pe I si 

Folosind faptul c5 cp a fost presupusri solufie a ecuafiei (10) obfinem 

Rezult5 c5 u este solufie a ecuafiei cu variabile separabile 

1 
u' = - (g(u) - u) 

X 
(11) 

~i deci funcfia u poate fi determinatg, pin5 la o constzntri, ceea ce implic5 
posibilitatea de a determina solufia cp. Vom argta c5 orice solufie a ecuatiei 



cu variabile suprabile ( 1  1 )  determini o solufie a ecuafiei omogene (10). fn  
adevgr, dac5 

1 
u ' ( x )  = - [g(u(x)) - U ( X ) ]  ~i y(x)  = x ~ ( x ) ,  atunci 

X 

cp' ( x )  = 24(3i) + xzLt(x) = zs(x) + x g ( W )  - 4%) = g(u(x)) = 
X 

De aici rezult5 c5 integrarea ecuafiei diferenfiale omogene (10) s-a redus la 
integrarea ecuatiei diferenfiale (11) cu variabile separabile. Se trece de la 
ecuafia (10) la ecuafia ( 1  1 )  f5cindu-se in ecuafia (10) schirnbarea de variabilg 

2' = XZL 

unde .u este noua functie necunoscut5. 

Exemplzl I .  S5  se integreze ecuafia diferenfialg omogen2i 

Dac3 facem schimbarea de variabila y = xu, avem y' = u + XG' ~i inlo- 
cuind in ecuafia dat5 a\-ern 

xu' + ~t = zt f tg ZG sau xu' = tg 24 

care este o ecuatie cu variabile separabile. 
cos 21 -- dn. 

dzc = - care integsat5 ne conduce la relafia 
sin 21 x 

X + Y  Exemplz~ 2. S5  se integreze ecuatia y' = - 
X - JJ 

Dac5 facern schimbarea de variabile y = xu, obfinem 

1 $. 24 1 + 2 b 2  1-24 
'16 + XU'  =--- sau ,vu' = ------ - * dx 

dzt = --- . 
1 - ZL 1 - u '  1 + % 1 2  X 

Integrind ultima ecuaf ie obfinem 
1 

arc tg 21 - - ln f l  - 1 f 2 )  = In / x I f In 1 C j sau 
2 

, arc t g  L 
C\lx-+y2=, x 

Observa!ie. Dac5 in ecuatia cu variabile separabile ( 1 1 )  exist5 un numgr 
tt, a? fel fncit g(tx,) - zb0 = 0 atunci se verifics cu u~urinf2i c5 y = uox este 
solufie a ecuafiei (lo), care nu intr5 in solufia general% Solufiile cu aceastg 
proprietate se numesc solufii singulare. 



Fie ecuafia diferenfialii 1 

a2x + b2y + c2 

sint posibile douH situafii: 

a) Dacii nlb2 - a2b, + 0, facem schimbafea de variabile 

X = x - x .  0, Y = y - y o  

unde (xo, yo) este solufia sistemului liniar 

nlx + bly + cl = 0 

azx + b2y + cz = 0 

Cu aceastii schimbare de variabile ecuafia (12) devine 

I 

care este o ecuafie omogenH. 
- ' + Rezolvind sisternul Exe~z+Zu. S5 se integreze ecuafia y'  = 

, 
I 

. . x + y - 3  
de ecuafii x - y + 1 = 0 ,  x + y - 3 = 0 ; obfinem xo = 1, yo = 2. Facem 
schimbarea de variabile X = x -1  ; Y = y -2 sau x = X + 1 ;  y =Y + 2 
9i inlocuim in ecuafia dat2i; obfinem 

i 
I 

1 

FHcind schimbarea de variabilii Y = Xu,  avem 
I 

1 - 2 6  1 + ~  dX 
u + S z t '  = --- sau du = - , de unde 

1 + 26 1 - 2u - u2 X 

fnlocuind pe zt avem X 2  - 2XY - Y 2  = C 
DacH revenim la variabilele x si y obfinem 

a1 b, b) DacH n,b, - n,t, = 0 atunci - = - = k si ecuafia (12) devine 
as b2 



fn accst caz facem schimbarea de variabil; a2x + b2y = z t  $i ecuafia (14) 
devine 

Ewatplt~.  S5 se integreze ecuatia y 1  = 2x - 4y + - In acest caz 
x - 2 y  + 3  

facem schimbarea de variabili .ze = x - 231, de unde 

ecuafie cu variabile separabile. 
Integrind ultima ecuafie obfinem 

$ 5. ECUATII LISIARE 

Ecuafiile de forma 

y' = P(x)y + Q(x) 
unde Y ~i Q sint dou5 funcfii definite ~i continue pe un interval I, se numesc 
ecuatii diferenfiale liniare de ordinul intii. Cind funcfia Q este identic nul5, 
ecuatia se numeste liniar5 si omogen5 (cuvintul ornogen are aici alt sens decit 
cel dat anterior). Dac5 Q nu este identic nu15 ecuafia se nume~te liniar5 neo- 
mogenH. -1ntegrarea ecuafiei liniare neomogen5 (15) se face in dou5 etape. 
a) Se integreazk mai intii ecuafie liniara ~i omogen5 a t a~a t5  ecuafiei ( ? 5 )  

~i soluiia ei general5 serveqte apoi la integrarea ecuafiei neomogene. Ecuafia 
(16) este o ecuatie cu variabile separabile 

Integrind se deduce 

In I y I = \' P(I)  dt + ln / c I 
-4 

de unde rezult5 imediat solufia generala 



b) Integrarea ecuatiei diferentiale liniare, neomogene (15). Vom intre- 
buinfa metoda variafiei constantei sau metoda lui Lagrange. f n  (17), solu- 
fia general5 a ecuafiei omogene (16), lnlocuim constanta C cu o funcfie C(x) .  
Determinsm funcfia C(x)  astfel incit 

s& fie solutie a ecuatiei neomogene (15). 
Punind conditia ca funcfia (18) s5 verifice ecuafia (15) okfinem 

sau 

Ecuafia (19) este cu variabile separabile si solufia ei general5 este 

Jxo 

unde K este constant5 oarecare. Dacs inlocuim pe C(x)  astfel obfinut in ( 1 8 ) ,  
avem solufia generals a ecuafiei neomogene (15) 

Aceastg ultims formu15 mai poate fi scriss sub forma urmstoare 

Dac& se pune problema aflsrii solufiei care satisface condifia y(xo) = yo, 
atunci avem evident, K = yo ~i deci 

f 

- J x ,  

Aceastg formu15 individualizeazg complet solufia y cu ajutorul valorii 
ei in punctul x,,. 

Exemplu. Ss  se integreze ecuafia y '  = y ctg x $- 2x sin x. Integrind 
ecuafia omogenH atasatg; y '  = y ctg x avem: i 

dy cos x - - - - dx; In lyl = lnlsin xl + In jC1 -+p = C sin n-. 
y sin x 



In locul constantei C consider5m o furmcfie C(x) gi punem condifia ~ c a  
funcfia y = C ( x )  sin x s5 verifice ecuafEa dat5: 

C 1 ( x )  sin x + C ( x )  cos x = C ( x )  sin x  ctg x + 2% sin x; 

C f ( x )  = 2x, C ( x )  = x2 + I( . > 

~i deci solufia general5 a ecuafiei va fi 

y = ( x 2  + 19 sin x = x2 sin x + K sin x. 

fj 6.  ECUATEI DIFERESTIALE BERNOULLI 

Sint ecuafii de forma . . 

unde P gi Q sint dou5 funcfii reale definite $ continue pe un acela~i interval 
I I iar or este un numgr real. Pentru cr = 0 equafia (23) este o ecuatie Iiniarg 
n gi neomogeng, iar pentru a = l este o ecuakie cu variabile separabile. Vom 

presupune mai departe c5 a # O ;  a # 1. 
Vom demonstra c5 dacd 9 :  1 4  R este o solufie a ecuafiei dferentiale 

(23)  a lui Bernoulli, strict pozitiv5 pe intervdul I, atunci functia .u definit5 
prin 

z$(x) = ( c p ( ~ ) ) l - ~  ; x E f. 

este soluf-ie a unei ecuafii diferentiale liniare. 
Dac5 finem seama cg rp este soluf.ie a ecuafiei (23)  avem 

u ' (x )  = ( I  --a) (?(x))-" y l ( x )  = (1 - a)  (q(x))-' [ P ( x )  q ( x )  4- 

+ Q ( x )  (cp(x>)"! = (1  - a) [Pfx) ( d x ) ) - w l  + QWI = 

= (1 - a)  [P(x )  ~ ( x )  $- Q(x)J  

AdicCi funcfia u este solufie a ecuafiei liniare 

i.' = (1 - a) [ P ( x ) %  + Q(x)l (24)  

Reciproc, dacg u este o solufie strict pozitiv5 a ecuafiei liniare (24) atunci 
funcf ia y  definitg prin 

1 

q ( x )  = (u(x))T=;;; ~ € 1  

este solufie a ecuafiei diferenfiale a lui BernodG. fn adevik, dac5 tinem seama 
cH zt este solufie a ecuafiei (24) avem 

1 * B  1 II 

q J  ' ( x )  = --- (u(x) )ca-  ~ ~ ( x ]  = - 
1-oc 

(u(x))1-a (1 - a)  [ P ( x ) u ( x )  f 
1 - a  

23 - Analiz3 matematic2 - Cd. 918 
I I 
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Adic5 

cpl(x) = P(x) cpk) + Q(x) 
.$i deci 9 este solufie a ecuafiei (23). Prin urmare integrarea unei ecuafii Ber- 
noulli se reduce la integrarea unei ecuafii liniare fn urma schimbgrii de varia- 
biE zt = yi4, unde u  este noua funcfie necunoscutii. 

Exemfilu. SH se integreze ecuatia: y ' = 2xy + x3 6. fn acest caz avem 
1 1 1 - 

a =- 
2 
; facem schimbarea de variabilg u = y = y2  . Atunci 

1 1 1 1 -, 1 - -  x3 x3 
u p = - y  ~''~y 2 ( 2 x y + x 3 f i ) =  x y q - =  xu+T;  

2 2 
adicii 

x3 
u ' =  xu f - -  

2 

Solufia generalg, a ecuafiei liniare in % este 

- X 2  x2 + 2 
% =  C e2 

2 

de  unde rezultg solufia generala a ecuafiei date 

tj 7. ECU44TII DIFERENTIALE RICATTI 

Sfnt ecuafii de forma 

Y ' = P(x)y2 + Q ( ~ Y  + R(x) (25)  

mde P, Q gi R sint trei functii reale, definite ~i continue pe un acela~i inter- 
val I. 

0 ecuafie Ricatti nu se integreazg in general cu metode elementar e, prin 
readucere la cuadraturi, asa cum s-a argtat pentru ecuafiile diferenfiale tra- 
tate ping acum. 

In cazul fn care se cunoaste o solufie y1 a ecuafiei (25) vom argta c5 inte- 
grarea sa se reduce la cuadraturi. Dacg cp. este o solufie a ecuafiei Ricatti, 
diferii de y,, atunci funcfia zl = cp - yl este solufie a unei ecuafii diferenfiale 
Bernoulli. fn adeviir, avern 

a' = p' - yt 1 

-7i dacii tinem seama c5 cp si yl verifica ecuafia (25), avem 



si dac5 inlocuim pe cp - yl cu u, deducem cB u verificx ecuatia diferentialg 
Bernoulli, cu a = 2,  

Reciproc, dac% yi este o solufie a ecuafiei (25) ~i u este o solutie a ecuafiei (26), 
atunci funcfia y = zt + yl este solufie a ecuafiei (25). f n  adevgr, avem 

~i deci cp este solufie a ecuafiei (18). 
Deci, in cazul c5 se cunoaste o solufie a ecuajiei Riccati (25),  integazea 

sa se reduce la integrarea ecuafiei Bernoulli (26). 
Se poate trece de la ecuatia (25) la ecuatia (26) ?kind in ecuatia Ricattk 

schirnbarea de variabilg 
Y = Y 1 +  24 

unde u este noua funcfie necunoscut8. 

Exemplu. S% se integreze ecuafia Ricatti 

1 
stiind cg are solufie y1 = - 

x 
1 

Facem schirnbarea de variasilg y = - + 24 8i obfinem 
x 

care este o ecuatie Bernoulli; u = 2, cu solufia general5 

si deci solufia general5 a ecuafiei Ricatti este 

Observn,tie. Dac5 in ecuafia (25) facem schimbarea de variabilz y = 
1 

= y, + 2, unde y1 este o solufie a ecuafiei (25) iar u este noua funcfie 
u 

necunoscutri, obfinem o ecuafie liniarri in u. 



SH consjder5m ecuafia diferenfialP I 
y' = f(x, y) ; (x, 31) E D  (domeniu) (27) / 

gi  s5 presupunem c5 
q x ,  y )  f (x, 3') = - --- 
Q(x9 Y )  

fn acest caz ecuatia (27) se scrie 

sau incH sub forma P(x, y) + Q(x,  yjy' = 0, unde fun4iile reale P si Q sint 
definite yi continue pe un acelasi do~neniu D c R2. 

Ecuafia diferenfial5. (28) se mume~te cu diferentiale totale exacte dacH 
primul ei mernbru este o diferentialii t ~ t a l g  exactg. 
Ileci in acest caz existg a funcfie V ( x ,  y ) :  D c R G  RIP, V diferenfiabilg 
astfel fncit 

yi  lxln uIrnare avern 

La ecvatia (28) cu diferenfide totale emcite sH ata$m ecuafia 

unde C este o constantg arbitrarg. fntre soluQile ecuafiei (28) si solufiile ecua- 
tiei (30) avem urmiitoarea Ieggturl. 
Dac5 p, este o solutie a ecuagei cu diferentiale totale exacte (28), atunai 
V(x ,  p(x)) este identic egalg cu o corastamtil C1, adic5 p este solutie a 
ecuafiei (30) pentru C = C1. 

fn adevgr deoarece 9 este solufie a ecuafiei (28) avem 

P(x, d x t )  + ;Q(% ~ ( 4 )  T ' ( 4  = 0 (31 

Kotam U ( X )  = V ( x ,  p(x)) 
~i derivind avem i 

Deoarece ecuatia (28) este 5 ecuafie CM diietm$.iale &offale exxke au loc egali- 
$stile (29) gi deci 

u'(x) = P(n, ~ ( x ) )  -b '@(% QI(Z)) )'(%) 

In baza egalitHfii (31) avem deci Uf(ac) = 6 $i prk m a r e  U(x) = Cl, 
adic5 q este solufie a ecuatiei (38) p k ~ a  G = cp. 



Reciproc, dac5 este solvfie a ecuafiei (301, atsnci ea este solufie a ecuafiej 
diferenfiale (28). fn  adevsr, deoarece 9 este solufie a ecuafiei (30), avem 

V ( x ,  cp(x)) = c 
Derivind obfinem identiiatea 

~i finind cont de egalitgtik ( 2 9  a v m :  

ceea ce inseam& e5 g, este solufie a ecuafiei diferenfiale (28). 
fn concluzie, am dovedit e2 solufia generals a ecuatiei cu diferentiale 

totale exacte f28), este datg (sub form5 implicitii) de ecuafia 

Dac5 presupunem c5 funetiile P $5 Q admit derir~ate parfiale continue pe D 
yi are loc egalitatea 

atunci ecuatia (28) este cu difexenfiale totale exacte (vezi independents cie 
drum a integralei curbilinii) iax funcfia V esfe dat5 de egalitatea 

. . 
v(x. U) = ~ ( 2 ,  y,) d r  + 1, Q ( X ,  9, dyi ( x ,  yo) E D : (x, y) E I) c: 

deci solufia general5 a ecuatiei (28) va fi dat5 de 

Exm$lu. S5 se integreze ecplafia (x + y,+ I )  dx + (x - y2 + 3) dy ==,O 
;'P 2Q 

fn acest caz P = x + y + -  I ;  Q = x - y 2 f  3 ~i avem-= -= I ,  deci 
q~ ax 

ecuafia consideratkta esfe cu &feren$ial totale exacte. Avern 

Putem alege (xo, yo) = ( 0 , O )  ~i deci , .  

Solufia general2 a ecuafiei este dat5 de 



Factor i f i tegra~t .  Consider5m ecuafia diferenfialii de ordinul intii: 

ende P si Q sint douii funcfii reale definite pe un acelasi domeniu D c R2 
5i care admit derivate parfiale continue pe D. Dac2 ecuafia (28) n u  este cu 
aferenfiale totale exacte, adicg 

putem c5uta o funcfie p astfel incit, inmulfind ecuafia (28) cu p sii devin5 
so ecuafie cu diferenfiale totale exacte. 

Funcfia p pentru care ecuafia - 

este o ecuafie cu diferenfiale totale exacte se numeste factor integrant. Condi- 
.fia pe care trebuie s5 o satisfacg factorul integrant este 

fn general, problema gzsirii unui factor integrant revine la rezolvarea 
-ecuatiei cu derivate parfiale (33), care este o problem5 mai dificil5 decit 
integrarea ecuafiei (28). fn anumite cazuri ins5 se poate determina usor un 
factor integrant de form5 special5. Dac5 cerem ca ecuafia (28) sB admit5 un 
$actor integrant care s5 depindg numai de x atunci ecuafia (33) devine 

'Dad funcfia ay ax depinde numai de x, atunci ecuatia (35) este cu va- 
0 

*riabile separabile $i integratii ne dii 

%uhd C=l  obfinem un factor integrant, suficient pentru a integra ecuafia (28). 
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f n  mod asem2ngtor se procedeaz2 ~i in cazul in care cerem ca ecuafia 
s5 admits un factor integrant de forma 

p(y) ; p(x rt y )  ; p(x2 5 y2) ; 4% 3') : F 

Exemplu. Fie data ecuafia diferenfialg 

Admite ecuafia data un factor integrant de forma y = p(x2 + y2)? In caz 
afirmativ s5 se integreze ecuafia. 

Funcfia p trebuie sii satisfacs ecuafia 

a a - ((x - y)p(x2 +y2))  = ((x + Y )  Ax2 + r2)f 
%Y 

Notgm x2 + Y2 = z ~i avem 

sau 

Din ultima ecuafie, cu variabile .keparabile, obf inem 

Luam C = 1 si avem, in acest caz p(x, y )  = 
1 

x2 -I- y2 

1 f nmulfim ecuatia cu p = ; avem 
x2 + y2 

1 .  Y 
- dlzl(x2 + y2) + d arc tg - = 8 
2 X 



~ n t e a n d ,  obfinem 

de unde 

, ( 

$ 9. ECUATII DE FORNA F{x, y,  y ' )  = 0 

Pin5 acum ne-am ocupat de ecuafii sub foma normal2 

a&c5 rezolvate in raport cu y'. 
fn  continuare ne vom ocupa de ecuafii de ordinul intii de forma 

nerezolvate in raport cu y'. 
Pentru o ecuafie de forma (36) 

unde F: I x I I  x I2 -, R este o funcfie cu  derivate parfiale continue, o 
solutie este o funcfie 

derivabilg, cu q,' : I -, Iz gi F ( x ,  ~ ( x ) ,  9 ' ( x ) )  = 0 pentru orice x E I. DacH 
se dli m punct (xo, yo, zo) astfel bcPt 

teorema funcfiilor implicite afirmg existenp unei funcfii f definit5 intr-o 
vecingtate a punctului (xo, y,) cu derivate parfiale continue, astfel incit 

DacH cp este o solufie a ecuaGei diferenfiale 

y f  = f(x, y)  

definit& de funcfia f avem ~ ' ( x )  = f(x, q, ( x ) ) ,  deci 

~i deci q, este solufie a ecuafiei date. ~ e z u l t ~  c3 putern reduce, cel pufin local, 
problema ggsirii solufiilor ecuaeei (36) cu Fi # 0, la problema g5sirii solu- 
fiilor unei ecuafii sub form2 normal& Desarece aceastg cale presupune rezol- 
varea prealabila a unei probleme de funcfii implicite, ea nu este in general 
convenabilZ in studiul diverselor ecuafii particulare cind exist2 procedee mai 
simple pentru gzsirea solu$iilos. 



- 
fj 10. ECUATII DE FORMA F(x, y ') = 0 

Dacg ecuafia (37) poate fi rezolvat.5 in raport cu x, atunci obfinem 

x = T(Y'> (38) 

S2 punem y '  = 1, gi ,s5 lu5m pe @ variabilg independents. Avem 

dy - = y'  sau dy = p  dx 
dx 

Din ecuatia (38) avem x = cp(p), de unde dx = cpr(p) dp si deci 

de unde obtinem pe y printr-o cuadraturg 

gi deci curbele integrale ale ecuafiei (38) sint date parametric: 

Exemplu. S5 se integreze ecuafia ey' + y '  - x = 0 
Avem x = ey' f y '  gi dac5 y'  = p si lugrn pe $ ca variabilg independent5 
obfinem 

x = e p + p  

dy = pdx = p(t9 + 1) dp 

de unde 

Dac5 ecuafia (37) nu poate fi rezolvatg (prin metode elementare) in funcfie 
de x ~i dac5 curba de ecuafie F(u, v )  = 0 se poate reprezenta parametric 

u = ~ ( t )  ; v = $(t) ; t E I (interval) 

integrarea ecuafiei (37) se face printr-o cuadraturg. fn adevgr, dacs + contin& 
$i cp are derivata continu5 pe I, atunci avem 

dy = y l ;  dy = y 1  dx; dy = $(t)pr (t) dt gi deci 
dx 



CurEele integrale ale ecuatiei (37) sint date parametric; I 

x = cp(t) 
1 

Y = +(t) cpl(t) dt + C S 
Exen?plu. SB se integreze ecuafia ( 3 ~ ' ) ~  + 3xy' - 2x3 = 0 Pentru a 

chfine o reprezentare parametric2 a curbei 

~3 - 2 ~ 3  + ~ U V  = o 
lusm u = t  v ~i inlocuind in ecuafie, avem 

v = 3t . , 26 = 
3t2 

1 - 2t3 1 - 2t3 
In acest fel 

de unde 

Curbele integrale ale ecuafiei considerate sint date parametric: 

$ 11. ECUATII DE FORMA F ( y ,  y ' )  = 0 

Dac2 se cunoaste o reprezentare parametric5 

a curbei _de ecuafie F(u, v )  = 0; integrarea ecuafiei (39) se reduce la o cua- 
dratur5. In adevilr, dacH funcfiile cp si 4 sfnt continue iar cp are derivatg 
continu5 pe I, avem 

Y = cp(t)* Y' =c)(t) I 
d9 yl( t)  

dar y' = d e  unde dx  = d t ;  +(t) # 0 pe I 
d x  + ( t )  

Curbele integrale ale ecuafiei (39) sint date parametric I 



Exemplu. S5 se integreze ecuafia y2(yt2 + 1) = a2yt2. 
Curba u2(v2 f 1) - u2v2 = 0, admite reprezentarea parametric5 

% u = a  sint;  v = t g t  

Avem , 

dy u cos t a cos2 t 
y =  a s in t ;  y ' =  t g t ;  deci d x =  T=--- dt = - dt 

Y tg t sin t 
a cos2 t S 1 - sin2 t 

x = S --- dt = a dt = a l n  tg- f acost + C 
sin t sin t I : I  

Prin urmare 

x = a l n  tg- + c o s t + C ;  y =  a s in t  I ;I 
Ecuafia admite si solufia y = 0 ,  care nu se obfine din solufia generals. 0 astfel 
de solufie se numeste singulars. 

fn cazul in care ecuafia (39) se poate pune sub forma 

Y = CP(Y') 

dy dy lu5m ca parametru pe p = y '  si deci - = $ ; dx = - - 
dx P ' 

Curbele integrale sint date parametric : 

$ 12. ECUATII LAGRANGE 

Sint ecuafii de forma : y = xcp(yt) + +(yl) (4-0) 

in care membrul a1 doilea este o funcfie liniar5 de x, cu coeficienfii funcfie 
de y'. Presupunem c5 funcfiile 9 qi + admit derivate continue pe un acela~i 
interval I. Integrarea unei ecuafii a lui Lagrange se reduce la integrarea unei 
ecuafii liniare in modul urm5tor: 

f n (40) inlocuim pe y ' cu 9 ; (y ' = p) 

Y = x9(P) + +(P) 

apoi derivgm in raport cu x si finem seama c5 p este funcfie de x .  



dy fn aceastii ultim5 ecuafie inlocuim pe - cu p ~i avem 
dx 

Dac5 considergm pe p variabil5 independent5 si z necunoseutii atunci 
ecuafia ( 4 1 )  este o ecuafie liniar5 de ordinul intii in x. 

fn cazul cp(p) - # 0. ecuafia (42) se mai poate pupe sub forma, 

a carui solufie general5 o not5m 

x = g(PJ c )  

Dacii tinem seama de ecuafia (40) obfinem solufia general5 a ecuatiei lui 
Lagrange sub formi5 parametric5 

x = g(P> c )  ; Y = g(P,  c )  o(P) + +(P) (43) 

fn cazul in care po este o r5d5cin5 real5 a ecuafiei 

cp(P) = P 
atunci ecuafia ( 4 1 )  admite, evident, solutia p = Po. Dac5 inlocuim Pn (40) 
pe 9 prin Po, obfinem 

Y = cp(Po)x + +(Po) = P o x  t +(*or 

care este solufie a ecuatiei (40). Ea nu este confinut5 in solutia general5 (43) ,  
datii parametric. 0 astfel de solufie se numeste singular&. In leggtur5 cu 
comportarea curbelor integrale ale ecuafiei lui Lagrange fat5 de dreapta 
1-eprezentatii de ecuaf ia 

Y = Pox + +(Po) (44\, 

putem avea doc5 situafii 

a) dac5 lim ] x 1 = lim I g ($, x )  ] = co 
P+Pe $+PO 

atunci dreapta reprezentatg de ecuafia ( 4 4 )  este o direcfie asimptotic5 a cur= 
belor integrale date parametric de ( 4 3 ) .  

b) dacii lim I x j = lim 1 g  ( p ,  c)  I 
?+Po P+P. 

atunci y = Pox f +(Po) este o solufie (singular&) a ecuatiei (40) 



Exemplu. S5 se integreze ecuafia y = xyt2  f Y'~. 
Dac5 punem y'  = p avem y = xP2 f p"Si derivind in raport cu x', bbf;neri% 

Pentru p = 0, g5sim solufia y = 0. EgalPnd cu zero a1 doilea factor, obtinep.1 

Integrind aceasti5 ecuafie obfinem 

Din ecuafia d a t j  rezulta imediat 31 

Deci solufia general5 a ecuafiei considerate este dat5 parametric 

fn cazul ecuafiei date avem $(PI - p = p2 - p care admite solufiile 
reale p = 0 si p = 1. 

Pentru p = 0, obfinem solutia y = 0 care este o solufie singulars, d~:oa- 
rece ) x 1 + C - 1 pentru p + 0.  Pentru p = 1 obtinem solutia y = x f 1. 
In acest caz I xl -t co pentru p -t I .  

Sint de forma 3, = xq" $(?' )  (43 j 

Presupunem c5 + admite derivata continua pe un interval I. 
Dup5 cum se vede o ecuatie Clairaut este o ecuafie Lagrange particular%, 
anyme cind-cp(P) = p. Pentru integrarea *ei procedsm la fel ca pentru ecuafia 
Lagrange. Inlocuim pe y' cu p :  

Y = xp + +(PI 

apoi deriv5m in raport cu x ~i finem seama c5 p este functie pe x: 

dP d P dP p = 9 + x- + +'(p) - sau [s + +'(p)]- = 0 
dx dx dx 



Sint dou5 posibilit5fi : 

d* a) - = 0 ; deci p = C de unde obfinem, inlocuind in (45) 
dx 

care este solufia general5 a ecuafiei (45). Deci solufia general5 a ecuatiei 
Clairaut reprezint5 geometric o familie de drepte a c5rei ecuafie se obfine 
inlocuind in ecuafia diferenfial5 (45) pe y'  cu C. 

b) x + +'(*) = 0 ; de unde x = -+'(+) si dac5 inlocuim in (45) obfinem 
o curb% integral5 a ecuafiei (45) reprezentat5 parametric: 

x = - + I ( * ) ;  Y = -P4J1(*) + +(*) 
care este inf5gur5toarea dreptelor de la punctul a). 

Aceast5 ultim5 solutie este singular5. 

Exemplz~. S5 se [integreze y = xy ' + 41 + y t2  - 
Solutia general5 este y = xC +dl + CL. Solutia singular2 este data para- 
metric : 

2e unde x2 + y2 = 1. Prin urmare, curbele integrale ale ecuafiei date sint: 
cercul cu centrul in origine gi de raz5 1 gi toate tangentele ce se pot duce la el. 

§ 14. PROBLEMA TRAIECTORIILOR IN PLAN 

Defini$e. Fie (r) gi (I") dou5 familii de curbe definite intr-un domeniu 
D c R2 astfel incit prin fiecare punct a1 domeniului D trece cfte o curb5 din 
fiecare familie gi numai una. Spunem c5 familia de curbe (I?') este izogonal5 
familiei de curbe (F) in D, dac5 in fiecare punct a1 domeniului D cele dou5 
curbe ale familiilor care trec prin acest punct se taie sub un unghi constant a. 

fn cazul u = spunem c5 familiile de curbe (I?) ?i (I") sint ortogonale. Daca 
L 

familia de curbe ( r )  este dat5, se pune problema s5 aflrlm familia de curbe 
(F') izogonal5 familiei (T). Presu~uncm c5 familia de curbe (r), depinzfnd 
de parametrul C, este data de ecuafia 

Eccafia diferenfial5 a familiei de curbe ( r )  se obfine eliminind para- 
metrul C intre ecuafia (46) $i derivata ei in raport cu x: 





v' - 1 
Apoi inlocuim pe y '  cu ' ~i obfinem ecuafia diferenfialg a familiei de 

1 + y r  
curbe izogonale : 

3- 
Y arc tg - 

dVINY2 + Y?- = k, z 

;i deci traiectoriilor izogonale sint spirale logaritmice. 

PROBLEME 

S5. se integreze urmittoarele ecuafii : 

1. 5ex tg y dx + (1 - ex) sec3 y dy = 0 R: y = arc tg C(l - ex)5 

2. sec2x tg y d-x + sec2y tg x dy = O ; y R: tg x t g y  = 1, 

7i R:  3 arc t g x 2 + 2 a r c  tgy3 =- 
2 

1 + cos 2x . 
4. y = il(g)=O; R:&fs inx+s iny -cosy=O 

1 + siny ' ' 

cosy - siny - 1 . 5. y '  -= 
cos x - sin x $ 1 ' 

Y Y r 6. y = - + sin - ; y(l)  = - 
2 

K :  y = 2xarc t g x  
X X 

Y - - 
7. (2x2 + xy) y f  = xy + y2 R :  y 2 = C x e  



. 13. (x + sin y) dx + (x cos y + sin 3,) dy = 0 : 

14. (In y - 5 y2 sin 5 x) dx + d ~ l  = 0 ; ~ ( 0 )  = e 

I?: xIn 131 j + y 2 c o s 5 x =  eZ 

15. (x cos y - y sin y) dy + (2,- sin y + y cos y) dx = O 

(se caut5 un factor integrant de forma y = y(.x)) 

R: e " ( x x i n _ v + ~ ' c o s j - s i n y ) = C '  

19. y' cos2x + y = tg x ;  y (0) = 0; R: j = -1 + tg x + e- tgx 

20. (1 + x2)y' + y = arc tg x ;  R: y = arc t g x  -- 1 + C e-arctgx 

Y X 22. y '  - - = cos2 x In tg -; R: y = 
sin x 2 

'3x2 sec x 
23. y '  + --- y = y2(x3 + 1) sin x ;  y(0) = 1. R :  y = --- 

x3 + 1 1 + x3 

sin x . 1 1 + 3 c0s2 x 
24. 3)' + y2 sin x = 2 --- , yl=- ; R : ? I  = ----- 

cos2 X COS X cos x 3C - cos3x 

R:  { x = p s i n p  $. cosp 
26. x = y ' s iny '  + cosy' 

y =  (p2-22)sinp+ 2pcos~5+  C 

24 - Analizti matematic5 - Cd. 918 369 



1 
x = - l n 2 p + l n p + C  

29. y = y ' 1 n y 1  R : 

30. Y = xy' + yf ( l  - y') R:  Solufia general2 este y = c x + C(I - 

-C) iar solutia singular5 y = p2, 

31. y = xy' + 1 + y J 2  R: Solufia general2 este Y = Cx + 1 + C 
iar solufia singular2 x = - 2P; y = 
= 1 - p 2  

S2 se afle traiectoriile izogonale ale urmgtoarelor familii de curbe. 

TC 33. ~ ~ = 2 C ( ~ - - x J 3 ) ;  o r = -  J5 
3 R: xy - - (A?+  y2) = k 

2 

Ti 34. 3 x 2 + y 2 =  Cx; or = - R: y3 + k(x2 - y2) = 0. 
2 



CAPITOLUL XI1 

TEOREME DE EXISTENTA 

5 1. TEOREMA DE EXISTENTA PENTBiU ECUATII 
DIFERENTIALE DE ORDINUL ~ N T I I  

Consider5m ecuaf ia diferenf ial5 

y' = f(x, y) 

unde f este o funcfie continu5 pe domeniul13 c R2. Fie (x,, yo) ED. Rearnin- 
1 tiin c5 problema lui Cauchy const5 in a determina solufia ecuafiei (1) care 

satisface condifia 

~ ( " 0 )  = Yo (2) 

Fie cp solufia problemei (1) + (2). Avem 

~ ' ( 4  = f(xJ ~ ( 4 )  (1 '1 
I 

q(x0) = yo (2') 

,t Condifia ca pentru x = KO, funcfia (2 s% ia valoarea yo se nume~te condifia 
initial5 si este echivalenta cu urm5torul fapt geometric: graficul solufiei 
y = cp(x) trece prin punctul (x,, yo). Pentru ecuafiile diferenfiale de ordi- 
nu1 intii de form% particular5 considerate pin2 acum, problema lui Cauchy 
admitea solufie. 

Acest lucru rezulta, in anumite ipoteze, din chiar modul de construire 
a solufiei. Pentru ecuafii de forma general5 (1) trebuie s5 demonstr5m exis- 
tents solufiei problemei lui Cauchy. Condifii suficiente de existent5 si uni- 
tate a solufiei problemei lui Cauchy sint date I*n urm5toarea 

Teorema 1.1. Fie datZ ecuafia diferenfialg de ordinul intii 

Y' = f(x, y )  
Presupunem 

I) funcfia f este continua pc intervalul inchis 



11) functia f satisface pe I condifia lui Lipschitz in raport cu y: exists 
u n  num5r N > 0 astfel incit pentru orice dou5 puncte (x, yl) E I si (x, y2) E I 
.are loc inegalitatea 

If(x, YI) - f(x, y2)j G S  I yl- Y Z I  
f n  aceste condifii exist2 o solufie unicii 

a ecuafiei (I) ,  care satisface condifia - 

Demonstra;ie. Func~ia f a fost presupuss continu5 pe compactul I si 
deci va fi m5rginitg pe I. Exist5 un num5r 1J-l > 0 astfel incit s5 avem 

if  (x, y )  / G A!!, (Y) (x, 3') E 1 

Pentru k din enuntul teoremei lu5m 

h = rnin a, - ( :flI 

Rezolvarea prohlemei (1) + (2) este echivalent2 cu rezolvarea urmgtoarei 
I ecuafii integrale 

unde y este funcfia necunoscut5. fn adevgr, prin integrare din (1 ') ~i (2') 
obtinem 

Prin urmare, orice solufie a problernei (1) f (2) este solufie a ecuafiei 
integralei (4). Reciproc, derivind ambii membri 'ai ecuaf iei (4), obfinen 

~i observind c5 cp(xo) = deducem c5 orice solufie continus a ecuafiei inte- 
pale  (4) este solufie a problemei (1) + (2). Pentru aflarea solufiei cp a ecua- 
fiei (4) vom folosi metoda ayroximatifior succesive. Aceast5 nletoda const5 in 
a construi un Sir de funcfii 

~ i r  uniform convergent pe intervalul [,yo - lz, xo + lz], c5tre o funcfie ~ ( I G ) ,  
funcfie care indepline~te condifiile din enunful teoremei. Primul termen a1 
qirului il lu5m egal cu _v, ~i se nume~te apioximafia de ordinul zero. A1 doilea 
termen a1 ~irului, numit ~i aproximafia de ordinul intii, il definim prin egali- 
3atea' 



A1 treilea termen a1 sirului, nunlit si aproximafia de ordinul doi, il definim 
prin egalitatea 

711 general definim y,(x), aproximafia de ordinul n ,  prin egalitatea 

Am construit in acest fel un sir de funcfii 

Pentru a demonstra existents solufiei y a ecuafiei (4) parcurgem trei, 
etape 

1) Demonstrgm c5 funcfiile sirului (1) sint definite si continue pe inter- 
valul [x, - h, xo + h] si au graficele continute in I. Pentru aceasta folosirn 
metoda inducfiei matematice. Pentru n = 1, din formula (1) rezultg c5 func- 
fia y, este definit5 si continu5 pe intervalul [xo - 15, xo + h] deoarece funcfia. 
f(x, yo) este definitz ~i continua pe acest interval. Pentru a ar5ta c5 funcfiat 
y, are graficul confinut in I trebuie dovedit c5 

Avem, finind cont de inegalitatea (3), 

Din modul cum a fost ales h deducem 

Deci funcfia y, este definit5 si continu5 pe intervalul [x, - 12, xo $- b] si arp. 
graficul continut in D (fig. 99). 

Presupunem $c5 funcfia y,, este definit5 si continu5 pe intervalul 
[xo - h, xo + h] ~i are graficul confinut In I si sH, arHt5m cg funcfia yn a re  
aceleasi proprietgfi. 

Fig. 99. 



Pentru aceasta folosim formula (6). Funcfia y,-I a fost presupus2 defi- 
nit2 si continu2 pe intervalul [xo - h, xo + k], cu graficul confinut in I, deci 
~i funcfia f(x, y,-,(x)) va fi  continu5 pe intervalul [xo - lz, xo + h] deoarece 
este o compunere de funcfii continue. Din formula (6) rezult2 cii funcfia y, 
este definit2 si continu2 pe intervalul [xo - h, xo + h]. Din inegalitatea 

deducem c2 funcfia y, are graficul confinut in I. 
2) Demonstr2m c2 ~ i r u l  de funcfii (7) este uniform convergent pe inter- 

valul [xo - k, xo + h] c2tre o funcfie cp, continug si ea pe acelasi interval. 
Dar convergenfa uniform2 a ~irului de funcfii (7) este echivalentg cu 

convergenfa uniform5 a urmgtoarei serii de funcfii: 

deoarece sirul sumelor partiale ale seriei (9) coincide cu sirul (7). Pentru a 
ar2ta c2 seria de funcfii (9) converge uniform pe intervalul [xo - 8, xo + h] 
este suficient s2 ar2t5m c2 ea este majorat5 de o serie numeric5 de termeni 
pozitivi $i convergent2. Pentru cel de-a1 doilea termen a1 seriei (9) avem, 
folosind inegalitatea (S), 

Pentru cel de-a1 treilea termen a1 seriei (9) avem 

gi dac5 folosim condifia lui Lipschitz si (8), obfinem 

In general, presupunem cii are loc inegalitatea 



Folosind condifia lui Lipschitz qi inegalitatea (10) obtinem 

Deci inegalitatea (10) este adev5rat5 pentru orice n EN.  Deoarece I x - x0\ < 
< h, din inegalitatea (10) obfinem 

hn 
I Y ~ ( x )  - .Yn-I(x) 1 C &INn-' . - ; (Q) x E [xo - h, xo + h] 

*! 

Am arstat cs seria de funcfii (9) este majorat5 de o serie numeric5 avind 
termenul general un dat de egalitatea 

Seria de termen general u,  este convergentg. fn adevgr, dacg aplicgm 
criteriul raportului obfinem 

un+1 - -- MNnhn+ln ! - -- Nh -+ o pentru n - m 
u, MNn-lhn(n + 1 )  ! n + 1 

Criteriul lui Weierstrass ne garanteaz5 convergenfa uniform5 a seriei (9), 
unde rezult5 convergenta uniform5 a ~irului (6), pe intervalul 
- h, x, + hl. 

Not5m cu cp funcfia limitg a sirului (6 ) :  

cp(x) = lim y,(x) ; x E [xo - h, xo + h] 
n+ DO 

Folosind un rezultat stabilit la ~irurile de funcfii, deducem c5 funcfia limit5 cp 
este continuH pe intervalul [xo - h, xo + h]. 

3) Demonstr5m c5 funcfia limits cp are graficul confinut in I si c?i e s k  
solufie a ecuafiei integrale (4). Prima afirmafie rezultg imediat dacg trecem 
la limit5 in inegalitatea (8'): 

Ar5t5m acum c5 funcfia cp verific5 ecuafia (4). Pentru aceasta trebuie 
sit dovedim c5 

v. 



"In adevgr, folosind condifia lui Lipschitz, avem 

f(x, y, (x)) d:i - f(x, cp(x)) dx  ,< i .,TO C" 
Dar ~ i r u l  de funcfii (7) converge uniform pe intervalul [xo - 12, xo + ,711 ciitre 

-funcfia cp ~i deci: 

(V) E > 0 ; ( 3  j A'(=) astfel incit (V) n > X(E) avem 

1 -yn(x) - ?(x) j < E; (V) X E [ %  - h, ; ~ g  + h] 

Dacii Pn inegalitatea precedent5 consider5m qz > N ( E ) ,  avem 

f(x, j~,(xj)dx- ff.7, ?(;))dx < A T ~ / x - ~ o l < n i ~ h = ~ '  
- Lo I 

Aceasti4 ultimi4 inegalitate ne aratii cg formula (12) este adeviiratii. 
'Trecind la limit5 in (6), obfinem 

?(x) = yo + f (x, ~ ( x ) )  dx  ; i t [xo - h, xo + Ir] . xe 

.adic5 funcfia cp verificii ecuatia integral5 (4). 
fn  acest mod, existenfa solutiei cp a fost doveditg. Rgmine s5 mai demon- 

striim cii aceastii solufie este unicg. Presupunem c5 ecuafia (4) admite ~i solu- 
fia 4, adicg 

'Din (13) avem 

Folosind condifia lui Lipschitz si formula (6), obfinem 1 

I 2 

A T .  l ~ - + ( x ) l d x I < ~ ~  1 %  - xol IS: I 2 ! 

. Ariitiim prin inducfie cii are loc inegalitatea 



Pentru n = 1 inegalitatea a fost doveditil mai sus. 
Presupunem inegalitatea (14) adev5rat5 pentru n si s5 ar5t5m cii este adev5- 
rat5 ~i pentru n + 1. Procedind ca mai inainte, avem 

1?1n-i(.3 - +(%) I < i f ( % ,  yn(x)) - f(x, *(x)) 1 dx i S:. 

cleci inegalitatea (14) este adev5rat5, de unde deducem 

Am dovedit c5 seria de termeni generali 14, este convergentg si deci 
lim u, = 0.  Cu aceastg ultim5 observafie, dacil trecem la limit5 in inegali- 
n+ m 

tatea (15) avem 

lim 1 yn(x) - +(x) 1 = 0 ;(V) x E [xo - 12, xo + h] adicri 
n'm 

?(x) = $(x) = lim yn(x) 
n + m  

Funcfia 9 satisface toate condifiile din enunful teoremei. 

Observa!ie. Dac5 funcfia f este derivabiE in raport cu y~ I si dac5 fj  este 
continu5 pe I, atunci f satisface condifia lui Lipschitz pe I, in raport cu y. 

fn adevgr, dacil f j  este continu5 pe intervalul compact 

I = [xo - a, xo + alx [yo - b, yo + bl, 
din proprietafile funcfiilor continue pe un compact deducem: 

Pentru orice douri puncte (x, yl) E I si (x, y,) E I, aplic5m formula de medie 
a lui Lagrange ~i avem 

I f ( % >  ~ 1 )  - f(x, YZ) I = I  (y1 - YS) G(x, y1 + 0(y2 - y1))l ; 3 < 0 < 1 
si deci 

Ifjx, YI) - i(x, yz) / < I y1 - yz/ 

Exem$lu. 
Pentru o eruafie diferenfialg de forma 

y '  = f(x, y), (x, y ) g D  

care nu intr5 in nici unul din tipurile prezentate mai inainte putem iolosi 
metoda aproximafiilor succesive pentru integrarea sa aproximativg. DSm 



Pn acest sens un exemplu. S5 se determine solufia ecuafiei Ricatti pentru 
care nu cunoastem o solufie particular& 

y' = x2 + y2; y(0) = 0 ;  (x, y)€[- 1 ,  1]x[-1, 11 

fn acest caz funcfia f(x, y )  = x2 + y2 satisface toate condifiile din teorema 
de existent5 cu 34 = 2, deci 

1 
atunci x E [ - T 1  $1 

Aproximafia de ordinul zero este yo = 0. Aproximafia de ordinul intii este 

F" x3 
y1(x) = yo + S' f (x. yo) dx = x2 d r  = - 

0 - 0 3 

Aproximatia de ordinul doi este 

Aproximafia de ordinul trei este 

Procedeul continu5 in functie de problema care a condus la ecuafia diferen- 
tialii consider at& 

5 2. SOLUTIA GENERALA A UNEI ECUATII DIFERENTIALE 

Teorema de existent2 pe care am demonstrat-o are un caracter local. Exis- 
tenfa ~i unicitatea solutiei cp este dovedit5 pe un interval [xo - h, xo + h], 
care confine punctul xo. Se pune in mod firesc problema prelungirii acestei 
solutii pe un interval cit mai mare. Pentru a preciza mai bine despre ce este 
vorba, dgm urmiitoarea 

Defivzijie 7.2. Fie cp: II + R si (I: I2 4 R dou5 solufii ale ecuafiei dife- 
rent iale 

y' = f(x, y), (x, y) ED ; D domeniu din R2 (1) 

Spunem cii solufia J2 prelunge~te solutia cp ~i s e  scrie cp < J2 dac5 I,  c I ,  
si dacii restrictia lui J2 la Il coincide cu cp. Presupunem cii f este local lipschit- 



zian5 pe domeniul D, adic5 pentru orice punct (xo, yo) E D si orice vecin5- 
tate compactg V _a lui (xo, yo) continut5 in D, functia f satisface condifia lui 
Lipschitz pe V. In aceste condifii solufia c p :  [xo - h, xo f h] -+ R admite 

Fig. 100. 

o prelungire. fn adev5r fie xl = zo + h si yl = cp(xo + h).  Din condifia c5 
D este un domeniu, rezult5 cii putem g5si o vecingtate compact5 V a punc- 
tului (xl ,  y,) cu V c D. Este evident c5 V poate fi aleas5 un interval bidi- 
mensional 

Exists un num5r M I  > 0 astfel incit 

si in plus, funcfia f satisface condifia lui Lipschitz pe 1,. Vom lua ca date 
inifiale pe xl si y,. Pe baza teoremei de existenfa putem afirma c5 solutia 
cpl a ecuafiei diferenfiale (1) exist5 si este unic5 pe intervalul [x, - hl, xl + hl] ; 

h1 = mm a,, -- . (  :I) 

Din modul cum a fost construit intervalul [x,  - h,, xl + hl] mijlocul s5u 
coincide cu extremitatea dreapt5 a intervalului [xo - h, xo -+ h]. fn punctul 
xo + h solufiile cp si cp,  iau aceea~i valoare y,. Pe baza unicitgfii, solutiile 
cp ~i cpl coincid pe intervalul [x,  - h,, xo f h]. Este evident cg functia rjr 
definit5 prin 

este solufie a ecuafiei (1) si in plus cp < +, adic5 rjr prelungeste pe cp. 

Definijia 2.2. 0 solufie Q a ecuafiei ( 1 )  se numeste maximal5 dac5 din 
cp < rjr rezult5 cp - 4. 

Pentru solufia maximal5 care in punctul xo ia valoarea yo folosim notafia 



Definifi'a 3.2. Fie data ecuafia diferenfials 

3'' = f(x, y), (x, y) ED, D domeniu din W2 (1) 
si presupunem funcfia f continus gi local lipschitzian5 pe D. Prin solufia gene- 
rals a ecuafiei diferenfiale (1) infelegem familia tuturor solufiilor niaximzie 

Y(X) = Y(X> yo) ; ( ~ 0 9  YO) E 

Cum fiec5rui punct (x,, yo) E D  ii corespunde o singur2 solnfie 

Y = T(X, xo7 yo) 

dacH lu5m pe 31, ca parametru (pe xo il fixgm), obfinem solutia general2 sub 
forrna 

y = f(x, C). 

Observafie. 0 ecuafie diferenfial5 de forma 

F(x, y, y') = 0 

poate s5 aib5 mai multe solufii generale. De exemplu ecuafia 

y'" f (x) 

unde f continu5 gi f > 0 pe I, are dou5 solufii generale 

5 3. TEOREMA DE EXISTENTA PEKTRU SISTEME 
'DE ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL f NTf I 

Un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intii, sub form5 normal& 
se scrie astfel 

y; = fl(% Yl, Y29 ... > Y,) 
* 

t Y; = f 2 ( ~ ,  Y l r  YZ. .-.> yn) (1 6) 

unde variabila independent5 este x iar funcfiile necunoscute sint 
1 

Y I ,  3'2, --., Yn 

Funcfiile reale f,, f,, ..., f, de argumente x, y,, ..., y, sint definite si con- 
tinue pe un domeniu D c Rn+' 
Spunem c5 funcfiile reale 

definite pe un acelesi interval I, este o solufie a sistemului (16) dac5 

a) funcfiiie ql, cpz, ..., cp; sint derivabile pe I. 



b) ( ( x ,  cpl(x), 92(xj, ..., ~ ~ ( x ) )  ; x E I )  C D 
c) ~ i ' ( x )  = f ,  (x, ~ I ( x )  (?I!(%), .. ., T,(x)) ; 

i = 1, 2, ..,, n;  (V) X I Z  I 

fn sistemul de axe Ox, Oy,, Oy,, ..., Oyn, curba reprezentat5 de ecuafiile 
(17) se numeste cz~rba' integral; a sistemului (16). 

Observafie. Pot fi considerate sisteme de ecuafii diferenfiale sub form5 
normal5 in care s5'intervinii derivatele de ordin superior ale funcfiilor necu- 
noscute y,, ..., y,. Prin introducerea de noi functii necunoscute un asemenea 
sistem se poate reduce la un sistem de ordinul intii. Vom ariita aceasta pe un 
caz particular. Fie sistemul 

yff  = f l ( x ,  y, 2, y ' ,  z') 

z" = f,(x, y, 2, y', 2 ' )  

Dac5 not5m 31 = 3'1; y; = y,; 2 = jf3; jl; = y4 observkn cii funcfiile y,, 
J'a, ~ 3 ,  y4 verific5 sistenul 

Invers dac5 jtl, ?12, ? 1 3 ,  y4 este o solufie a sistemului (19), atunci dacz 
not5m 

y1 = y 91 y3 = Z 

se vede c5 funcfiile j1 si s sint de dou5 ori derivabile si c5 ele x-eriEic5 siste- 
mu1 (18). 

Fie dat sistemul de ecuafii diferenfiale (16). Problenza lui Caztcizy este 

solutia sistemului (16) care s5 satisfac5 la condifiile 

= ~'10, ?r(xo) == yro, ..., Y , ( X ~ )  = yno (20) 
\ 

unde xo, ylo, yZo> . . ., sint numere date. Condif iile (20) se numesc condifii 
inifiale sau condifiile lui Cauchy. 

Teorevlza 1.3. Fie dat sistemul de ecuafii diferentiale de ordinul intii 

2s:1 = f,(x, y1, 3.'~~ yn) 
Presupunem 

I) funcfiile f i ( i  = 1, 2, ..., 12) continue pe intervalul inchis 

I = [xo - xo 4- aj x [ylo - b1, y10 + bll x . . . x [J'no - b,, Y,O + b,l ; 



11) funcfiile fi(i = 1, 2, ..., n) satisfac pe 1 conditia lui Lipschitz in 
raport cu yl, y2, ..., y,: exist2 n numere pozitive AT1, X2, .. ., N, astfel incit 
pentru orice dou5 puncte 

(x, y ~ ,  y2, ..., -Y,) E I ~i (x, Y1, Ye, ..., Y,) E I 

are loc inegalitatea 

If,(x, YI, ~ 2 ,  -..> 31%) - fi(x, Y1, Yz, Yn) I < 
< N1 1 y1- YI I + N2 Iy2 - Y2 I + .-. + -.-. $- Jin / yn - Yn I 

pentru i = 1, 2, ..., n. i n  aceste condifii exist5 o solufie unic5 

i = 1, ..., n, a sistemului (16) care satisface condifiile: 

Existenfa solutiei sistemului (16), care verificg condikiiie (20), se face 
tot prin metoda aproxim2rilor succesive. Funcfiile f,( i  = 1, ..., 1%) fiind 
continue pe intervalul compact I, sint mgrginite, ( 3 )  -11, astfel incft 
I fi(x, yl> - - - >  yn) I < Mi (v) (x, YI, y2, - - - >  yn) € 1. 

Pentru h din enuntul teoremei lu5m 

Rezolvarea problemei (16) + (20) este echivalent5 cu rezolvarea urmii- ' 

torului sistem de ecuafii integrale 

Se iau ca aproximafii de ordinul zero, numerele jclO, J ~ ~ ~ ,  . . ., ~ 1 , ~ .  Aproxi- 
matiile de ordinul intii le definim prin egalit5file , 



Functiile yll, .... ynl sint continue pe intervalul [xo - h, xo + h] ~i se 
demonstreazg cH punctul (x ,  yll(x), .., ynl(x)) aparfine lui I .  In general, aproxi- 
mafiile de ordinul k se definesc prin egalitgfile 

.... ~ l r ( x )  = ~ i o  + [ fl(x. yi,-i(x). yn,-1(x)) dl- 

Funcfiile y,,, yZk, .... ynk sint continue pe [xo - h, x,, + h] ,  iar punctul 
( x ,  yl,(x), yZ,(x), .... ynr(x)) aparfine lui I. 

fn acest mod se obfin sirurile de funcfii 

Se demonstreaz5 cH in teorema de existent5 pentru ecuatii diferenfiale 
de ordinul intii, cH aceste siruri sint uniform convergente pe intervalul [xo - h, 
xo + 121 si dac5 punem 

.... cpl(x) = lim yl,(x), yn(x) = lim y,,(x) 
k+m k+ m 

funcfiile yl, p,2, .... y, formeaz5 o solufie a sistemului (21) si deci a problemei 
(16) + (20). Solufia obtinutg este unic5. 

Definiiie. Fie p = (y,, p,, ,.., 9,) : I ,  c R 4 Rn ; 

doug solufii ale sistemului (16). Spunem c5 solufia 4 prelungeste solufia p, 
'+i se scrie cp < +, dacH I ,  c I2  ~i dacg restricfia lui rj, la Il coincide cu cp.  

0 solufie p, a sistemului (16) se numeste maximal5 dacg din cp < Ijr 
rezult5 cp = +. 

Pentru solufia maximal5 care in punctul xo ia valoarea 

(YIO* YZO, .... Y ~ O )  

folosim notaf ia 



Definijia 7.3. Fie dqt sistemul de ecuafii diferenfiale (16) unde funcfiile 
f,(i = 1, ..., n) sint continue si local lipschitziene pe domeniul D c Rn+l. Prin 
solufia general5 a sistemului (16) infelegem familia tuturor solufiilor maxi- 
male (24). 

Cum fieciirui punct (xo, y,,, ..., yno) E D  ii corespunde o singur5 solutie 
de forma (24), dac5 lu5m pe y,,, y,,, ..., yno ca parametri, obfinem solufia 
general5 sub forma 

$ 4. TEOREMA DE EXISTENTA PENTRU ECUATII 
DIFERENTIALE DE ORDINUL ~z 

Fie datg o ecuafie diferenfialz de ordinul n de forma 

y'"' = f (x, y, y ', . . ., y("-l') (26) 

Prin introducerea de noi funcfii necunoscute, o ecuafie de forn~a (26) se poate I 

reduce la un sistem de n. ecuafii diferenfiale de ordinul intii. fn adeviir, dac5 
notiim 

si finem seama de ecuafia (26), obfinem sistemul 1 I .  

Din modul cum a fost obfinut sistemul (27) se vede imediat cii dac5 y 
este o solufie a ecuafiei (26), atunci yl, yz, ..., yn este o solufie a sistemului 
(27) si reciproc dacii y,, y,, ..., y, este o solufie a sistemului (27) atunci yl 
este o solufie a ecuafiei (26). Rezultz de aici c5 studiul ecuafiilor diferen- 
fiale de ordinul $2 se reduce la studiul sistemelor de ecuafii diferenfiale de 
ordinul intii. Dacg finem seama de acest ultim rezultat putem enunfa urmii- 
toarea 

I 

Teorewzn 7.4. Fie dat5 ecuafia diferenfialz de ordinul t z  I 

y(n) = f ( x ,  y, y ', . . ., y("-l)) (28) 



1' = [x0 - a, x, + a] x [yo - bO, yo + bo] x[yA - b,, 316 + 6,] x 
x[yp-Ii - bR-l, J $ - ~ )  + bn-l] 

PI) funcfia f satisface pe I conditia lui Lipschitz in raport cu y, y' ,  
3~''. ..., pl) ; exist5 it numere pozitive No, N,,  W B ,  ..., iVn-l astfel incit pentru 
orice doug pancte 

(r> j1, y ', . . . , y(n-l)} E 1 ~i (x ,  Y ,  I", .. ., Y(n-lj) E 1 

are IOC illegalitatea 
1 f (x, y, J l l ,  . . ., JJtFt-l)) - f (x, IT, IT*, ..., Y('?-lj) I < 

fn aceste condifii exist5 o solutie unicg 

a eccatiei (26) care satisface solufiile 

i _"'Po) = yo; yf(xo) = y;, ..., y ( n - l j ( X o )  = $-I) 

Din aceast2 teorema rezultg cii solufia general5 a ecuafiei (26) poate f l  
pus5 sub foma 

$ 5. IIETODA RUNGE-KUTTA 

Este una din mctodele cel mai des folosite pentru int&rarea numeric5 
a ecua fiilor diferentiaie. 

Fie dat5 ecuatia diferenfial5 de ordinul intii 

lmde ( x ,  y; E I = '[.ro - a,  xo + a] x [yo - 6, yo + b] si presupunem c2 func- 
tia f are derivate yarfiale de ordinul patru continue pe I .  Condifiile din teo- 
rema de existent2 ~i unicitate pentrrx ecuafiile diferenfiale de ordinul intii 
s i ~ t  2n acest caz indeplinite ~i deci ecuatia (1) are o solufie unic5 care satis- 
facn condifia 

Y ( X O )  = Yo ( 2 )  

Aceast5 solufie este definitg pe un interval de forma [xO - l z ,  x0 + h].  
Din famala h i  Taylor, pentru x E [xn - h, xo + I z ] ,  avem 
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Dacg tinem seama cH y(x )  este solufie a ecuafiei (1) atunci coeficirnfii 
y(xo), yl(xo),  yv(x0) din formula (29) se calculeazii cu ajutorul funcfiei f .  
Avem 

6f 6f r r r  - ZSf h3f 
Y' = f .  y" = - + - y l ;  y ----+2-yl+ 

ax ay i x 2  2 x 2 ~  

Dac5 inlocuim pe x cu xo si pe y cu yo = y(xo) obfinem coeficienfii 
 YO), yn(xo), ytrr(xO). DupH cum se vede calculul acestoi coeficienfi este in gene- 
ral c.omplicat. Din aceastg cauzg prezint5 un interes deosebit urmHtorul 
procedeu de integrare numeric5 a ecuafiei diferenfiale ( 1 )  cu condifia (2) ,  
numit procedeul Runge-Iiutta. 

fn punctul x E [xo - h, ..r, + h],  valoarea aprosimativg y ( x )  a solufiei 
y(x)  este datH de formula 

unde k(x) = kl(x) 4- 4k4.x) 4- k,(x) 

Leg5tura dintre y(x ) ,  solutia exact2 a problemei (1) + (2) si solufia 
aproximativg y ( x ) ,  datg de formula (31), este dat5 de urm2toarea 

Teorema 7.5. Prirnii patru termeni din dezsoltarea lui Y ( x )  dup5 pute- 
rile lui x - x0 coincid cu primii patru termeni din formula (29) a lui Taylor. 

Demonstra$e. Prirnii patru termeni dir, dezvoltarea lui y"(x) dupH pute- 
rile lui x - x, se obtin dezvoltind pe k(x)  cu ajutorul formulei lui Taylor ~i 
rn5rgiaindu-ne La primii trei tenneni. 
Avem 



Deoarece k l (x )  este constant si egal cu f (xo,  yo) ,  avem 

k'(x0) = 4k;(xO) + k;(xo) 

k1 '(x0)  = 4k,"(xo) + ki(xo)  

k"'(x0) = 4k"'(xo) + k;"(zo) 
iar 

pen;m x = x, zi yo = y(xo) ,  obfinem 

Pentru derivatele de ordinul doi, avem 



pentru x = x, si yo = y(x0), obfinem 

~i deci 

k"'(xo) = 23j1"(xo) 

Dac5 revenim la formula (32) ~i finem seama de caiculelz fjcute obtinem 

qi se vecle imediat c5 primii patru termeni din aceast5 formul5 sint egali cu 
primii patru termeni din formula (29). 

Observa~icr, I .  Difer enfa dintre valoarea exactii ~ ( 2 )  a problemei (1) f (2) 
si valoarea aproximativ5 y(x) datg de metoda Runge-Kut'ta este de ordiaul I 
h i  (x - x,)~.  I 

Obsevva!ia 2. Metoda Runge-Kutta foloseste valorile f uncf iei f in mai 
multe puncte din intervalul de existenfa a solufiei. I 

PROBLEME 

S5 se calculeze- aprosimafiile de ordinul trei pentru ecuafia ~i sistemul 

i 
urm5tor 

1) 3." = x + y2 ~ ( 0 )  = 0 



ECE14TII DHFERENTIALE DE ORDINUL n INTEGRABILE 
PWIN CVADRATURI 

cnde f o funcfie continu5 pe un interval I, se integreazg usor prin cuadra-- 
turi. In adevgr, din ecuafia (1) obfinem prin integrjri succesive 

Formtala (2) ne d5 solufia general5 a ecuafiei (1) ~i rezolv5 urmjtoarea pro- 
blema a lui Cauchy: s5 se gilseascti solufia ecuafiei (1) care satisface condi- 
f iile inifiale 

J'(.x0) = C,; J . " ( ~ ~ : o f  = C,-,, ..., y ~ ~ ~ * '  = c 1 
Se arata cu usurinf5 c5 solufia general5 a ccuatiei (1) poate fi pus5 $. 

sub urnlatoarea formi: 

E.remplzt. S5 se afle solufia ecuafiei 
yl" F 24% 

care atisface conditiile y(0) = 1 ; yl(0) = - 1 ; y"(0) = 2. Prin integr5ri 
succesive obfinem 

:i deci solufia care satisface conditiile date, este 
y = x 4 + x 3 - X + 1  



Dac5 ecuafi:i (4) poate fi rezolvats in raport cu yen) 

y'"' = f,(x) ( k  = 1, 2, ..., m) 

atunci yrin integrarea tuturor ecuafiilor ( 5 ) ,  obfinem solufiile ecuafiei (4). 
Presupnnem c3 ecuafia ( 4 )  nu poate fi rezolvatii in raport cu yp), dar se 
cunoaste o reprezentare parametric3 a curbei de ecuatie F(u,  v )  = 0. Fie 

$6 = ?(t) ; v = +(t)  ; t E I 

G repreZentare parametric5 a curbei de ecuafie F(u, a )  = 0 cu y, y1 ~i t) 

continue pe I. Avem deci 

x = y (t) ; y'"' = qJ ( t )  
Dac5 folosim egali tatea 

dy(n-l) = y(n) dx 

obfinem 
dy(n-l) = Nt)  9' ( j )  ‘IL 

de unde 

y(n-l) = 

Analog se calculeaz3 y("-'), ..., y', y si obfinem 

Y = +n(t, CI, ..., Cn) (6)  
care impreunii cu x = y( t )  ne d5 solufia general3 a ecuafiei (4 ) ,  sub form5 
parametricg. 

Exe~w9lzt. SZ se afle solufia generals a ecuafiei 
yN Jr egff = x 

DacZ 1~5x1 ca parametru pe t = y" obfinem 
t x = e  + t ;  y " = t  

Avem 

dy' = y" dx = t(ef + 1) dt 
deci 

S t" 
y f =  t(et + I ) & +  C1= ( t -  l ) e t + - + C 1  

2 



Solufia general5 este dat% parametric: 

fn care lipsesc y, y ' ,  ..., y'"-l). 
Prin scilimbarea de variabil5 y ( " )  = z ecuatia (6) devine 

F ( x ,  z ,  z', ..., Zv"'~)) 0 (7) 

adic5. o ecuafie de ordinul ,n - k. 
Dac5 reu~irn s& determin5m solufia general5 a ecuafiei (7) 

atunci integrarea ecuafiei diferenfiale (6) se reduce la intebrarea ecuatiel 
diferenf iale 

y!h) = '?(x, C1, Cz, -.., c,-,) (8) 

care este de tipul (I) .  

Exemplu. S5  se afle solufia general& a ecuafiei 

Facem schimbarea de variabils y(4) = 2 si obfillem ecuafia 

care este o ecuafie cu variabile separabile cu solufia general5 

z = C1x 

Integrarea ecilafiei considerate se reduce la integrarea ecuafiei 

$4) ' c x 
" 1 

care are solufia general5 



Dac& se cunoaste o reprezentare parametric5 a curbei de ecuafie F(u, v )  = 0 ,  
ZL  = g(t),  TI = ~ ( t )  ; t E I cu 9, Q)' ~i J, continue iar +(t) # 0 pe I atuaci solutia 
general2 a ecuafiei (9) se obfine prin n cuadraturi. In adevgr, avexrr 

si din relnfia 
dy(a-l) = yea) dx  

obfinem 

atunci 

Ax-ern deci 

fn continuare proced5m la fel ca in cazul ecuafiilos de tipul (2) si obfi- 
nem solufia general5 sub form5 parametric&. 

Exemplz~. S5  se afle solutia general2 a ecuatiei 

0 reprezentare parametricz este y" = t ,  y"' = - ; t f 0. Din relafia 
t 

dy" = y"' dx  

t2 
cleducem dx = t dt ; deci x = - + C1 

2 
t3 

Dar y' = y dx = t2  dt = - + C2 
S S 3  

Solufia general5 a ecuatiei considerate este 



fj 5. ECUATII DIFERENTIALE DE FORJlA F(J("-~', y!")) = 0 (10) 

Dacj se cunoa~te o reprezentare parametric5 a curbei de ecuafie F(u, v) = 0, 

21 = p(t), v = +(t), t €  I 

cu '2, y r  _si 4 contiilue pe I, atunci integrarea ecuatiei (LO) se face prin cua- 
draturi. In adevgr, avem 

9'"-" ' =(t) ; 3""' = +jt) 

~i dac2 finem seama de egalitafile 
dy("-l) = y(") dx; *(a-2, = 1.("-1) d,y 

i 

obtinem 
~ n - 1  dytn-11 = d v(n) dy(n-2) 

de nr;de declucern 
y'"-l' d3.""-1' = +(t) cpl(t) at 

deci 

+(t)  yl(l') dt f C 

3Iai departe obfinem 

care ilnpreuna cu Y("-~) = q(t) permite aflarea solufiilor ecuatiei (10) folosind 
procedeul dat la ecuafiile de tiyui (4). 

$ 6. ECU.%TII DIFERENTIALE DE FORJIA F(y, y', J,", ..., y'")) = 0. 

Pn care lipse~te variabila independents x. Ordinul ecuafiei diferenfiale (1 1 )  
se reduce cu o unitate dacg facem urm5toarea schimbare dz variabilg: lu5m 
ca funcfie necunoscutH pe 

dy p = -  
dn. 

iar ca variabil5 independents pe 3.. Deducem atunci c5 

f n  mod asemgngtor se calculeazS toate derivateb pin5 12 ordinul n. 



Int~cducind ex~resiile derivatelor y", ..., 3"") in ecuafia (11 )  Tom obfine 
o 12(1u2 ecuafie diferenfialii dar de ordinul n - 1 

F1(y, p, pr, ..., p("-l)) = 0 (12) 
Dace reuqim s5 determinzm solufia general5 a ecuafiei (12) 

9 = cp(.y, Cl, Cz, ..., C,-:). atunci integrarea ecuafiei difercnfiale (I 1) se 
reduce la integrarea ecuafiel diferenfiale 

, 
Exewplu. S5 se afle solutia general5 a ecuafiei 

,,y" - (yr)2 = 0 

dP Dac5 facem schimbarea de variabil5 = yr avem y" = p - ~i inlocuim 
a?  I 

Pn ecuafia dat5, obfinem o ecuatie cu variabile separabile 
- 

dy cu solufia general5 j~ = Cly sau - = Cly. 
dx 

I 
Ultima ecuafie este tot cu variabile separabile si are solufia general2 

y = Cz eC." 

$ 7. ECUATII DIFERENTIALE DE FORMA F(x, y, yr, .., y'")) = 0 (15) 

OMOGENE f N ARGUMENTELE y, y ', ..., jet"'. 

Sint ecuafii care satisfac egalitate 

F(x, ty, ty', ..., tyc")) = t" F(x, _Y, yr, ..., y(lZ)). 

js d. 
Prin schimbarea de variabilii y = e , unde z este noua funcfie necunos- 
cutii, ordinul ecuafiei se reduce cu o unitate. Prin derivare obfinem 

I p. dz 
y r = z e  

yrrr = (z3 + 322' + z") e 
j. dz  



fnlocuinJ derivatele lui j1 in ecuafia (13) si finind cont de omogenitatea 
lui F a v e n  

-5. dz 

= e F(x,  I , z, z' + z2, . . . , @(z, Z' , . . , zs-I)] 

Obfinein deci o ecuafie de ordinul n - 1. 

F[x, 1, z, z ' f  z2 ,..., @(z, Z' ,..., ~ ( ~ - l ) ) ]  = 0 

E.lcemplir. Sii  se afle solufia general5 a ecuatiei 

3,y" - (y')2 = 6xy2 
* 

Facern schirnbarea de variabilH y = ejndl ~i obfinem 

- 5!3%. + c., 'I% 
z' = 6 x ; _ z  = 3%' $ C1; y = e I deci 

y = e x 3 + c 1 x + c ,  

Observaf;~. Xcela~i rezultat se obfine dac5 facem schimbarea de va- 
riabil5 

unde z este noua necunoscutii. 

S5 se integreze urinHtoarele ecuafii : 

1 
1) y"" = c0s2 x ; y(0) = - ; 1 

y'(0) = 0; y"(0) = - ; y"'(0) = 0. 
32 8 

2) y"' sin4 x = sin 2.2; 
1 

R:  y = l n  I s inx  1 +-C1x2+C2x+ C3 
2 

Y' 3) xy" = y' In - ; 
1 1 R: y = - x e l + C x %  - - e l + C , ~  + C2 

X C1 G 





C-APITOLUL S I V  

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL n EINIARE 

g I .  COXSIDERAT11 GENERALE.  DEPENDEXT-4 LINEARA. 

0 ecuafie diferenfialg de ordinul +z literar5 este o ecuafie de forma 

unde fupcfiile reale a,, ..., a, (coeficienfii ecuafiei) si f (termenul liber) sint 
definite si continue pe un acelagi interval I. 

0 ecuatie diferenfialg de ordinul n, liniar5 poate fi pus5 sub form5 mai 
general2 

Dacii n,(x) # 0 pe I atunci ecuafia (1') poate fi adus5 la forma (1). DacZ 
f(rc) E 0 pe intervalul I, atunci ecuatia (1) devine 

~i se numeste ecuafia diferentialg de ordinul .iz liniarg ~i omogen5. 
i n  continuare pentru prescurtarea scrierii, introducem urm5torul ope- 

rator diferenfial liniar 

cu ajutorul c5ruia ecuatia (1) devine 

L(Y)  = f(x) 

iar ecuafia (2) derine 

Din modul cum a fost definit, se vede cb operatorul5 este complet cleterminat 
de coeficienfii ecuafiei (I). Operatorul L are urmgtoarele proprietafi: 



znde C este o constant% arbitrars. fn adei-Zr, avem 

L(Cy) = (Cy)(") + a,(%) (Cy)cn-l) + . . . t an-,(x) (C?)' $- 

+ a , ( ~ )  (Cy) = C[y(") + al(x)  yen-l) + ... + an-,(x) y' + 
+ a,(.) yI = CL(. 

Profwietatea 2.7. 
v 

L(y1 + yz) L(y1) -i- U3'2) 

f n  adev5r avem, 
*i 

L(yl + y,) = ( y ,  + y,)cn) + a,(%) (yl  4- J , ~ ) ( ' " ~ )  + a,(%) ( j y  + T ~ ) ( ~ - ~ )  i 

+ ... f a,-,(x) (yl + yz)' + an(%) (yl  t y2) = yp) $- al(%) 3,p-l) A- 

+ az(x) yp-3) + . . . $ n,-,(~) yi + n , ( ~ )  y1 + y$'; t 
+ a,(.) + aZ(x) + ... + 

+ an-,(.> 2'6 4- an(.) Yz = L(3'1) + L(yz) 

Pro+r?'etatea 3.7. 

L(Clyl + C Z Y ~  + + Cn.Jsn) = ClL(y1) $ C&(YZ)  + -.- + CnL(yn: 

ucde C1, Cz, ..., C, sint constante arbitrare. 
hceast5 proprietate rezultZ imediat din proprietzfile 1 +i 2. 

In continuare ne vcm ccupa de ecuafiile diferenfiale de ordinul n, liniarc 
~i cmogene adic% de eci~alii de forma (2) zau (4). Folosir~d proprietiifile 
operatorului L vcm deduce proprieljfile pe care le au solufiile unei ecuatii 
liniare ~i omogene. 

Teorema 7.7. Dac5 y ,  este o solufie a ecuafiei diferenfiale ornogene (4) 
atunci ~i C y l  este solufie a ecuafiei omogeiie (4) oricare ar fi constanta C. 

Demons2raj!ie. Prin ipotezH avem L(yl)  = 0.  Folosind proprietatea 1 a 
operatorului L, obfinem 

L(Cy1) = 0 
adicZ Cyl este solufie a ecuafiei (4). 

Teorema 2.7. Dac% y1 ;i yz sint douH zolufii ale ecuafiei diferenfiale 
omogene (4) atunci si yl + 312 este solufie a ecuafiei (4) .  

flenzonst~atie. Prin ipoteza avem L(yl) = L(jtz) = 0. Folosind proprie- 
tatea 2 a operatorului L, obfinem 

L(y1 + yz) = L(y1) + L(y2) = 0 

deci ;i 3,: + y2 este solufie a ecuafiei (4). 

Teorcwa 3.7. Cac% yl, 3 2, ..., 31, :!nt +z sclufii ale ecuatiei diferenfiale 
orr.cgene (4) atunci ;i funcfia 

3.' = CIJ ' I  + C2312 + + Cnyn ( 5 )  

uride C1, CZ, ..., Cn s k t  constante arbitrare, este solutie a ecuafiei (4). 



D-i~touzst~ntiz. Prin ipotez5 avein L(y,) = L(y,) = ... = L(y,) = 0 ~i dac5 
folosim proprietatea 3 a operatorului L ,  obfinem 

atunci funcfiile reale LL si v sint, fiecare in parte, solufii ale ecuatiei (4). 

Denzonstm&'~. Din proprietatea 3 a operatorului L obfinem 

ima ega- Prin ipotez5 avern L(u f iv) = 0 ~i deci L(u)  f i L(v) = 0. Din ult: 
litate dedvcem L(z1) = L(o) = 0, adic5 funcfiile u si v sint solufii ale ecua- 
tiei (4). 

Fur~cfia 31 data de ( 5 )  este solufie a ecuafiei (2) si confine i.2 constante 
arbitlare. Vom stabili in continuare condifille pe care trebuie sil 1e indepli- 
neasc2 .i.t solufii y,, y,, ..., 31, ale ecuafiei (2) ,  astfel ii~cit orice solufie a 
ecuafiei (2)  s5 se obfins din ( 5 )  prin particularizarea constantelor C1, CL,  ..., C,,. 
fn acest scop este necesarj urmstoarea definifie. 

Defi.iti!in 1.7. Fie y,, y,, ..., J ,  ; IZ funcfii reale definite ~i coi~tinue pz  
intervalul I c R. Spunem c2 aceste n funcfii sint liniar indepeizdente pe 
intervalul I dacs nu exists n aumere Al, A2, ..., A, nu toate nule astfel incit 
s2 arem 

Alyljx) 4- ~ o ? ~ z ( x )  + ... + hnyn(x) = 0 

pentrra orice x E I. 
Dacs esisrs n. numere I.,, h,, ..., ha, nu toate nule, astfel incit s5j aveln 

pentru orice x ~ l ,  atunci spunem c?i cele ?z funcfii sint lirliar depencleiltle 
pe I. 

Et.eylzplu I. Functiile 1, x, .I?, . .., xn-1 si,zt liniar independente pe R sau 
pe orice interval I c R. 7n adev2r eegalitatea 

unde :;J t oa~e  ntlmerele Al, i,,, . . . , An sint egale cu zero, nu poate avea loc pz:;tru 
orice .YEW deoarece este o ecuafie algebrics de grad cel mult egal cil n - 1 
~i admite cel muit $2 - 1 rZdZcini reale. E:alixatza este adevSrat5 pe11rr.j 
orice .v E R numai dacZ A, = i., = ... h, = 0. 

Exemplu 3. Funcf-!e _zt, = ex si y, = e-" sint liniar independente pe 
orice ixterval 1 c R. In adev5r egalitatea Alex $- h,e-x = O uiide Ai ~i 2,? 
sint numere diferite de zero ilu poate fi indeplinits decit intr-un pu>~ct aSa 
cum rezulta din faptul c5 

2 1  -, ex - -- - - 
A, - e?s - - - 

e-2 
d - ?. 1 



Exentplu. 3. Funciiile y, = sin". z,,, = cos2 x ,  y, = 1 sint liniar depen- 
dente pe R. fn adevgr, avem 

sin2x + cos2x - I = 0 (V) X E R  

fn acest caz iil = k2 = f ; h3 = -1 

Exe~ci,tizt. Fie rl, y2, .... rm ; "r :~  numere reale diferite intre ele sipl, P2,  .... p,,, ; 
wz numcre naturale. L\tunci funcfiile 

sfnt liniar indepei~dente pe orice interval I c R. Funcfiile 

".Y2 
. & .  x r ~  In x, .... x'a (In x)*i 

sPnt liniar independente pe intervalul (0, a). 

DefinQin 2.7. Fie :I,, 3j2, .... 31,; 9% funcfii reale definite ~i derivabile dc 
12 - 1 ori pe intesralul I. Determinantul 

0 

( J , ~ .  .... ?I,) = I P ( ~ )  = / Y ;  r6 ... y,: rn 

se nume~te determinantul lui lJTrl-onski sau ViTronskianul funcfiilos yl, _2r2, .., y,. 
Importanfa Wronskianului va rezulta din teoremele care urrneaz5 in 

legZturZ cu functiile liniar independente sau liniar dependente, sau in leg;?tui-5 
cu integrarea ecuaf iilor diferenf iale omogene (2). 

Teorema 5.7. Dac5 functiile reale y,, y2, .... y, definite pe iritervalul 
I c R admit derivate de ordinul IZ - I ~i sint liniar dependente pe intervalul 
1 atunci 

Demo?zstraf ie. Funcfiile jl, y2, .... yn fiind presupuse in dependent2 liniar5 
pe intervalul I, exist5 numerele iLl, k2, .... A,, nu toate nule, astfel incit 



Derivind odatg, de don5 ori ,.., &e .n - 1 ori pe (6) ohfinem 

Ecuafiile (6) ;i (7) formeazii un sistem omogen de n ecuatii cu necunos- 
cutele hl, A,, ..., I,,. Dar numerele A,, Az, ..., A, au fost presupuse nu toate 
nule si deci sistemul ('7) -+ (6) admite, pentru oirce xel,  o solufie diferits 
de cea banalii. Conform teorernei lui RouchC deterrninantril sistemului, care 
este Wronskianul f~zncfiilor yl, yz, ..-, ys, krebuie sii fie nu1 in fiecare punct 
x E I  rji teorema este demonstrata. 

Observn!ie. Condifia ca TV(yl, y2, ..., y,) = 0, fV) x  E I, apare ca o con- 
ditie necesara ca funefiile y,, y,, ..., y@ sZ fie liniar dependente pe I, nu si ca 
o condifie suficientg. Se poate s?i avem Wfyl, y2, ..., y,) = 0 pe I fiir5 ca 
functiile y:, y2, ..., y, sii fie liniar dependente. Este suiicient s5 considergm 
urmatorul exemplu : 

Se verificg imediat c& T/T7(y,, yZ) = 0 pe R, fZr3 ca fmnctiile y1 si y2 s5 
fie liniar dependente pe R. 

$ 2. SOLUTIA GExEPZAU A ECUATIEI L(y) = 0 

Fie ecuafia diferenfiaI5 de ordinul rn Iiniax-2 ~i omogenZ 

unde funcfiile reale n,, n2, ..., n, sint continue pe intervalul I c R. In aceste 
condifii ecuafiei (8) i se poate aplica teorema de existenfa si nnicitate. Se poate 
determina solufia unicii a ecuafiei (8) care satisface condif-ile 

unde x o s  I iar yo, y;, ..., sint numere date. 
Este evident c5 funcfia j* = 0 este unica softafie a ecuafiei (8) care satisface 
condif iile. 

unde x, E I. 

Teorgnza 1.2. Daca yl,  y2, . .., y* s h t  ra solufii liniar independente ale 
ecuafiei omogene (8) cu coeficientii el, a%, ..., d ~ ,  funcfii conti~ue pe intervalul I ,  
a tunci 14Jronskianul W(yl ,  JZ, . .,, y,) este & k i t  de zero pe intervalul I. 



De~nouzsfra!ie. Presupunem cii I i r~~ l sk i anu l  W(y,, y,, .., y,,) se anuleazii 
ink-un punct x, E I. Consideriim sistcmul algebric de ecuafii liniare Yi omogene 

Determirlantul sistemului (11) este nul, deoarece el este tocmai Jvr~ i l -  
skianul funcfiilor yl ,  yz, .. ., y, presupus nu! in punctul xo. fn  acest caz siste- 
rnul (1 1) admite solufii diferite de cea banalg. Fie C1,,C2, ..., C, o astfel de 
solutie, deci nnmerele C1, Cz, ..., C, nu sint toate nule ~i cu ajutorul 10s 
form2m fui~ctia 

fn baza teoremei 3.1. deducem cil si funcfia y este solufie a ecuatiei (8). 
Datorit5 ecuafiiIor (1 I), solutia (12) sa tisface condifiile inifiale (10). Dar 
singura solufie a ecuafiei (8) care satisface condifiile inifiale (10) este y = O 
~i deci 

Sumerele C1, Cz, ..., C, nefiincl toate nule, relafia (13) aratii cii func~iile 
yl, y ~ ,  ..., y, sint linlar dependente pe I, fapt care contrazice ipoteza. Deci 
TV(y1, yz, ..., y,) #0  pe I si teorema este demonstratii. 

Observa{ia 7. Dac5 y,, y,, ..., y, sint n solufii ale ecuafiei (8j, 
atunci ele sint liniar independente p~ in~eri-alul I dac2 si numai dac5 
W(yl, y,, ..., J',) # 0 pe I. 

f n adevk, dacg , y,, y,, . . . , y, sint YL solu-fii ale ecuafiei (8), liniar inde- 
pendente pc I atuncl din teoreina 1.2. deducem 

Invers, dac2 FV(y,, yz7 ..., y,) # 0 pe 1 atunci solufiile y,, yZ, ..., 31, sink_ 
liniar independente pe I, ciici dac5 ar f i  liniar dependente pe I ,  din tea- 
rema 5.1. am deduce c5 W ( y l ,  y,, ..., yg) = 0 pe I. 

Observafin 2. Dacii Wronskianul a n solutii ale ecuafiei (8) ejte nu1 intr-un 
yunct xo EI, atunci el este nu1 pe tot intervalul 1. 

f n adeogr, dacii Wronskianui a 12 solufii yl, y2, , . ., y, este nu1 intr-un 
punct x0€ I, atunci din deaonstratia teoremei 1.2. rezultii c5 ftlncfiile 
-yl, ..., y,, sint liniar dependente pe I ~i conform teoremei 5.1. deducem 
cii W(y,, y2, ..., y,) = 0 pe I. .,. - . ".*:i 

Observaiia 3. Dac5 Wroxs'xianul a gz solufii y,, y2, .. ., y, ale ecuatiei (5) 
este diferit de zero intr-un punct xO€ I ,  atunci el e ~ t e  dilerit de zero pe tot 
intervalul I. 

i n  adeviii-, dsc5 :T:ronskianul a a solilfii ale ecuafiei (8) ar fi nu1 intr-un 
punct :cl, atunci conform observafiei 3 ar fi nu1 si in punctul x,. 



Defivzifia I .  1.  Spunem c5 12 solutii yl, 312, . . ., ylz ale ecuafiei (8) formeazg 
ern sistem fundamental de sclulii pe intervalul I dac5 ele sint liniar indepen- 
dente pe I. 

Din teorema 1.2. rezult5 c2, daca yl, y2, ..., y, este un sistem fundamental 
de solutii ale ecuafiei (8) atunci ii7(yl, 3',,'..., y,) # 0 pe I. 

Din observafiile de mai inainte deducem c$, dacg y l ,  y2, ..., yn sint 1% 

solufii ale ecuafiei (8), cu M7ronskianul diferit de zero intr-un punct ,r,~ I, 
atunci ele formeazg un sistem fundamental de solufii pe intervalul I. - 

Teorelna 2.2. Fie ecuafia diferenfialii de ordinul n liniarg si omogen5 

unde funcfiile al,  a2, ..., an sint continue pe intervalul I. Dac5 311, y,, ..., y? 
sint ~z solufii ale ecuafiei (8) ~i ele formeazg un sistem fundamental de soluf~l 
pe intervalul I, a t ~ ~ n c i  solutia general5 a ecirafiei (8) este data de egalitatea 

ucde C1, C,, ..., C, sint constante arbitrare. 

De"r%onstva,tie. Cind x~ I ecuafia ( 8 )  satisface condifiile din teorema de 
existent5 qi unicitate. Deci exist2 ~i ecte unicii solutia ecuafiei (Xj, care satis- 
face condifiile inifiale : 

Pentru a dovedi cZi solufia (14) este solufia general5 a ecuatiei (8) trebuie 
s% ar5t5m c% putem determilla constantele C1, C2, ..., C, astfel incit condifiile 

' ini~iale (15) s5 fie indeplinite. Pentru determinarea lor avem sistem~~l de 
ecuafii liniare in C1, C,, ..., C,. 

Determinan tul sistemului (1 6) este tocmai Wronskianul W(yl, . . . , y,) 
calculat din punctul x, care prin ipotezg este diferit de zero si deci sistemul 
(1 6) are solufie unic5. Teorema este demonstratg. 

Exe~lvtplul 7. Ecuafia y" - y = 0 are douii solufii liniar independente 
y1 = ex si y, = e-". Solufia generals cste y = C1 ex f C2 e-Z. 

Exenz$lul 2. Ecuafia g~"' + y' = 0 are trei solufii liniar independente 
= 1, y, = cos x, y2 = sin x ~i deci solufia general5 este 

y = C1 + C, cos x + C sin x 

Observa!ia 1. Din teorema 7 rezultg c5 numgrul maxim de solufii liniar 
independente pe I pentru ecuatia diferenfialii liniara $ omogenz (8) este 
egal cu 72. 



Observntia 2. Tot din teorema 2.2 rezu1tZ c2 problema integrarii unei 
ecuafii diferentiale liniare gi omogene (8) se reduce la g5sirea a n soluiii ale 
ecuafiei (8) care s5 formeze un sistenz fundamental de solufii pe I. 

Observntin 3. DacZ se cunoa~te o dezfie y,# 0 a ecuafiei diferenfiale 
(8) atunci prin schimbarea de variabil5 

orclinul ecuafiei (8) se reduce cu 0 unitate. 

Exemfllz~. S5  se afle solufia ecexagei general5 a ecuafiei 

~t i ind c5 y, = x este o solufie a aceskei ecuafii. 
Facem schimbarea de variabilg 

Dac5 inlocuim in ecuafia dat2 obfinem 

x2a' + (2 - X )  ~ $ 6  = O sau 

Fie ecuafia diferenfials de ordinul n liniar5 si neomogenz 

unde funcfiile reale a,, 6, ..., a, (coeGcien;fii ecuafiei) ~i funcfia f (termenul 
liber) sint definit? yi continue pe un acela+ interval Ic R. fn aceste condifii 
are loc 

Teoremn 7.3. Solufia generals a ecuatiei (1) se obfine adgugind la solufia 
general5 a ecuafiei omogene L(y) = 0 o scrlu$e garLicular5, oarecare a ecua- 
fiei neomogene (1). 



Denzonstmfie. Fie J?, o- soIufie particular5 a ecuatiei necn:ogene ( I ) ,  deci 

L(21,) = f(a), x ~ l  

Facem scl~irnbarea dc variabilg y = z i- 3%. 
'rinind cont de liniaritatea operatorului E 

L(z)  + L b P )  = f(x) 

~i de faptal c5 

E(Y,) = f (4 
avem 

L(z) = 4P 

Ecuatia L(y)  = 0 (sau L(z), - 0) se nurne~te ecuatia cmogen2 atasat2 
ecuafiei neomogene ( I  ). 

Dac5 yl, yz, ... , y, este un sisbem hndamental de solutii ale ecuafiei 
omogene L(y) = 0, pe intervalul I, zttu~ci solufia general5 a ecuafiei neomo- 
gene (1) este 

3J = C1y1 4- Cfl2  + --- 4- GJJ* + y, (17) 

fn adevgr, dac2 finem searna de defhlitia solufiei generale pentru o ccuatie 
diferentiala de ordinul IZ gi dac5 folssim prwedeul dat in delnonstrafia teo- 
remei 2.2, rezultg c5 funcfia y dah5 la (17) este solufia general% a ecuafiei (1). 

Obsevva$e. Dac5 membrul drept a1 ecuafiei (1) este de forma 

f (x) = fi~b) + f&), 

d3c2 ylo ~i yzo sint, respectiv, s@lu$ii particulare ale ecuafiilor 

L(y) = f,Cz); L(y)  = f,(x) 

atunci funcfia yl, + y, este o solatie particular3 a ecuafiei 

Lty) = f(4 (1) 
in  adevgr, avem 

L(YI@> = f,(x) ?i Jq3'2o) = f,(n.) 
5 

Dar 

L(Y, + 3"m) = - L(Y,,) -I- L ( Y ~ )  
~i cleci 

L(YB 4- ya] = f,fx) + f ib )  

Ultirna egalitate arat5 c5t +- y~ a t e  o solufie a ecuafiei (1). 
Un rezultat asen15n5tor se obtine b eazul Pn care 

f (x) = f*(%) + f2(4 + -.. + f&) 

Din teorema 1.5 rezulta c5 ppentru &area solufiei generale a ecuafiei 
neomogerre 

L(y) = y(") + a,tx).yca-l" -,,- f ra,,fx)y' + n,(x)y = f (x) (1) 



este suficient cunoa~tern un sistem fundamental dc solilifii ale ecuafiei 
omogene 

$i o solutie particular5 a ecuafiei neomogene (1). 
Aflarea rinei solutii particulare a ecuafiei nesrnogene ( 1 )  este o problem5 

fa general dificilj. f n  unele caznri pe care le vom vcdea mai departe o 
astfel de sollufie se yoate obfine destul de simplu. Dac5 nu cunoaytem o 
solufie particular2 a ecuafiei (1) dar a~~noastern solufia general5 a ecuafie~ 
omogene L ( y j  = 0, atunci se poate afla solufia general2 a ecuafiei neornogene . 
( 1 )  prin metoda variafiei constantelor a ltli Lagrange. Vom ar5ta c5 solufla 
general5 a ecuafiei ceomogene ( I )  se obfine cu ajutorul acestei metode prin 
n cuadraturi. 
Fie y,, y2 ,  .. ., yn un sistem fundamental de solufii ale ecuafiei domogene 
L ( y )  = 0 ,  atunci solufia ei general5 \-a f i  

Vom c h t a  solufia general5 a ecuafiei neomogene ( 1 )  de aceeasi forrnz 
cu solufia general2 a ecuafiei *ornogene inlocuind constantele C1, C2 ,  . . ., C, 
cu funcfii derivabile depinzfnd de x. Not5.m aceste funcfii cu 

Prin urmare solufia general5 a ecuafiei ( 1 )  o c2utZm de forma 

Vom impune funcfiei dat5 de (19) s5 verifice ecuafia (1). Pentru aflarea 
funcfiilor C, (x )  (i = 1 ,  . .., n) rnai trebuie impuse fnc5. n - 1 conditii. 
Aceste condifii constau in aceea c5 primele n - 1 derivate ale funcfiei (19) 
s5 nu conf in5 pe C ; ( x ) ,  C i ( x ) ,  . . ., Ch(x) ; 
atunci avem 

n n 

y' = C , ( x )  y; f C c; ( x )  y ,  
*=I " . -1 - 



tl 1F 

.("' - C Ci(.) ,l*;"' -+ r, CZ'(.) yp-1) 
z-1 z = ?  

fnlocuim aceste valori ale Zui J', y", .. ., in ecuafia (1) si obfinenl 

sau 
n 11 

y, C,L(y,) -+ c: (x) y!'L-*) = f(x) 
,= I z= 1 

_4m presupus pe y,, y,, ..., y, solufii ale ecuatiei omogene L(y)  = 0, $1 

deci L(y,) = 0, i = 1, ..., n ;  atunci din ultima egalitate obfinem 

Conditiile impuse la (20) impreun5 cu ecuatia (21) ne dau pentru func- 
tiile C,(x) (i = 1, ..., n) un sistem de $2 ecuafii diferenfiale cle ordinul intii 

Cl(x) y;, + C&(x) 3'; -+ ... + Ck(xj y; = 0 
..............*.....*....... (22) 

Sistemul (22) poate fi considerat ca un sistem algebric liniar si neomogen 
de .lz ecuafii cu necunoscutele C:(x) ; i = 1 ,  ..., 1 9 .  Determinantul acestui 
sistem este W(y,, y2, ..., yn) # O pe I, deci sistemul (22) are solufie unic2 si fie 

C:(x) = qi(.r), i = 1, ..., lit, x ~ l  

 em solufia acestui sistem. Din (23) ob$ _ 

C,(x) = yi(x) dz + ki ; k, constante. , S 
Dac5 inlocuim pe Ci(x) in (19) obfinem solnfia general5 a ecuafiei (I).' 

Exe$~z$l.u 1. S2 se afle solufia general2 a ecuafiei 

~ t i i n d  c5 yl = cos x ~i yz = sin x sint dou5 solufii ale ecuafiei omogene 
fir" -+ y '  = 0. 
" 



Solufia general5 a ecuafiei y" + y == 0 este 

y = C1 cos x + Cz sin .2: 

Sistemul ( 2 2 )  devine & acest caz 

C;(x) cos x 4 Ci(x)  sin x = 0 

1 
-Cl(x) sin n + Ci(x) cos x = - 

cos x 

de unde obfinem 

Ci(x)  = - kg a; C l ( x )  = 1 

deci 

Cl(x) = k1 + ln m s  a 1; Cz(x) = k ,  + x 

Solufia general5 a ecuatiei date este 

y = k ,  cos x + k2 sin x f ( a s  x) In 1 cos x I + x sin x 

ExemPZzs 2. S 5  se afle sdutia general5 a ecuatiei 

~t i ind c2 yl = cos ax ~i y, = sin a x  sant dotag solutii ale ecuafiei ornogene 
y" + a2y = 0.  

Solutia general5 a ecuafiei ornogme este 

y = Cl cos a x  + Cs sin ax 

fn acest caz sisternul (22) devine 

Ci(x) cos a x  + C$(x) &n ax = 0 

-aC:(x) sin cex $- wC;(x) cos ax = f (x) 

de unde obtinem 

1 I 
C{(x) = - - f ( x )  sin ax ; C x x )  = - f (x) cos ax 

a La 

deci 

Solufia general% a ecuatiei date &e 

cos an. S * 
3- = K1 cos ax f k2 sin ax - --- f (KO sin ax idx -f 

Q 

sin a x  + -5 f ( x )  cos ax dx 
a 



care se mai poate pune ~i sub forma 

y = k1 cos ax + k ,  sin ax + f(t)  sin a(x - t )  dt ; x,, E I 

. 
4. ECU,ATII DIFERESTIALE LIXIARE OMOGENE 

CU COEFICIESTI CONSTANTI 

Sint ecuatii de forma 

unde a,(; = 1,  ..., 92) sint constante reale. Este evidefit c% teorernele generale 
asupra ecuafiilor liniare se aplica si in acest caz. fn particular, teorema de 
existenfa si unicitate se aplic5 intocmai dacg finem seama de faptul c% a, sint 
funcfii constante si deci continue pe R. Putem deci afirma c5 oricare ar fi 
xO€ R si oricare ar fi yo, y;, ..., yp- l ) ,  exist5 o singura solufie y a ecuafiei 
(25) care satisface condifiile inifiale: 

Y (xo) = yo, y'(,~o) = y;, .. ., y;zl' = yp-1' 
Am v%zut in,  teorema 2.2. c% rezolvarea unei ecuatii diferenfiale de 

ordinul .n liniara ~i omogena revine la aflarea unui sistem fundamental de 
solufii. fn continuare vom ar3ta cum se face acest lucru in cazul unei ecuafii 
cu coeficienfi constanfi. fn acest scop folosim metoda lui Euler. Ciiutiim 
pentru ecuafia (25) solufii de forma 

y = erx, Y constant (26) 

~i dac% inlocuim in ecuafia (25) obfinem 

L(erx) = erx(rn + alrn-I + ... + an-lr + a,) = 0 v7)  

deoarece erz # 0 (V) x c R, din (27) deducem 

rn + alyn-I + ... + an- l~  + a, = 0 (28)  
Prin .urnare numsrul r trebuie sZ fie rZdZcinZ a ecuafiei algebrice (28) 

care se nume~te ecuafia caracteristicg a ecuafiei diferenfiale (25). 
Polinomul 

k(r) = P + a l F 1  + ... + a,-, r + a, (29) 

se nume~te polinomul caracteristic a1 ecuafiei (25) gi este evident ca are loc 
egalitatea 

~(e '")  = erx k(r) (30) 

Deci pentru integrarea unei ecuafii difereilfiale liniare cu coeficienfi (reali) 
constanfi, trebuie s?i finem seama de natura rgdiicinilor ecuafiei caracteristice 
K(r) = . O .  



a) Ecaafia caracteristics are r5d5cini reale ~i distincte. Fie rl, r,, ..., Y ,  

aceste rgdgcini, atunci 

yl = eYIX, jr2 = eYzZ, .... y, = eY7cX 

forrneazg un sistern fundamental de solutii. in adevgr, arcm 

1 er+ e~.x  ... e ~ , t ~  1 

Lltimul determinant este determinantul lui 'ITandermonde si este diferit 
de zero deoarece numerele r,(i = 1, ..... 7%) au fost presupuse distincte. fn 
acest caz solufia general5 a ecuafiei (25) este: 

... y = C1 erlx + C, erlx + + C, er*x 

Exe+izplu 7 .  S5 se afle solufia general5 a ecuafiei 

y"' - 6y" $ lly' - 6y = 0 

Ecuafia caracteristic5 este 

~i are rgd5cinile rl = 1, r2 = 2,  r3 = 3. Solutia generals este 

y = C1 ex $ C2 eD + C3 e3' 

Exe9nplu 2. 

f n  acest c3z ecuafia cafacteristic5 este 

$I are 1-5dgcinile rl = 0, r2 = 1 ,  r3 = 2. Solufia general2 este 

b) Ecuafia caracteristics are r5dgcini reale multiple. f n  acest caz 
are loc 

I'eoremn 7.4. Dac5 ecuafia caracteristic5 k(r) = 0 are o r5d5cin5 real5 
T.' = rl multipl5 cu ordinul de multiplicitate 9 ,  atunci functiile 

er,x, e~lz, xz ~r,x %P-l r,x , ..., e , x € R  

sint soluf ii liniar independenie ale ecuafiei (25). 



Demonstrafie. Vom demoxstra mai intii urmiitoarea identitate 

unde z este o funcfie deriva'cilg de .tz ori si k(r) este polinomul caracteristic. 
Derivatele succesive ale prod~suiui erXz se calculeaz5 cu ajutorul formulei 
lui Leibniz pentru derivate de ordinul n a unui produs de funcfii ~i obfinem: 

y = elz 2, y' = el"(p: + z') ; y" = erX(r2z + 2rz' + z"), .... 

Avem 

... L(eT"z) = (e'zz)(nj + ali\erXz )('-I) + + an-,(eTXz)' + a, erxz = 

... = erx(rnz + Chrn-lzf f C~rn-Zzr' + + C;z(,)) + 
+ a1 erz(rn-'2 + C~-l~li-2z1 4- C~-lrn-3z" + ... + ~ n - 1  - I  (~1-1) ) +  

+ a2 e'z(yn-2~ + C1 7,-2 rn-5' + Ce-2rn-4zn + ... + C;I;~("-~)) + 
.................................................... 

+ a,-, ex( ir* + z') f a, emz = 

~i dacg ordonam dupg z, z', z", .... P-l), An) obtinem 

... Ljerxz) = erz[rn + alrn-I + a 2 F 2  + + a,-,r + a,] z + 

deoarece r = rl a fost presupus5 r%dZcin% muItiplg de ordinal p a ecua;iei 
k(r) = 0 rezalt5 

7 1 

~ ( i . ~ )  = K'(rl) = ,.. = k(p-l) (rl) = 0 si k(P)(~l )  # 0 

si identitatea (30) devine 

(31) 

.... DacH inlocuim pe z cu 1, x, x"-I a.c7em evident 

L(erlx) = 0 ,  L(x  eY l z f  = 0, .... L(xp-I ev+) = 0 



. adic2 functiile din enunful teoremei sint solufii ale' ecuafiei (25). Ele sint 
liniar independente pe R cBci dac5 egalitatea 

... hlerlx + A2x e'lx + + A , x ~ - ~  eylx = 0 (32) 

are loc p e ~ t r u  orice X E  R atunci are loc ~i egalitatea 

... Al + A2x + + jiPxp-l = 0 

pentru orice ~ E R .  Am argtat cii funcfiile 

1 ,  x ,  nZ, .... 
sint liniar independente pe R si deci h, = A, = ... = h, = 0. Prin llrmare 
egalitatea (32) are loc pentru orice x~ R, numai dac5 I , ,  = = ... = h, = 0, 
adicii funcfiile considerate sint liniar independente si teorema este demon- 
stratii. 

Exeltzpl~t. S5 se afle solufia gcneral5 a ecuafiei difercl?;ia!e 

y"' + 3y" $- 3y' + y = 0 

fn acest caz ecuafia caracteristica este 

r3 + 3y2 t_ 3r + 1 = 0 sau ( Y  - = 0 ,  deci 

Avem r = - 1 rgd5cin5 triplg, @ = 3. Solufiile 

formeazs un sistem fundamental, solufia generals este 

y = Cl e-" + C,x e-" -( C3x%--" 

i n  cazul in care ecuafia caracterislicii k(r) = 0 are toate rBd5cinile 
reale, problema afl5rii solutiei generale a ecuatici diferenfiale (25) se rezolvii 
cu ajutorul rezultatelor stabilite la cazurile a) ~i b). SB presupunem c5 ecuafia 
caracteristicg are m r5dgcini distincte: 

rl multipl5 de ordinul pl 
v2 multiplg de ordinul +, 

r, multiplg de ordinul @, 

.... unde pl + 9, + ... + em = rt si 9, 1 (i = 1, 9%) 

fn baza teoremei 1.4. ecuafia (25) are solufiile 
er+, xeT~x, ..., n-#~-* er? 

pe prima linie am scris sohfiile care corespund rBdBcinii rl,  pe Iinia a doua 
am scris solutiile corespunz5toare rgd5cinii r2 s.a.m.d. Dacii tinem seama de 



exercifiul de la $1. cap. SIT rezultz c5 aceste solufii sint liniar independente 
pe R ~i deci solufia general2 se afl2 imediat. 

Exem$k. sB se afle solufia general5 a ecuafiei diferenfialz 

y"' - 7y" + 16y' - 12y = 0 

Ecuafia caracteristica 

r3-7y2+ 1 6 ~ -  12=O 

si are rid2cinile Y, = 3 ; r2 = 2 = Y ~ .  i n  acest caz m = 2, 

Funcfiile e3", e2", xe2" formeaz5 un sistem fundamental de solufii pentru 
ecuafia dat2 ~i deci solufia general2 este 

y = C1 e3" + CI  e2' 4- C3z e22 

c) Ecuafia caracteristic5 are r5d5cini complexe. In acest caz are loc 

Teorewzn 2.Y. Dac5 Y, = a + ip este o riidacinil complexii a ecuatiei 
caracteristice k ( r )  = 0, multipl5 de crdinul 9, (eventual sirnplg) atunci ecuafia 
diferenfial2 (25) are solutiile liniar independente 

eaz COS. PX eazsin px 

x em" cos px x ea2 sin px 

uz e sin px e cospx zp-l 

Demonstr@ie. In adeviir, dac5 ecuafia k(r) = 0 cu coeficienfii reali, are 
o riid5cin5 complex5 rl = cc + iP multipl5 de ordinul 9 atunci ~i Y, = a - 
- ip este o r5dacin5 multipl5 de ordinul p a ecuafiei k(r) = 0. Se aratz exact 
ca si in cazul rad5cinilor reale multiple c5 celor doud rildilcini complexe, le 
corespund penrru ecuafia diferenfialg (25) urmgtoarele solufii (funcfii com- 
plexe) 

e(aiiB) x e(a-iP) X 

sau dacii folosim formulele lui Euler, obfinem 

e""(cos $x + i sin px) ; eux(cos PX - i sin px) 

x ea"(cos PX f i sin px) ; x eux(cos px - i sin px) 
.............................................. 
- v ~ - ~  e ax (COS px + i sin Bx) ; xp-l e (COS px - i sin px) 



-%.-ern deci 

L(xk eax cos x + ixb eOLx sin n-) = O ; k = 0 ,  1, .... j - 1 

Dac5 rolosirn tecrerna 4.1. rezult8 c8 funcfiile reale 

cos fix ; xL eax sin$x, k = O , l ,  ..., * - I  

4n t  solufii ale ecuafiei (25). Se aratz c5 aceste solufii sint liniar independente. 

Ezenz$lu I. Sii se afle solufia generals a ecuafiei 

Y" 4- 4y f  + 5 = 0 

fn  acest caz ecuafia caracteristics este 

r 2 + 4 r ; - 5 5 0 .  

, ,,= - 2 - i ;  2eci a =  -2; si are rsd5cini simple (p = 1) Y, = -2 -+ i .  ,, 
3 = 1 si solufia general5 este 

71 = Cl e-ZX cos x + C ,  e-2x sin x 

Exenzplu 2. 

y" + a23, = 0 

f -  ~ c e s t  caz ecua$a caracteristicg este 

si deci r ,  = in ; Y, = -in ; avenl s( = 0 ; 2 = n ~i solufia general8 este 

J J  = C1 cos ax -t CZ sin ax 

Ecrrafia caracteristics atasat5 este , 

r4 + 8y2 + 16 = 0 sau (v2 + 4)'= O 

Rgd5cinile ei sint 

r, = r2 = 2i; r3 = Y* = -2i 

6eci v. = 0 ;  p = 2; 9 = 2. Solufia general5 este 

y = C1 cos 2% + C2 sin 2x + C3x cos 2% + C4x sin 2x  

d) f n  cazul in care ecuafia caracteristic5 k(r) = 0 are si r5dZcini reale 
~i r5dgcini complese, simple sau multiple, atunci solufia general5 a ecuafiei 
diferenfiale (25) se afl8 ?n felul mm5tor: pentru fiecare r8d5cin8 a ecuatiei 
caracteristice construim solufiile corespunz5toare ecuafiei diferenfiale (25) 
zga cum s-a ar8tat in cazurile a), b) ;i c). 



Obfinem in acest mod pentrfi ecuafia diferenfialz (25) n solufii 

4'1, 1;2> ..., Yn 

liniar inclependente pe R ~i deci solutia a generals ?-a fi 

Exenz$lu I. SL? se afle solufia generals a ecuatiei diferenfiale 

Ecuafia carac teristicH 

r4 - 4y3 f 5 y Z  - 4 y  + 4 = 0 

are rgd5cjnile yl = rZ = 2 ;  y3 = i, Y J  = -i ~i deci funcfiile 

= %2"; 3' - x e2* , 2 - $13 = cos x; y4 = sin x 
J d 

formeazs un sistem fundamental de solufii. Solutia general5 este 

y = C,e2" f C2xe3 5 CC3cos x + C4sin x 

Exe~zjdu 2. S5 se afle soiutia general5 a ecuafiei diferenfiale 

y(j) - y(4) f 83"'' - Q3tf' + 1 fjyf - 1 fjy = 0 

Ecuafia caracteristics 

y5 - g4 + 8~~ - 8 y 2  f 1 6 y  - 16 = 0 

are riId5cinlle 

Y ,  = 1 ;  rz = YS = 2 i ;  T 4 =  r5 = -2i 

5i deci funcfiile 

y1 = e2", y2 = sin x, 4'3 = cos x, 

y4 = x cos X, 31j = x sin x 

formeaz5 un sistem fundamental de solufii. Solufia generals es.te 

y = Cl e'" + C2 sin 9; f C3 cos x + C4x cos x f C5 X. sin x. 

$ 5. ECCLZT4I DIFERESTIA3LE LIXIAIIE CU COEFICIENTI 
COXST-ISTI, XEO:PIO GENE 

Sint de forma 

L ( ~ )  = 3'(n) + alv(n-l) 2 , ... + ~ , - ~ > i '  f a,y = f(x) (33j 

unde n,(i = 1, ...; n) sint constante reale iar f este o funcfie real5 deli- 
nit5 si continua pe un interval I c R. 
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Am vzzut c5 solufia general5 a unei astfel de ecuafii este egal5 cu suma 
dintre solufia general5 a ecuafiei omogene L ( y )  = 0 ~i o solufie particular5 
a sa. 

0 solufie particular2 se poate g5si priri metoda variatiei consta~ltelor, 
metod5 care se aplic2 ~i in acest caz. i n  anumite cazuri se poate g5si o 
solufie particular5 printr-un simplu calcul algebric. AIenfion5m fn continuare 
citeva dintre ele. 

a) Funcfia f este un polinom de gradul m, adic5 

f(x) = boxm + bIxm-l + ... + b,, (34) 

Dac5 a,#O ecuafia diferenfials (33) are o solufie particular2 de fornia 

J$ = hhoxrn + hlXrn-l T ' ... + (35) 

coeiicienfii A,(i = 0, 1 ,  ..., m)  determinindu-se prin identificare. fn adevgr, 
d a d  inlocuim solufia (35) in ecuafia 

Y ( ~ )  4- a ~ y  v-l) + ... + an-Iy' + nry = boxm + blxnz:nl-l . . . + b,n 

~i identificsm, obfinem sistemul 

anAz + (nz - 1) an-,Al + ??z(~n - 1 )  a,-,Ao = bo 
. . . . . . .- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . . . . 

care permite aflarea coeficienfilor l o ,  A,, . . . , A,. 
Exei.rzpl14. Sii se afle solufia general5 a ecuafiei diferentiale 

y " + y = x 2 + x  

Solufia particulars este de forma 

inlocuim in ecuafia dat2 si obfinem 

Prin identificare obfinem 

Soiufia general5 a ecuafiei omogene 

y " + y = O  

este y = C ,  cos x + C2 sin x si deci solutia general5 a ec~af ie i  diferenfiale 
date este 

y = Cl cos x + Cz sin x + x2 + x - 2 

b) Functia f este un polinom de gradul m, adic5 

f ( x )  = boxm + b,xm-I -+ .. . + b, 



~i dac5 a, = a,-, = ... = a,-,+, = 0 iar a,-, # 0, atunci ecuafia diferentiala 
(33) are o solufie particular5 de forma 

yp  = xP(hgxm + hlxrn-l + ... + A,) (36) 

coeficienfii h,(i = 0, 1, ... , wz) determinindu-se prin identificare. f n adeviir, 
dacii lu5m ca nou5 funcfie necunoscut5 pe 

= y(P) 

atunci ecuatia (33) devine 

+ n l Z ( n - ~ - ~ )  + ... + a,-,z = boxm + b,xm-l + ... + bm (37) 

Aplicgm rezultatul stabilit la cazul a) ~i deci ecuafia (37) ad,mite o solufie 
particular5 de forma 1 

Zp = v0xm + vlxrn-I + ... + V,, 

Integrind apoi de 9 ori 9i neglijind coiistanta de integrare de fiecare dat5, 
obfinem (36). 

Exemplu. S5 se afle solufia general2 a ecuafiei diferenfiale 

y " + y l = x - 2  

Solutia prrticularg este de forma 

J, = z(ho.2: + hl) 

Dac5 inlocuim in ecuafia data ~i identific5m, obfinem 

deci solufia general5 este 

c) Funcfia f este de forma 

y ( x )  = eax(b,.t."L + b,n."-' + ... + b,) (33) 

Dac5 x nu este rZdScin5 a eccafiei caracteristice k(r) = O atunci ecuafia 
drferen(?a!5 (33) are o solufie particular5 de forma 

Dac5 a este o riid5cin5 multipl5- de ordiiiul p a ecuafiei caracteristice k(r)  =' 0, 
arunci ecuafia diferen-fialg (33) are o solufie particular5 de forma 

_z& = .xp e a x ( h o ~ m  + ~ ~ x ~ - ~  + .. . + A,,) 

Crieficienfii ?.#ti = 0, 1, ..., 1.x) se determing prin identificare. fn  adcviir, in 
acest ciz ecuafia (33) devine 



fn ecuafia (39)' facem schimbarea de variabil5 

y = z e  CLZ 

unde z este noua funcfie necunoscutS $i finem seama de identitatea (30) 
Simplificam cu em ~i obfinem ecuafia 

Dacg aplicgm rezultatele stabilite la punctele a) si b) obf inem rezultatele 
enuntate la acest punct. 

Exem@lzt I. S5 se afle solufia general5 a ecuafiei 

Ecuafia caracteristid este 

r 2 - 1 = O  

si are rSdZicinile rl = 1, r2 = -1, deci a = 2 nu este radacin5 a ecuatiei 
caracteristice. Solutia particular5 este de forma 

yp = 09% + A l )  e2x 

Dac5 inlocuim in ecuafia dat5 si identificam obtinem, 

soluf ia general5 este 

fn acest caz a = 1 este r5d5cin5 a ecuafiei caracteristice. 
Solufia particular5 este de forma 

Dac5 inlocuim in ecuatia dat5 obfinem 

~i deci solufia general5 a ecuafiei considerate este 



d) Funcfia f are una din urmdtoarele dou5 forme: 

f(x) = eax(Coxm + Clxm-I + ... f C,) cos px ; p # 0 
i 

sau 

f (x) = eax(C0xm + C1xm-I + . . . + C,,) sin fix ; P # 0 

Dac5 a + ip nu este r5d5cin5 a ecuafiei caracteristice k(r) = 0 atunci 
ecuafia diferenfial5 (33) are o solufie particular5 de forma 

y, = eU"[Ql(x) cos px f Q2(x) sin px] (40) 

unde Ql(x) si Qz(x) sint polinoame de gradul m ai caror coeficienti se deter- 
min5 prin indentificare. 

Dac5 a + ip este r5d5cin5 multipl5 de ordinul 9 a ecuafiei caracteris- 
tice k(r) = 0, atunci ecuafia diferenfialg (33) are o solufie particular5 de 
forma 

y, = xP eUz[Q1(x) cos px + QZ(x) sin px] (41) 

unde Q,(x) ~i Qz(x) sint polinoame de gradul m ai c5ror coeficienti se deter- 
min5 prin identificare. 

fn adevgr, consider51n ecuafiile diferenfiale 

L(Y) = yen' f a1-Y v-l) + ... + an-lyf + any = eal'(Coxm + ... + C,) cos px 

L(z) = + a l P 1 )  + ... + an-,z' + anz = ea"(C,xm + ... f C,) sin px 

Dac5 finem seama de propriet5file operatorului L si de formula lui Euler, avem 

L(y) + iL(z) = e""(Coxm + CIYn-l + ... + C,) eibx 

sau 

L(y + iz) = "(Coxm + C1xm-l + ... + Cm) 

Aplicind reiultatele stabili te la punctul c) obtinem rezultatele enunfate 
la acest punct. 

Exctnplzt 7. S2 se afle solufia general5 a ecuafiei 

y" - 7y + 6y = sin x 

Ecuafia caracteristicg este 

r 2 - 7 ~ + 6 = O  

$i are rgd5cinile rl = 1 ~i rz = 6. fn  acest caz a = 0 ~i P = 1 deci a + 
+ ip = i nu este r5dgcin5 a ecuafiei caracteristice. Ecuatia diferenfial5 data 
are o solufie particular5 de forma 

y, = A cos x + B sin x 

Scriind c5 y, verific5 ecuafia dat5, obfinem: 

-A cos x - B sin .2: - 7(-A sin x + B cos x) + 6(A cos x + B sin x )  = sin x 



Solufia general5 a ecuafiei date este 

En-entplu 2. Sg  se afle solufia general2 a ecuafiei 

y" + 4y = x sin 2 x  

Ecuafia caracteristicg este 

~i are r5d2cinile rl = 2i;' r2 = -2i. fn acest caz ci = 0 ~i P = 2, deci a + + if3 = 2i; este r5d5cin5 simp15 a ecuafiei caracteristice. Ecuafia difesenfialii 
dat5 are o solufie particular5 de forma 

y, = x [ ( A x  + B) cos 2% + ( C x  + D) sin 2x1 

Scriind c5 yp verific5 ecuatia dat5 7i f5cind indentificarea, obf inem 

x2 X 
yp = - - cos 2% f - sin 2% 

8 16 

Solutia general5 c5utat5 este 

x2 X .  
y = C, cos 2x + C2 sin 2x - - cos 2% $ - sm2x 

8 16 

$ 6. ECUATIA DIFERENTIAL~ -4 LEI EULER 

Este o ecuafie diferenfiai2 liniar5 de forma 

xny(") + alxn-ly(n-l) + ... + a,-,xyl + n,j7 = f ( x )  141) 

uncle at (i = 1, ..., B )  sint ccnstante reale iar f este o funcfie real5, defi- 
nit5 si continu5 pe un interval I c R ;  x # 0. 

Prin schimbarea de s-ariabil5 

1x1 = ef 

ecuafia diferenfial5 (41) se transform2 intr-o ecuafie diferential3 cu coeficienfi 
constanfi. 

f n adevgr, pentru x > 0,  avem 



In general obfinem 

unde @ este o funcfie liniarg. 
Observsm cg: 

si in general 

= (S y - , ... 
dt2 ' dt" "' 

Dac2 inlocuim produsele xy', x2y", x3y"', ..., xny(") in ecuafia diferen- 
tial5 (41) obfinem o ecuafie diferenfials liniarg ~ L I  coeficienfi constantg, 
de fonna 

Folosind rezultatele stabilitc pentru ecuafiile diferenfiale liniare cu 
coeficienfi c~nstanfi, putem gasi solufia general$ a ecuafiei diferenfiale (42) .  
fn solufia general5 a ecuafiei (42) ,  inlocuim pe t = ln x si obfineln solnfia 
generalg a ecuafiei diferenfiale (41). Acelasi rezultat se obfine dac5 x < 0. 

Observn,fia I .  Ecuaf ia diferenfialg (4  1) poate fi integrat5 cHutind direct 
solufii de iorrna I 

OSserva,tin 2. Ecuafia diferenfial5 

(ax $ bjn yen) + nl(ax $- b)"-'y("-l) + ... + a,(ax + b) y' + a,y = f(x) 
b 

unde a, b si a,(; = 1, ..., a)  sint constante reale, poate fi  transformat5 intr-o 
ecuafie difer-enfiala cu coeficienti constanfi dac5 facem schimbarea de variabilH, 

Exenzplzr. S5 se afle solufia general5 a ecuafiei 

Dac5 facem schimbarea de variabili x = et, avem 



si dacg inlocuim in ecuafia dat5, obtinem ecuafia 

a c5rui solufie general5 este 

fn aceast5 solufie inlocuim pe t = In x si obfinem solufia general5 a 
ecuafiei date 

cl (In x)' In x Y(X) = - + Czx3 + 2 ------- + - 
X x X 

PROBLEME 

S2 se integreze ecuafiile urmatoare, folosind solufia particular2 indi- 
cats: 

2 sin x 
1) y " + - y ' + y = O ;  y,=-- 

X x ; ( ~ $ 0 )  

sin x cos x 
R :  y = C1- x f C2- x 

2) y" sin2 x = 2y; yl = c tgx;  R :  y = C2 + (C1 - C2x) ctg x 

2 ctg x .- sin x 
4) y " i - - y l +  y=-- 

X X 9 Y1=- X ( x z  0) 

sin x cos x sin x 
R: y = c l -  + ~ 2 -  +--- lni tg 1 

X x x 

S5 se integreze ecuafiile urmgtoare 

5) y " + y = t g x ;  R:y=C1cosx+C2s inx- -cosx ln  

6) y" + 4y = ctg 2x; 

1 
R: y = C1cos2x + C2sin2x +-sin2xIn I tg2x I 

4 



7) y" + y r - -  2y = cosx  - 3 sin x ;  y(0) t 1; y'(0) = 2 

R :  y = ex + sin x. 

8) y" - y = ch 2x; y(O) = yl(0) = O 

1 1 1 
12: Y = - - e x + - c h x + - s h 2 x  

3 3 6 

13) y(IV) - 16 y = 4 e-" cos 2% 

1 R: y = C1e2" + Cpe-2x + C3 cos 2x + C4 sin 2x-  - e-'$ cos 2x 
20 

15) y"' - 3y" + 3yr - y = n. ex 

1 R: 31 = Cl cos x + C2 sin x +..C3x cos x + C4x sin x - - xS sin x 
8 



1 .  
R: y = C1 cos (In x) + C2 sin (In x) - - sm (2 In x) 

3 

1 
f Cz 

In(x+ 1) ln3(x+ 1) R: y=- 
x f l  

+ 
x f l  x f l  



CAPITOLUL XV 

SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE 

1. CONSIDERATII GENERALE 

Am argtat la 93. cap. XI1 cg studiul unui sistem de ecuafii diferenfiale 
de ordin superior, sub form5 normal5, se poate reduce la studiul unui sistem 
de ordinul intii. Vom considera in continuare numai sisteme de ecuafii dife- 
sentiale de ordinul intii sub forma normalii. 

Y;  = f,(x, y,, yz, ..., y,) (1) 

unde variabila independent5 este x iar funcfiile necunoscute sint 

Funcfiile reale fi (i = 1, ..., w) de argumente x, yl, ..., y, sint definite 
~i continue pe un domeniu D c Rn+l. 

La $4. cap. XI1 am ar5tat cii studiul unei ecuafii diferenfiale de ordinul 
n, sub formii normal5 

yen' = f(x, y, y', ..., y("-l)) (2)  
se poate reduce la studiul unui sistem de n ecuafii diferenfiale de ordinul 
fntii. Se poate afirma c5 in general ~i reciproc este adevgrat : studiul unui 
sistem de ecuafii diferentiale de forma (1) se poate reduce la studiul unei 
ecuafii diferenfiale de forma (2). 
Demonstrgm aceast5 afirmafie in cazul n = 3. Fie dat sistemul 

Derivgm prima ecuatie din (3 ) ,  in raport cu x, 

2f1 ifl , , af, y; = ,- + - y1 j- -- T f ,  
31; 4- -j,; 

6 X  2y1 c? y , c 3'3 



7i dac5 finem seama de sistemul (3), obfinem . 

sau , 

YIA = F2(% Y1, Yz, ~ 3 )  (4) 
Dac5 deriv5m ecuatia (4) 9i tinem seama de sistemul (3) obfinem 

sau 

Din prima ecuatie a sistemului (3) si din ecuafia (4) se pot aila, in general, 
y2 ~i y3 in funcfie de x, yl, y( ~i y,". fnlocuind apoi pe y, si y~ in ecuafia ( 5 )  
obfinem o ecuatie diferen$alii de forma 

y;" = F(x,  y ~ ,  y;, y;) 

Exem+lu. S5 se afle solutia general5 a sistemului 

Deriv5m prima ecuatie : 

Folosim ecuafia a doua gi obtinem: 

de unde 

y = C1 cos x + C2 sin x 

Din prima ecuafie gzsim: 

z = -C, sin x +' C2 cos x. 

$ 2. SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE LIYIARE 

Sfnt -sisteme de ecuafii diferenfiale de forma 

Y: = aml(x) YI + a,z(x) Y Z  + + a,n(x) Yn + fn(x) 
unde functiile reale a,* (coeficienfii sistemului) si f, (terinenii liberif sin$ 
definite qi continue pe un acela$ interval I c R. Pentru a usura scrierea ~i a 
pune mai bine in evident5 ideile, este util s5 adoptjm pentru aceste sistcme 
scrierea matricial;. 
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Dac5 tillem seama de rezultatele generale ale algebrei liniare ~i ale calculului 
cu matrice, sistemul (6) poate fi scris sub forma 

sau 

y' = A(x)y  + f(x) (7) 

Dacri 

fl (s) = fz(x) = ... = fa(%) r 0 pe intervalu1 I, atunci sisternu1 (6) devine 

~i se aumeste sistem omogen. Dac5 folosim scrierea matricial8 sistemul (8) 
se poate pune sub forma 

11.1 continuare ne vom ocupa de sistemele ornogene. 



sinr gz solufii ale sistemlui liniar ~i omogen (9 ) ,  atunci ~i 

c1y.11 + CZYZI -i ..- + C n ~ n l  

1. = clzl + cZzz + ... + c,~. = C I Y I ~  + C Z Y ~ Z  + -.- + C n ~ n z  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Clyln  + C Z Y Z ~  + .." + CnYnn 

este solufie a sistemului ( 9 ) ,  unde C1, Cz,  ..., Cn sint IZ constante reale arbi- 
'Erare. 

.Demonstra!ie. Prin ipotezg, avem 

2: = A ( x ) z l ;  24 = A((x).z~, ..., Z; = A(x j zn  (11) 
dar 

y  = clz;  + czz ;  + . .. + c,z; 

~i dac% finem seama de egalitgtile (11) obfinem 

y  ' = C I A ( x )  zl + C z A  ( x )  2 2  + ... + C n A ( x )  zn 

Tinind seama de regula de inmulfire a unei matricc cn un scalar, avem 

y  ' = A ( x )  ( C ~ z l  + C Z ~ Z  + . -. + C s ~ n ) ,  
adicg 

y  = A ( x ) y ,  
$ teorenla este demonstratii. 

Teorema 2.2. Dac5 sistemul liniar si omogen (9), cn cceficienfii aij funcfii 
reale are o solufie complex% 

z = u ( x )  + iu(x)  ; X E I  

atunci partea real5 u si partea imaginarg v 

h t ,  fiecare in parte, solufii ale sisternului (9). 

De~~zonstra,tie. Prin ipotezii, avem 

z' = A ( x ) z  (1 I f )  
dar 

z' = 26' + iv' ~i A(x)  (u + iv) = A ( % )  2.5 + i A ( x ) u  

Dac5 inlocuim in ( 1  1 I ) ,  obfinem 

u' + iv' = A(%)%& + i A ( x ) v  
de unde deducem 

zt' = A ( x ) u  si v' = A ( x ) u  

~i teorema este demonstratg. 
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Functia y dat5 de (10) este solufie a sistemului (9) si confine .nt constante 
arbitrare. Vom stabili in continuare condifiile pe care trebuie s5 le indepli- 
neascli 12 solufii zl, z,, ..., z, ale sistemului (9) astfel incit orice solufie a 
sistemului (9) sZ se obfin2 din (10) prin particularizarea constantelor C1, Cq* 

C3, ..., C,. 

i n  acest scop este necesarg urmgtoarea 

Dtfi~zi;ie 7 . 7 .  Fie z,, z,, ..., z,; n f~lncfii vectoriale 

definite ~i continue pe intervalul I. 
Spunem c5 aceste ?z funcfii sint liniar independente pe intervalul 1 dac5 

nu exist5 n numere hl, ha, ..., An nu toate nule, astfel incit sg avem 

pentru cirice x E I .  
Dac5 exist5 n numere Ibl, ..., h, nu toate nule astfel incit s5 avem 

pentru orice x E 1, atunci spunem c5 cele rh funcfii sint liniar dependenre 
pe I. 

Teorema 3.7. Dac5 funcfiile vectoriale zl, zg,  .., z, date la (12), definite 
~i continue pe intervalul I c R, sPnt in dependent5 liniar5 pe I atunci deter- 
minnntul 

este nu1 pe intervalul I. 

Dernonstr~iie. Funcfiile zl, z,, . . ., zn fiind presupuse in dependent 5 liniasr 
pe I, exist5 numerele hl, A,, ..., A, nu toate nule, astfel incit 

pentru orice x ~ 1 .  Egalitatea (13) se poate pune sub forma 



Ultima egalitate vectorial5 este echivalentii cu urmiitoarele n egalitgfi 

Deoarece numerele A,, A2, .... & au fost presupuse nu toate nule, sistemul 
algebric (14)  admite pentru orice XE I solufie diferit5 de cea banal5. Conforna 
teoremei lui RouchC determinantul sistemului, care este tocmai tV(x), tre- 
buie sii fie nu1 in fiecare punct x~ I. 

Fie sistemul de ecuafii diferenfiale de ordinul intii 

Y'  = AMY (9) 

in care functiile reale a,,, elementele matricei A(x)  sint definite si continue 
pe intervalul I c R. fn aceste conditii sistemului (8) i se poate aplica teo- 
rema de existent5 ?i unicitate. Se poate determina solufia unic5 a siste~nului 
omogen (9) care satisface condifiile 

unde xo E I iar ylO, ym, .... ymo s h t  numere date. Este evident c?i sistemul (9) 
are solufia 

0 '=(:) 
adicii y, = 0, ye = 0, .... y,, = 0 gi este unica solufie a sistemului (9) care 
satisface conditiile 

.... Teorema 7.3. Dac5 funcfiile vectoriale zl, zz, z, date la (12) sint $2 

solutii liniar independente ale sistemului (9) pe intervalul I 9i dac5 ft~ncfiile 
aij elementele matricei A(x)  stnt continue pe intervalul I, atunci determi- 
nantul W(x)  este diferit de zero pe intervalul I, 

Demonstrafa'e. Presupunem cii determinantul 



se anuleaz2 intr-un punct xo E I. Considerb sisternui algebric de ecuafii 
liniare gi omogene 

Deternlinantul sistemului (17) este nul, deoarece el este tocmai W(xo). i n  
accst caz sistemul (17) adinite solutii diferite de cea banal%. Fie C1, C2, .... C, 
o astfel de solufie ~i deci numerele C1, C2, .... C, nu sint toate nule, cu aju- 
torul lor formam funcfia vectorial5 

sau 

f n  baza teoremei 1.2 deducem c& funcfia y este solutie a sistemului (9). 
DatoritH sistemului (17) deducem cH componentele lui y, adicg yl; yz, .... y,, 
veriiiuH condifiile inifiale 

y1(xo) = 0, y2(xo) = 0, .... Y,(%) = 0 

Rar sing.ura solutie a sistemului (9) care satisface condifiile initiale (16) 
este y = 0 91 deci 

... C1zl + C2z2 + + C,z, = 0 ( 1 9 )  

humerele Cl, C2, .... C, nefiind toate nule, relafia (19) arat2 cH funcfiile 
21, zz,  .... z, sint liniar dependente pe I, fapt care contrazice ipoteza. Deci 
W ( x )  + 0 pe I ~i teorema este demonstratg. 

Observa,tia 1. Dac5 zl, z2, .... z,sint w solufii ale sistemului (9) atunci ele 
sint liniar independente pe I daca si numai &c5 determinantul W ( x )  # 0 
pe I. 

Observniin 2. DaeH determinantul W ( x )  a n solufii zl, z2, .... z, ale siste- 
mului ( 9 )  este nu1 intr-un punct xo E I, atunci el este nu1 pe tot intervalul I .  

Ohst~vnfia 3. Dac2 determinantul W(x)  a n solufii zl, z2, .... z, ale siste- 
mului ( 9 )  este diferit de zero intr-un punct xo€ I, atunci el este diferit de 
zero pe tot intervalul I. 

Dtjfilziiia 7.3. Spunem c2 n solutii zl, z2, .... z,, ale sistemului omogen (9), 
formeazg un sistem fundamental de solutii pe intervalul I dacg ele sint liniar 
independente pe I. 

Din teorema 1.3 rezult% cH dacH zl, z2, .... z,, este un sistem fundamental 
de solufii ale sistemului (9), atunci W ( x )  # 0 pe I. Din observafiile de mai 
sus deducem c5 dacg zl, z2, .... z, sint rz solutii ale sistemului (9 )  cu W(xo) # 0, 
atunci ele formeazs un sistem fundamental de solufii pe intervalul I. 



T e o ~ e m a  3.3. Fie dat sistemul omogen 

unde funcfiile aij, elementele matricei A(A) ,  sint continue pc intervalul I. 
Dac5 z,, z2, ..., z, sfnt n solutii ale sistemului (9 )  ~i dac5 ele formeaz5un sistem 
fundamental de solufii pe intervalul I, atunci solufia general5 a sistemului 
(9) este data de egalitatea 

unde C1, C2, ..., C, sint constante arbitrare. 

Demo~zstm,tie. Cind x E I sistemul (9) satisface condifiilc din teorcnla de 
existent5 ~i unicitate. Deci exist5 si este unica solufia sistemului (9 )  care 
satisface condifiile inifiale : 

atuxci condifiile inifiale (21) pot f i  scrise sub form5 vectorial5 

Pentru a dovedi ca solufia (20)  este solufia general2 a sisternului (9) 
trebuie s5 argtsm c5 putem determina constanteie C1, C2, ..., C,, astfel incft 
condifia (22)  sii fie indeplinit5. Dac5 punem condifia 

:i finem seama de (2.1) obfinem 

de unde obfinem sistemul 

Clyll(x0) + C2y21(xo) + 0 - 0  + Cn_v,1(x0) = 3'10 

C13.'12("0) + C 2 ~ 2 2 ( ~ 0 )  + ... + Cnyn~(x0) = 3 / ~ )  P3) 
.......................................... 
Clyln(xo) + C23'2n(~O) + ..- + CnYnn(~0) = Yno 

Determinant111 sistemului (23) este tocmai IqT(xo) care prin ipotez5 este 
diferit de zero ~i deci sistemul are solufie unic5. Teorema este demonstratii. 

Obser.;a{in I .  Din teorema 3.3 rezult5 cg numgrirul maxim de solutii 
iiniar independente pe I, pentru sistemul (9 ) ,  este egal cu n. 



Observa,tia 2. 'Tot din teorema 3.3 rezults cs problema integrsrii siste- 
melor liniare si omogene (9) se reduce la ggsirea a PZ solufii care s2i formeze un 
slstern fundamental de solufii. 

Exemplz~ .  S5 se afle solufia generals a sistemului 

Dacs eliminsm pe y, obfinem ecuafia 

y: + y1 = 0 

deci 
sin n- 

cos X 

sin n. 
3' = C121 + C2.2 ; (;:) = (-:p,s :) + C' (cos x ) 

T i T ( % )  = 

Obtinem soluf ia generalg 

3'1 = CI cos x $ C2 sin x; 31, = - C1 sin x + C2 cos x 

cos x sin x 

-sin x cos x 

$ 4. SOLUTIA GESERALA A SISTEMULUI y' = A(x)~ -k f(x) 

= l # O  

Fie sistemtzl. de ecuafii diferenfiale de ordinul intii 

unde funcfiile aij (elementele matricei A(x)) ~i f t  (componentele functiei f )  sint 
definite si continue pe un acela~i interval I c R. In aceste condifii are loc 

Teore.ilza 1.4. Solufia generalg a sistemului (7) se obfine adiiugind la 
solufia general5 a sistemulul omogen 

Y '  = A(4.Y (9) 

o solufie particu1a1-5, oarecare, a sistemului neomogen (7). 

De~fro~zstm$ie.  Fie y, o solufie particular5 a sisternului (7) deci 

Facem schimbarea de variabilg 

Y =z-+rz, 
unde 2 este noua funclie (vectorialg) necunoscutii, avem 



sau 

Dac5 tinem seama c5 y, este solutie a sistemului (7) ,  obfinem 

Sistemul y '  = A ( x ) y  (sau z' = A ( x ) z )  sc numeste sistemul omogenatasat 
sistemului neomogen (7).  Dac5 zl, z2, ..., zn este un sistem fundamental de so- 
lufii ale sistemului omogen (9)  atunci solufia general5 a sistemului neomo- 
gen (7)  este 

fn adevgr, dac5 finem seama de definifia solufiei generalc, pentru un 
sistem de ecuafii diferenfiale si dac5 folosim procedeul dat in demonstratia 
teoremei 3.3, rezult5 c5 funcfia data la (24) este solufia general5 a sistemului (7) .  

Din teorema 1.4. rezult5 c5 pentru a afla solufia general5 a sistemului 
neomogen 

este suficient s5 cunoastem un sistem fundamental de solufii ale sistemului 
omogen. 

Y = A ( x ) y  

~i o solufie particular5 a sistemului neomogen (9) .  Aflarea unei solutii parti- 
culare a sistemului neomogen (7)  este o problem5 in general dificil5. Daca 
nu cunoastem o solufie particular5 a sistemului (7)  dar cunoastem solufia 
general5 a sistemului omogen (9)  se poate afla solufia general5 a sistemului 
(7)  prin metoda variatiei constantelor. Vom ar5ta c5 solufia general5 a siste- 
mului (7)  se obfine cu ajutorul acestei metode prin n cuadraturi. Fie zl, z,, ... z, 
un sistem fundamental de solufii ale sistemului omogen (9)  atunci solufia sa 
general5 este 

y. = CC,z1 + C2z2 + ... + C,z, (25) 

Vom cjuta solufia general5 a sistemului neomogen (7)  de aceea~i form5 cu 
solufia general5 (25) a sistemului omogen (9) inlocuind constantele arbitrare 
C1, C" ..., Cn cu funcfii reale derivabile, depinzind de x. Not5m aceste funcfii 
cu C,fx), C2(x) ,  ..., Cn(x).  Prin urmare solutia general5 a sistenlului neomogen 
(7)  o cZut5m de forma 

J = c l ( x )  xi(%) + c ~ ( x )  zz(x) + + CI(x)  i ( x )  = C Ci(x)  zt(fi) (26) 
z=1 

Punem condifia ca y s5 verifice sistemul (7)  ; obfinem 

C Ci ( x )  zi ( x )  + C C, ( x )  zi ( x )  = A ( n )  C C,(x) z, ( x )  + f ( x )  

sau 



sau 
n n 

C C,l ( x )  zi ( x )  + Ci ( x )  [zi' ( x )  -A ( x )  z, ( x ) ]  = f ( x )  
$=I  s=l 

(26) 

Deoarece zl, z2, ..., zn sint solufii ale sistemului omogen (9) avem 

zl - A ( x )  zi = 0 ;  i = 1, 2,  ..., vz 
si din (26) obfinem 

n C c; ( x )  z ~ ( x )  = f ( x )  
z = 1  

sau 

C;(.)Z~(X) + Cizz(x) + . a .  + CL(x) z,(x) = f ( x )  

Dac5 finem seama de notafiile fkute,  avem 

de unde obtinern sistemul 

c ; ( x )  y l l (x )  + C;(x) Y 2 1 ( ~ )  + + C;(X) Y n l ( ~ )  = f l ( 4  
G ( x )  y ~ z ( x )  + ck(x)  ~ 2 2 ( ~ )  + .a. + G(x) Y , Z ( X )  = fz(x) P7) 
.................................................. 

C:(x) 3 / l n ( ~ )  + Ck(x) y2n(x) 4 + Ck(x) ~ n n ( x )  = fn(x) 

Determinantul sistemului (27) este W ( x )  care prin ipotezg este diferit 
de zero pe I ~i deci sistemul are solufie unicg. 
Fie 

aceast5 solufie. Obfinem atunci 

unde Kl ,  K2, ..., K, sint n constante arbitrare. Dacg revenim la (25) obtinem 
solufia general5 a sistemului (7)  



unde 

Exemplu. Sii se afle solufia general5 a sistemulul; 

dy1 -- dz?, - y z ;  -- 
1 

- -y1+ - 
dx dx cos x 

fn  acest caz 

cos x sin x 

-s~n x cos x 
COS X 

sistemul (27) devine 

Ci(x) cos x f C;(x) sin x = 0 
sin x 

1 , c ; ( x ) = - -  ; cg~p = n 
- C;(x) sin x + C4(z) coa n- = - cos x 

cos A' 

deci 
Cljs) = In / cos x 1 f K1 ; C 2 ( x )  = -2. + I<? 

cos x sin x ( ' ' ) = ( l < , + ~ n ~ c o s s ~ ) . (  ye -sm . x ) + ( K 2 + + ) . (  1 
COS X 

deci 
yl(x) = K1 cos N + K2 sin x f cos x . In / cos x j + n- sin x 

yz(x) = - KI sin Y + K2 cos x - sin x ln I css x I f x cos a 

$ 5. SiSTEllIE DE ECUATII DIFERENTIALE EIXIARE 
C T  COEFICIERTI CONSTANTI $1 OXOGEX P 

Un sistem de forma 
3'5 = a;1y1 f y,,jl, + ... f alnjqn 
?I' - ,.z - azlyl f nz,y2 +- . . . + aznyn 



u ~ d e  nil s i ~ t  constante reale, se numegte sistem de ?z ecuafii diferenfiale liniare 
cu $2 necunnscute, cu coeficienfi constanti, omogen. Dac5 reducem studiul 
sistemului (28) la studiul unei ecuafii difcrentiale de ordinul n se vede c& se 
obfirke o ecuafie liniarg cu coeficienti constanfi. Este deci firesc s5 c5ut5m 
solu$iile sistemului (28) de forma 

y1 = al erx ; y2 = a2 erX, .... yn = a, erZ (29) 
unde al, crz, .... xn $i r sint constante. Dac5 punem condifia ca sistemul (28) 
s5 aib5 o soluf-ie de forma (29) obtinem, in urma simplificgrii cu erX, un sistem 
algebric omogen cu necuno:cutele crl, a2, .... a,: 

S e  intereseaz5 soluiiile nebanale ale sistemului (30). Din teorema lui 
Ficuchi. rezult5 c5 sistemul (30) admite solufii diferite de cea banal5 dac5 $i 
numai dac5 determinantul siste~nului (30) este zero: 

1 a - a ..... a,. 

Dfy)  = / a21 

I , (31) ........................ 
l an1 an2 , --., an, --y 

E c ~ a t i a  D ( Y )  = 0 se numegte ecuafia caracteristicg a sistemului (28). 
fn afsra dete.-minantului D(y) consider5m gi matricea M ( Y )  format5 din ace- 
lea$ elemenle 

... a11 - 7 ax, al, \ 

... ' a.1 an2 an, - Y 1 
Ecuafia caracteristic5 (31), D(Y) = 0 ,  este o ecuatie de gradul n in r.  

fn leg5turS cu r5dLicinile ecuafiei caracteristice (31) considergm dou5 cazuri: 
a) Ecuaf-ia caracteristicg D(r)  = 0 are toate r5dgcinile distincte. Fie 

rl, r2, ..., Y,, aceste rSd5cini ~i deci D(yi) = 0,  i = 1 ,  2, ..., m. In acest caz cel 
pufin unul dintre minorii de ordinul n-1 ai determinantului D(Y,) este diferit 
de zero. i n  adevgr, deoarece ri este rgdgcin5 simp15 a ecuafiei (31), avem 
D1(r,) # 0.  Dar 

... 1 a 2 ~  - aZ2 ... azn I 1 all - y als aln I 



Dac2 inlocuim pe Y cu Y, in (33) ~i finem cont c5 D'(Y,) # 0 rezult5 c5 
cel putin unul dintre determinanfii, de ordinul n - 1, care apar in membrul 
drept a1 egalitgfii (33) este diferit de zero. Revenim la sistemul (30) unde 
inlocuim pe rind pe Y cu r,(i = 1, .... n). Obfinem in acest fel n sisteme. XotZm 

.... cu ail, ai2, a,, necunoscutele sistemtllui (30) corespunzritoare lui r = Y,. 
Obfinem 

Determinantul sistemului (34) este D(r,) = 0 ~i deci sistemul admite 
solutii diferite de cea banal% Din cele demonstrate mai sus rezultii c5 rangul 
matricei &f(r,), format5 cu coeficienfii sistemului (34), este egal cu n - 1. 
Prin urmare necunoscutele sistemului (34), ail, ai2, .... a,,, se determin5 in 
afara unui coeficient de proporfionalitate, pe care il notrim cu Ai ~i deci 

I 

.... ail = Aakil, ~ $ 2  = Aika2, gin =,Atkin 

Dacri lu5m A, = 1, riidgcinii r = r, ii corespunde solufia particular5 a siste- 
mului (28) 

Solufiile 2, ( i  = 1, .., a)  sint liniar independente pe R si dac5 folosim 
scrierea vectorialg, solufia general5 a sistemului (28) este 

Dac5 ecuatia caracteristicg D(r)  = 0 admite o radiicin5 simp15 si complexz 
1.1 = a + ip, atunci ea admite si r5d5cina r2 = sr - iP. Solufiile sistemului 
(28) corespunziitoare celor dou5 r5dHcini complexe vor fi 



unde coeficienfii klj ~i kzi ( j  = 1, ., ., a) sint numere complexe conjugate : 

Solufia z, a sistemului (28) ,  devine 

Z l l  cos px - 121 sin px. Lll  sin px + Z 2 ,  cos PX 
L12 cos px - Lz2 sin px 112 sin px + 122 cos Bx 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . 

Lln cos fix - Z 2 ,  sin 13% Lln sin px + Z z n  cos PX 
Dzc5 notgm zl = Y1 + iZ2 ~i aplicgm teorema 2.2 rezultg c5 '?, gi Y2 sint solu- 
tiile reale ale sistemului (28). Acelasi rezultat se obfine dacg lucrzm cu G. 

b) Ecuafia caracteristica D(r )  = 0 are si radacini multiple. 
Fie r ,  o rgdgcina multipla de ordinul9 a ecuafiei caracteristice (31).  fn acest 
caz DrP)(rl) f 0 .  Un rationament asemgnator cu cel de la cazul a) ne duce 
la concluzia cH printre minorii de ordinul n - 9 ai determinantului- D(r l )  
cel pufin unu este diferit de zero. DacS notgm cu m rangul matricei l l l ( r l )  
atunci deducem c5 m > ?z - 9. Sistemul de ecuafii (30),  unde Y = r,  are 
m ecuafii independente ~i deci ?z - n z  necunoscute rgmin arbitrare. Fie 

Celelalte ~ + z  necunoscute ale sistemului (30) se exprima liniar funcfie de 
Cl, cz, c n - ,  : 

aj  = kljCl + kzjC2 + ... + kn-m,jCn-m; ( j  = n - m + 1, ..., 72) 

DacZ luZm C, = 1 pentru i ---- 1, 2, ..., $2 - wz, iar Cj = 0 pentru j # i obfi- 
nem pentru sistemul de ecnafii diferenfiale (28) ,  urmatoarele n - ? j z  solutii: 

Se vede imediat c5 aceste n - m solufii sint liniar independente. ' 

Dacg m = n - p, adica rangul matricei M(r,)  are valoarea minim& obfi- 
nem pentru sistemul (28) un numgr de solutii liniar independente egal cu 
p(ordinu1 de multiplicitate a1 rgdgcinii Y,) .  f n  acest caz se obfin toate solu- 
fiile corespunziitoare acestei rgdgcini. Daca m n - p, numHrul .az - m 
de solufii obfinute prin metoda de mai sus va fi mai mic decit P(ordinu1 de 
multiplicitate a1 radacinii r l ) .  Pentru a gasi toate solutiile corespunzStoare 



lui vl, c5utZm p ~ n t r u  sistemul (28) solufii sub form,? de combinatii liniare 
ale funcfiilor 

erlx, x erlx, .. ., xP-I erlx 

adic5 de forma 

uncle Pl (x ) ,  Pz(.?;), ..., P,(x) sint polinoame de gradul p - 1 ai c5ror cocfi 
cienfi se determing prin identificare. 

.. 
Exemplzcl 7. S5  se af!e solufia general5 a sistemului 

~i deci rHd5cinile ecuafiei sint rl = 2, r2 = 3, r3 = 6. 
In cazul rl = 2,  sistemul algebric (30), divine 

9.'; = 3% - ye + y3 

y' - - z - Y i  f 5yz-3)3 

y; = 4'1 - y 2 + 3y3 

f n  acest caz ecuafia caracteristicg este 

a1 - a2 + a3 = 0 

qi putem lua a1 = 1, ap = 0 ,  ag = - 1 

fn cazul r, = 3, sistemul (30) devine 

- a z + u 3 = O  

3 - r  -1 1 

-1 5 - r  -1 

1 -1 3 -1 .  

- a1 + 2uz - as = 0 

a1 - as = 0 

~i putem lua xi = 1, a, = 1, a3 = 1 .  

fn cazul r3 = 6 sistemul (30) dcvine 

- 3al - a2 + U Q  = 0 

= O s a u ( ~ - 2 ) ( r - - 3 ) ( r - - 6 ) = O  

U l  - ue - 3x3 = 0 

-7i putem lua al = 1, x2 = -2, ag = 1. 



Obtinem in acest fel trei solufii ale sistemului considelat 

~i deci solufia generalg este 

sau 

Exe~~z$luZ 2. Sg se afle solufia general5 a sistemului 

y; = 3y1 - ,'3 Z - 2 ~ 3  

fn acest caz ecuafia caracteristic5 este 

r3 - 2r2 + 27 = 0 

si are rgdgcinile rl = 0, r2 = 1 + i, r3 = 1 - i. 

Dacg inlocuim pe rl = 0 in sistemul (30), obtinem 

.. 1 1 
Putem lua cv., = -, az = - - ; a3 = 1. 

2 2 

Dac% inlocuim r2 = 1 + i in sistemul (30), obfinem 

(-3 - i)al + 2a2 + 2a3 = 0 

-lOal + (5 - i)a2 + 8a3 = 0 

Putem lua a, = - 1 + i; az = -2i; a3 = i ~i atunci 
- l + i  

Q = e(1+i)x [ 2 : )  = ex(cos x + i sin x) 

-cos x - sin x cos x - sin x 
= e x (  

- sin x cos x , 



Avem 

si deci solutia general5 a sistemului este 

3' = c1z1 + C2T2 + C3T3 
sau 

C1 yl = - + C2 ex (-cos x - sin A )  + Cg eZ (cosx - sin x) 

C, y2 = - - - 2Cz ex ccs x - 2C3 ex sin n: 
2 

3'3 = C1 - C2 ex sinx + C3 ex cos x 
/ 

ExemPZuZ 3. S5 se afle solufia general5 a sistemului 

fn acest caz ecuafia caracteristie5 (31) este 

Dacg inlocuim pe rl in sistemul (30) obtinem 

~i putem lua ul = az = a3 = 1. 
R5d5cina rz = - 1 este dub15 pentru ecuafia caracteristic5 D(r) = 0. 

fn  acest exemplu PZ = 3, p = 2 ~i evident vz = 1 (rangul matricei M(r,)).  
Dac5 fnlocuim rZ in sistemul (30) obfinem trei ecuafii identice 

D c 5  lugm az = - 1 ~i u3 = 0 obfinem al = 1. D a d  lu5m a2 = 0 si a8 = - 1 
obfinem otl = 1. Avem deci solufiile 



~i deci solufia general5, scris5 vectorial, este 

y = Clzl + Czzz + C3z3 

sau 

y1 = C1 ezZ + C, e-x $- C3 

y2 = C1 eZx - C2 e-z 

y3 = C1 eZx - C3 e-z 

Exemplzd 4. S5 se afle solufia generals a ssitemului 

YI = - y1 + 3'2 

y; = - yz + 433 

3.'; = y1 - 4y3 

fn acest caz ecuafia caracteristicg (31) este 

1-1 -r 1 
O I 

-1 -r 4 1 = -r(v + 3)' = O;, Y, = O ;  

0 -4 -Yl 

Dac5 inlocuim pe rl in sistemul (30) obfinem 

yi putem lua 

al = 4 ;  u z = 4 ;  a3 = 1 

Rzdzcina r, = -3 este dub15 pentru ecuafia caracteristicz D(r) = 0. 
Avem 

~i se vede imediat c5 m = 2 (rangul matricei M(-3)). fn acest caz, c5ut5m 
pentru sistemul dat solufii de forma 

Dac5 inlocuim pe yl, y,, y3 in sistemul dat ~i simplificgm cu e-3Z obfinem 

-3A1 - 3A2-2: + A2 + A l  + Azx - B1 - B2x = 0 

-3B1 - 3B2x + B2 + Bl + Bzx - 4C1 - 4Czx = 0 

-3C1 - 3C2x + C2 + 4C1 + 4C2x - Al  - = 0 



Prin identificare obfinem 

fn sistemul a1 doilea putem lua AZ = 1 ; Bz = - 2 ;  CZ = 1. fnlocuim 
aceste valori in primul sistem si putern lua Al = 1, B1 = - 1 ,  C1 = 0. 
,4m obtinut in acest fel, pentru sistemul dat urm5toarele solutii: 

& 

x e-3% 

Solutia generalg, scris5 vectorial, este 

sau 

$ 6. STUDIUL SISTEIIIELOR CU AJUTORUL 
FUNCTIILOR DE MATRICE 

Siruri ~i serii de matrice 

Not5m cu mulfimea matricelor pstratice de ordinul n, cu elemente 
reale sau complexe. Se verifics imediat c2 n/9, este un spafiu liniar (vectorial) 
fafg de operafiile obisnuite de adunare a matricelor si de inmulfire a unei 
matrice cu un scalar (real sau complex). 

Fie A E M , ;  E E ? ~ ~ ;  OEM,; 

" 6 1  a12 ..- a1, 
A = 1 a22 -.- azn 1 = rG6.) ; 

............ 
. anl an2 ... a,, 

0 ... 0 

E = (" - 1 = (i2.l matricea unitate . . . . . . . .  
0 0 ... 

/o 0 ... 0 ,  



Defiwijie 1.6. Prin norma unei matrice A E M ,  7i o notam cu 1 1  All, 
intelegem numiirul real dat de egalitatea 

Norma introdusi pe A4, verificg proprietsfile generale ale unei norme. 
In adevsr, are loc 

Teorema 1.6. Dac5 A ~i B E M ,  atunci au loc 

1) I \ A l \ > O ; l i A  l i = O e A = O € A f n  

2 )  I! hA 11 = 1 h  1 / I  A  (1; h scalar (real rau complex) 

5 )  I 1  AB I 1  < I 1  '4 I 1  I 1  B  I 1  
Demonstra,tie 

1 )  Rezultg imediat din definitia norrnei 

= I 1  A  I 1  + I 1  B I /  
4) Rezult5 imediat 

Daci fn inegalitatea (35) lu5m = 6 ,  atunci / \A2  1 )  < 11 A j j 2 .  Se arat5 
irnediat, prin indgcfie, c5 

/ /  A* /; < 1 ;  A /I" (V) : n ~  N (36) 

Fie (A(E))k un Sir de matrice din M ,  si A  

Ack) = (a!:)) ; A  = (atl)  

Definilie 2.6. Spnnem c i  jirul de matrice este convergent gi 
are limita A ,  dac5 

411 acest caz scriem lim A ('") = A 
k - t m  



Defiqziiie 3.6. Spunem cZ seria de matrice 

este convergent5 ~i are suma A ,  dac5 sirul sumelor parfiale 

este convergent si are limita A .  fn acest caz scriem 

Definifie 4.6. Spunern c5 seria de matrice (37) este absolut convergent5 
dac5 seria numeric5 

este convergentg. 

Teorenzn 2.6. Dac5 seria de matrice (37) este absolut convergent5 ea 
este conv6rgentH. 

Dewzo~zstratie. Din inegalitatea 4 )  dat5 de teorema 1.6. rezult5 I . . 
la!;) 1 < \\A(') 11; (V) k € N  si (V) z , j  = 1, 2, ..., n. 

Dar convergenfa seriei numerice (38) atrage dupH sine convergenfa seriilor 

Deci fiecare serie C aR) (i, j = 1, 2,  ..., n) este convergent5 si dac5 tinem 
k = O  

seama de definifia datg convergenfei unei serii de matrice, rezult5 conver- 
genfa seriei (37) 

Exponentiala unei matrice 

Fie A o matrice oarecare pHtraticg, de ordinul n cu elemente reale sau 
complexe. Consider5m seria de matrice 

ArHt5m cH seria (39) este convergent% fn adevgr, dac5 finem seama de inega- 
litatea (36) avem 



lak 
Seria numeric5 C - , este convergent5 (V) a E R, in particular $i seria 

k = O  k !  
numeric5 . 

este convergent5. Prin simpla aplicare a teoremei 2.6. deducem c5 seria (39) 
este convergent5 oricare ar fi A E~U,. 

Defini,tie 5.6. Suma seriei (39) se noteaz5 cu eA ~i se nume~te exponen- 
fiala matricei A ,  deci 

0bserva;ie. Dac5 matricea A are toate elementele reale, atunci matricea 
8 are toate elementele reale. 

Proprietatile exponentialei 

1) Se vede imediat c5 e0 = E, eE = eE; (0 ~i E E M,). 

2) Slatricea A E 134, (fixat5) poate fi inmulfitg cu un numgr real x ,  
deoarece fiecare element a1 matricei 

este o serie de puteri convergent5 pe toat5 axa real& 
Dac5 tinem seama de proprietgtile seriilor de puteri si de definifia deri- 

vatei unei matrice [dac5 A(x) = (aij(x)), atunci A1(x) = (aaj(x))] rezultg 
cii funcf ia matricial5 . 

X--, eAZ; X E R  

este derivabili ~i avem 

Se arat5 imediat, prin inducfie c5 au loc egalit5file 

(eAz)(m) = AmeAx = eAxAm ; m (41) 

3) Fie matricea A E M ,  (fixat5) si dou5 numere reale xl ~i x2 atunc i 



Dacri dezvolt5rn funcfia eA" in serie Taylor in jurul punctului xl obfinem 

fnlocuind pe x - xl cu xz obfinem 

eA(xl+x,) = eAx,eAxz 

4) Peiltru orice matrice A E ill,, matricea eA este nesingular5, ~i are loc 
egalitatea (eA)-l = e-A 
Aceastg proprietate rezultH imediat dac2 in egalitatea (42) lu5m xl = 1 si 
xe = - 1. Avem: 

eAe-A = eO = E $i la fel e-AeA = e0 = E. 

Deci 

5) Fie A E M, si B E M, o matrice nesingularii (det. B # 0 ) ,  atunci 
are loc egalitatea 

B - ~ ~ A B  = eB-lAB (43) 

Dac2 A1, ,4, ~i B E  M ,  iar B este o matrice nesingularz, atunci avem 
I 

B-'(A1AZ)B = (B-lA1B) (B-'A@ (44) 

Din egalitatea (44), pentru Al = AP.  obfinem 

BY1A% = (23-'A B)2 

:i in general, se deduce prin induckie, are loc egalitatea 

B-lABB = (B-'A R)B, k E N (45) 

Folosind ultima egalitate obfinem 

(B-'A B)' = B-'A 'B 
eB-'"B = 5 k !  

I 
\ 

h=O k !  I 
I 

Solufia general5 a unui sistem de ecuafii diferentiale Iiniare cu coeficien$ 
constanti ~i ornogeni 

Fie dat sistemul 

2'; = anlyt + alL24'2 + ... 4 cnnjrn 

5i condifiile inifiale 



dac5 considergin matricele 

A = ...........= 
an1 an~...@,an Yn 

atunci sistemul (46) ~i condifiile inifiale (47) se scriu prescurtat 

:L*' = Ay ; respectiv y (x,) = yo 

Teorema 3.6. Funcfia . ,. 
y ( ~ )  = e~(x-xo)~y~ - (48) 

este soluf-ia sistemului (46) care satisface condifiile initiale (47). 

Demotzstra$ie. In adevilr, din 

y r  = i l y  
rezult5 

y" = = A2y 
si fn general 

y(k) = AkY 

dac5 finem seama de condifia y(xo) = yo, deducem 

y(lc)(xo) = Aky  (xo) = Akyo 

~i scriind dezvoltarea Pn serie Taylor a lui y Pn jurul punctulul xo, avem 

adic 5 
Y ( X )  = &(~-XO) YO 

Dac? finem seama de proprietatea 1, avem 

deci funcfia y(x)  datg la (48) este soluf ie a sistemului (46) ~i ea satisface con- 
difiile initiale date. 

Observaj5e. Dac5 considergm matricea 

unde C1, Cz, . . ., C, sint constante reale ~i arbitrare atunci sdufia generalg, 
sub form5 matricialg, a sistemului (46) este 
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Pentru x = 0 obfinem y(0) = e°C = EC = C gi deci 

y(x) = eAxj(0) 

Teorema 4.6. Fie A,  B EM%, dou5 matrici cu toate elernentele reale cu 
proprietatea c5 A B  = BA, atunci b 

,A+B - - eAeB 

De?~zo~zstra~ie. Din condifia A B  = BA rezult5 

deci B permut5 EU A', 
Rezulta imediat, prin inducfie, c5 AkB = BAk gi deci 

In acest fel am dedus c5 funcfia F este solufie a sistemului 

Y' = ( A  + B)  3' 

Din observafia precedent5 rezultii c5 

dar FfO) = E - EE = 0 gi deci F(x) = 0 ;  (V) X E  R, in particular 
, 

F(l )  = 0, deci eA+" = eAeB . 
CaIculul matricei eA 

Se pune problema calcul5rii matricei eA. Calculul pe baza definifiei este, 
in general, destul de dificil. Folosind unele rezultate din algebra liniar5 vom 
ar5ta c% aflarea matricei eA revine la efectuarea unor operafiuni algebrice. 

Dac% B este o matrice p5tratic5 de ordinul n cu toate elementele reale 
~i nesingular5 (det. B # 0) am ar5tat c5 are loc egalitatea 

de unde obfinem 

Vom c5uta rnatricea B astfel incit matricea 
. . 

eB-'AB 

s5 aib5 o form5 cit mai simpl5. 



... 
Amintim c3 valorile proprii ale rnatricei A sint date de ecuafia 

det(A - Y E )  = 0 

fn leggturg cu valorile proprii ale matricei A distingem dou2 cazuri 

a) data hatricea k are valorile proprii distincte, exist2 o " .  rnatrice B 
nesingulax-2 astfel ca matricea 

B-lB B = -4" (notafie) 

Pentru prescurtarea scrierii, folosini notafia 

h e m ,  evident 
v:: 0 ... 

Deci solufia y(x) este, in acest caz, datg de egalitatea 

v(X) = eA(x-xO) - BeB-'AB(x-xo)B-lY(X 
2 Y - 0) = 

.. - - Be'*(~-",)B-ly(xo) = B[e'l("-xo), e'P(~-~J, ., e*n(z-ze)] B-ly(%) = 

.... b) Dacg matricea d are valorile proprii rl, rz, Y, multiple, respectiv 
de ordinul nl, a,, .... n ,  ; (n, + l t 2  + ... + n, = 1%) atunci, dacg matricea 

B-'AB = A *  



are form5 cmic% Jordan 

xmde fiecare matrice J,(k = 1, 2, .... s) este de ordinul n, ~i are_forma 

atunci poced2m in felul urmiitor 
.... Orice celul2 Jordan Jk (k = 1, 2, s) se scrie 

uhde E, este matricea unitate de ordinul n,, iar 

este o matrice tot de ordinul n, ~i are toate elementele 

a,, ,+, = 1 ; ( r  = 1 ,  2,  .... nk - 1) iar celelalte egale cu zero. 

IIai observzm c2 suma si produsul a dou2 matrice diagonale de forma 

sint matrice de aceeasi form2 
(t :) 

dac% A ~i Al respectiv B ~i Bl sint matrice de acelasi ordin. 
Din aceast5 ultim5 observatie rezultii 



- Deoarece E, gi I ,  sint permutabile, avem 

Pentru a calcula rnatricea eA*(z-xo) este deci suficient s% calculiim ma- 
trices eJh(x-~o). Printr-un calcul simplu obtinem 

/ o  0 1 0 ... 0 

care scris5 sub form5 dezvoltats, devine 

I;= 

/. x-x, (x-A%)2 (X- 

o . . :  . . . . . . . . . . .  0 1 

\o 0  0  ... 0  o/ 

0 0 0  I . . .  0 
................ 
0 0  0  ... 0  1 

... 0  0  0 0  0  

DacH notHm f ( ~ )  = ey("-x~), atunci formula (50) devine 

*..' 

Xatricea eA*("-"*) poate fi considerat5 ca o sum5 a s matrice care se 
obfin din formula (49) dacg se lasii neschimbat5 rnatricea elh-(x-re) [in locul 
pe care-l owp5 PII matrice) iar ceilalfi termeni se fnlocuiesc cu zerb. , 
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Cu aceastg convenfie, obf inem 
. . 

Si dacg finem seama cg 

Y ( X )  = B eA*+ x ~ )  3-'y(xo) 

obfinem solufia sistemului. 

Exemplul 1. 

Sg se afle solufia sistemului 

Ecuafia caracteristicg ' D(r) = ! = 0 are douii rsdiicini reale 
2-79  

~i distincte rl = 6 ; r, = 1 
I -  

f n- acest-caz avem 

si atunci, dacg tinem seama de rezultatul stabilit la cazul a), avern 

de unde' obf inem 

yl(x)  = 4e62 - 2ex; yz(x)  = e6Z + 2e2 

Exemplztl 2. SB se afle solutia sistemului 

are trei rgd5cini reale gi egale (rl = r2 = r3 = 1 )  
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Ecuatia caracteristicg 

D(r)= 

1 - r  -3 3 1 
- 2  -6-r 13 / = o  

I - 1 -4 8 - Y ,  



f n  acest caz avem 
3 6 13 \ 

Pentru a calcula e4*(~-1) folosim rezultatul stabilit la cazul b). Considergm 
funcfia 

f ( y )  = er(x-l), avem fl(r) = (x - 1) er('-') ; 

fp'(Y) = (x - e'(z-l) 

~i deci, pe baza forrnulei (51), obfinem 

Solufia cgutatii este 

PROBLEME 

S5 se integreze sistemele um5toare: 

1. y; = 2y1 + T2; = 4'1 4- 24'2 ; 3'1(0) = 1 ; yz(0) = 3 
R: y1 = 2e3' - ex; yz = 2e3" + ex 



R: y l = C 1  c o s x + C z  s i n x + s h x ;  

yz = C1 sin x - C2 cos x + sh x. 

4- Y;  = yz + x ;  31; = y1 + ex; yl(0) = 1 ;  yz(0) = O 

1 1 
R:y1=--(3ex+5e-Z)+-xeZ- 1 

4 2 

5 yz = - (ex - 1 
e-') f - x ex - x 

4 2 

m 42 4% 992 JZ 
2 x + Cz sin- 

2 + e - 7  (C3cosT x +  

+ C4 sin - 
- 

2 

9% JZ w 4Z 
nz 4z 

Yz= e * %(Cl sin x - c2 cos - 2 .) + 
m JZ + e- *(c4cos x - c3 sin - 2 

6. ,$= 6 ~ 1  - 123'2 -YJ;  ~ ; = Y I  - 3 ~ 2 - ~ 3 ;  ~4 = - 4 ~ ~ +  12yz + 3 ~ 7 ~  

R: y l =  2Clex+ 7Cze2*+ 3C3e* 

yz = Cl ex + 3Co eZz + C3 e3.2 

y3 = - 2Cl ex - 8Cz e2" - 3C3 e3" 

4. Y: = 4yl-  3yz; y;; = 3y1 + 4J'z 
R: y, = e4=(C1 cos 3% + Cz sin 3x); 

y2 = e"(-C1 sin 3% + C2 cos 3%) 

8. y: = y1- y,; y;. = y1; 3'; = 3'1 - yz 

R:  jtl = Clex f Cz-cos x + C3 sin x 

y, = Cl ex - Cz sin x + C3 cos x 

_213 = Cz(cos x + sin x) + C3(sin x - cos x) 



$I2 v,= - 9: Y; = - 15y1 - 6yz + 1 6 ~ ~ ;  _ ' 15yi A 7y2 4- lays; 

y; = - 19y, - ~ Y Z  + 2 1 ~ 3  

R: y1 = 2Cle-" + 2(4C3 + C2) cos x - 2(4C2 - C3) sin x 

y2 = - 2Clex + 3(5C2 + 3C3) cos x + 3(5C3 - 3C2) sin x 

313 = Cle-z + (7C3 + I 1 C3) cos x + (7C3 - 1 l C2) sin x 

12. xy; - y2 = 0 ; x y i +  ?)I = 0 ; (X #O) yl(l) = 2; yz(l)  = 1 

(Dac5 se face schimbarea de variabil2 I x I = et se obfine un sistem cu 
. coeficienf i constant i) 

R:  yl = 2 cos(1n I x I) + sin (In I x 1 )  
jr2 = - 2 sin (In 1 x 1 )  + cos (In / x 1 )  



CAPITOLUL XVI 

INTEGRALE PRIME 

8 1.  CONSIDERATII GESERALE 

Fie dat sistemul de ecuatii diferenfiale 

Y: = fl(% 5'1, y2, .-., Y?&) 

YL = f 2 ( ~ ,  YI, ~ 2 ,  .-., y n )  

unde funcfiile reale f,(i = 1, 2, ..., n) sint definite si continue pe un domeniu 
aft D c Rn+l iar derivatele parfiale - (i, j = 1, 2,  . .., 12) exist% qi sint continue 
ay, 

pe D. 

Definijie 7.7. 0 functie F: D c Rn+' -+ R se nume~tc integral5 prim5 
l 

a sistemului de ecuatie diferentiale (1) dacz pentru orice solufic 

a sistemului (I) ,  functia @: 1 4  R definitg prin I 
este constant5 pe I. I 

Obsrrvajie. Valoarea constantei depinde de solutie. Teorema care urrneazz 
are o importanf5 deosebit5 deoarece permite verificarea faptului c2 o funcfic 
este integral5 prim5 f5r5 G fie necesar5 cunoa~terea solutiei sistemului. 

Teoremn 1.7: Conditia necesarg si suficienta ca funcfia F: D c Rn-I -t R, 
cu derivate partiale continue pe D, s5 fie integrals prim5 a sistemului (1)  
este ca En oriee punct ( x ,  yl,, yz, ..., y n ) € D  s5 aib5 loc egalitatea 



Llci~zonstva,tie. SZ demonstr5m necesitatea condifiei. Fie 

Din tcorema de existent5 si unicitatea pentru sisteme ale ecuafii diferenfiale 
stim c5 exist5 o solufie a sistemulul (1) 

YI = TI(")) ~2 = (PZ(X), ..-, 3/(r = Y ~ ( X ) °  ~ E I  

astfcl incit 

3'10 = 'P~(xo) ,  Yzo = qz(xo), ..., y& = qn(xe) 

Deoarece F este integral5 prim5 a sistemului (1); atunci 

este coastant5, deci are derivata nulii. Dar F are dcrivafe partiaIe continue 
~i deci derivata poate fi calculat5 cu ajutorul teoremei de derivare a funcfiilor 
compuse, obfinem 

Tinind seama cii ql, pz, ..., cp, este solufie a sistemului ( I )  obfinem 

~i dcoarece punctul (xo, ylo, yzo, ..., yno) este arbitrar fn D nmesitatea condi- 
tiei este demonstra t8. 

Sii demonstrjm suficienfa condifiei. Presupunem i% F satisface egali- 
tatca (2) si dac5 ql, p2, ..., cpn este o solufie a sistemului {I),  avem 

deci F(.t-, gl(x), ..., ~ ~ ( x ) )  este constant% 

Teorema 2.7. Fie F1, F2, . . ., F,; n integrale prime ale sistemului de ecua- 
f ii diferentiale (1). Presupune.m : 

1) functiile F, ; (i = 1, 2, ..., n) admit derivate partiale de ordinul Pntii 
continue pe D. 

2) determinatul functional 



este diferit de zero in fiecare punct (x, jtl, 3';. ..., yn) ED. Atunci, pentru 
(xo, ylo, . . . , yno) E D, gjsirea solufiei sistemului (1) care verific5 coridif iile 

se reduce la o problem5 de functii implicite. 

-- 
k t ( ~ >  91, 9 2 ,  . . . J  ~ a )  - Fz(h'O, 3'107 Yzo' ..., ~ n o )  = ' 
( 2  = 1, 2,  ..., n.) 

Condifiile clin teorema do existent5 dc la sisteme dc funcfii impIicite sint 
indeplinite. Exist5 atunci funcfiile reale yl, p2, ..., yn definite qi CLI derivate 
continue intr-o vecinatate a punctulni x,, avincl urmatoarsle prspriet5ti: 

a) 3$(x0) = yi3; i = I ,  2 ,  ..., IZ 

!I) F, (x, ?,(x), ??(x), . . . , ?,(x)) - l;i (%, yl0, ~ 2 0 ,  . . . , yao) = 0 (r '  = 4 ,  2,  . . ., 2 % )  

Vorn argta c5 funcfiile ?,, ?z, ..., qrL formcazg o solufie a sistcn~ului ( I ) ,  cu 

f n  adevjr, din proprietaiea a) a iuncfiilor yi, avem 

d ~ i  . \'om calcula derivatele - , i = 1, . . ., i t  clerivind identitgtile b). Avcm : 
dx 

iFz iFz do1 Z F z  dcp2 ?F dy, 
--+--A+ --$- +-2 ---= 0 . . . 
Zx i'yl dx Zyz d?c ;Y. dx 

6Fn dF, dg iFn dcp2 3% dg, 
---- $--- ---1_+__ -+ ... +- - -= 0 
bx 2yl d x  by, dx dgm d z  

derivatele parfiale fiind calculate in punctul (x, yl(x), ..., yR(x)). Din sisternu1 
. (3), pe haza regulii lui Cramer, obtine~n 



T),ac3 utilizgrn acum relatia (2) care exprimg faptul c5 F,; i = 1, ..., n ;  
sint integralt. prirnc ale sistemului ( I ) ,  avem: 

derivate parfiale fiind calculate in punctul ( x ,  yl, y,, ..., y,), din sistemul(5), 
pe baza regulii lui Cramcr, obfincm 

T)(F1, Fz, ..., F,) 

D ( ~ I  ..., J ' i - ~ p  X Y E + ~  ..., ~ l a )  f .  -- - 2 --I- -------, i = 1, 2, ..., n 
Jl(F1, F2, ..., F,) 

(6) 

aciicj funcfiile (2,; i = I ,  ..., a forineaz5 o solu$ic a sistemului (1). Tcorerna 
este dcnionsti-at5. 

Obscvctz[ic.. Din accastri teorcmg rezultg c5 dacg sint date n intcgrale 
prime cu 

atunci rczolvarea sislcniului (1) se reduce la o problem5 dc funcfii implicite. 
Reciproc, cunoscind solufia sistemului (1) sc pot forma a integralc prime cu 
proprietatea de rnai sus (vezi [16]) 

3 2. SISTEME SI3IBTRICE 

Sint sisternc dc ccuatii diferentiale scrise sub form5 

unde functiile rcale PI ,  I I 2 ,  ..., Pn sint definite pe un domeniu D c Rn, admit 
derivate parfialc de oi-c!iilul intii continue pe D si in plus 



adics functiife P,, i = 1, ..., n nu se anuleazg simultan pe D. Oricersistem 
de3ecuafii diferenfiale de forma (1) p a t e  fi scris sub form5 simetricg gi 
anume 

gi reciproc, orice sistem de ecuafii diferentiale scris sub forma simetricri (7) 
se poate scrie si sub forma (1). anume (dac5 P, # 0 pe D) 

dxS-1- Pn-,(xl, xz, ~ n )  -- 
d Pn(xl, X2, a n . ,  xn) 

din teorema 2.1 rezdt5 c s  rezolvarea sistemului simetric (7) (echivalent cu 
(10)) se reduce la o problems de funcfii implicite dacg sint cunoscute ~t - 1 
integrale prime independente functional. fn  acest scop este utilr teorema 
care urmeazii: 

Teorema 7.2. Dac5 pl, pa, ..., pn sint n functii reale definite si continue 
pe D c Rn cu urm5toarele proprietgti 

1) p1P1+ pzpz + --. + pup, = 0 pe D 
2) pldxl + p2dx2 + ... + p, dx, = dF pe D ( 1  1) 

atunci funcfia F: D Ra -, R este o integrals prim2 a sistemului (7). 

Demomstra!ie. fn adevSr, dac& ql(xn), q2(xn), ..., P,-~(X,) este o solufie 
a sistemului (10) (echivalent cu (7)), atunci 

Dacs inlocuim & identitatea (11) obfinem 

gi dac% finem seama de proprietatea 1) avem 

deci F(ql(x,), ..., ?,-lfx,), xu) este constants. 
Dac5 finem seama de definifia integralei prime, rezultg c5 funcfia F 

este o integral5 prim% a sistemului (7). 





dac% lu2m = 0,  p2 = z p.~ = -y, obfinem ecuafia 

dy  - dz --- Y ; d ln i 2 1 = 0 )i deci H,(x, J * ,  z) = - 
-Y z 1 2 1  z 

d2c5 Ir:5m yl = x, ;J.Z = y,  p.3 = z ,  obfinem 

x dx -+ 31 dy + z dz - dy -- 2(x dx + y dy + z dz) - d y  
sau - -- 

x(x2 + y2 + 2 2 )  2 xy x" y2 + z2 3,' 

din ultin;a ecuafie obfinem 

;i deci 

IZezplvarea sistemului se reduce la rezolvarea urrn5.torului sisteln de funcfii 
implicite. 

Y x" y2 -+ z2 - = C,; = C2 
z y 

$ 3 ECtIAJ-I1 CU DERIVATE PARTIALE DE ORDIKUL 
iNTPI, LINIARE $1 OMOGENE 

Sint ecuafii de forma 

&A i u  
P1(xl, XZ., ..., x,) - + P2(x1, x2, ..., x,) ---- + ... + 

2% ax2 
0-. 

unde u este funcfia necunoscutii iar funcfiile reale Pi ; i = 1, 2, ..., w ;  sint 
definite pe un domeniu D c Rn, admit derivate parfiale de ordinul intii 
continue pe D si in plus 

C P:(x~ ,  XZ,  .. ., x,) # 0 ,  (V )  (XI, x2, ..., x,) E D  
r=  1 

Vom presupune in continuare c5 P, # 0. 



DefiniJie 7.3. Spunem c5 funcfia F: Dl c D --+ R este o solufie a ecua- 
tiei (12) dac5 F admite derivate parfiale de ordinul intii continue pe Dl gi 
In toate punctele (x,, n.,, ..., x,) € D l  este verificatg identitatea 

'l'orr~ zr;ita c2 problema afl5rii solufiilor ecuafiei (12) se reduce in fond la 
problema rezt~iv5rii unui sistem de ecuafii diferenfiale. fn acest scop consi- 
der5m sistemul 

dx1 ,- dx, - - - - ... - dxn 
( x  2 ,  . . , x P Z ( . ~ l >  X,, . --, x,) P,(xl, x,, .. ., x,) 

(14) 

care se nume~te sistemul caracteristic a1 ecuafiei (12) iar curbele integrale ale 
- sistemului (14) se numesc curbe caracteristice ale ecuafiei (12). 

Teorema 7.3. 0 funcfie F: Dl c D + R este solufie a ecuafiei cu deri- 
vate parfiale (12) dac2 si numai dac2 funcfia F este o integral5 prim5 a siste- 
mului caracteristic (14). 

Demonstra,tie. fn adevgr, dacg F este o integral2 prim2 a sistemului 
caracteristic (14), atunci pe baza teoremei 1.1 are loc egalitatea 

aF P d F  P, 2 F  + -1 -- P,-1 aF +-- -+...+- - = 0 
zx, P, ax, P, ax, P, kl 

Dac5 inmultim cu P,, obfinem 

si deci funcfia F este o solutie a ecuafiei (12). 
Invers, dac5 F: Dl c D -+ R este o solufie a ecuafiei (12) avem 

de unde obfinem 

si pe baza teoremei 1.1 rezult5 c5 funcfia F este o integral2 prim5 a siste- 
mului caracteristic (14). 

Teo~ema 2.3. Dac5 funcfia real5 @ definit5 pe domeniul D c Rk, are 
derivate parfiale continue ~i dac5 F1, Fa, ..., F, sint k integrale prime ale 
sistemului caracteristic (1 4), atunci funcf ia compusg 

24 = @(F1, F,, ..., F,) 

este o solufie a ecuafiei cu derivate parTiale (12). 



Danoizstrn!ie. Dac5 folosim teorema de derivare a funcfiilor compuse, 

Z @  aFl LO ZF, - i.<D SF, 
--- +_- 7 + ... + ----- 

2x1 i . ~ ~  a ~ ,  CF, cxl JF, 2xl 

L @  EF, + ... + 7 -- 
LF, ax, 

Dac5 Pnmulfim prima egalitate cu PI, a doua cu Pa, s.a.m.d., ultima egalitate 
cu P, ~i apoi adunPm pe coloane, obfinem 

Dac5 finem seama de teorema 1.3 rezult5 imediat cri parantezele de 
mai sus sint egale cu zero $i deci pentru funcfia compusj considerat5, are 
loc egalitatea 

adic5 ea este solufie a ecuafiei cu derivate parfiale (12). Teorema care usmeaz% 
are o important5 deosebit5 pentru problema aflgrii tuturor solufiilor ecua- 
fiei cu derivate parfiale (12). 

Teorenza 3.3. Orice -solufie a ecuafiei cu derivate parfiale (12) este de 
forma 

uncle @ este o funcfie real5, definit5 pe domeniul D c Rn-l, cu derivate 
.... parfiale continue iar F,, F,, F,-, sint n - I integrale prime, independente 

functional ale sistemului caracteristic (14). 



Demo~zstraiie. Fie u:  Dl c D -, R o solufie a ecuafiei cu derivate par- : 
fiale (12) ~i dac5 finem seama de teorema 1.3 avem egalitzfile 

Am obfinut in acest fel un sistem algebric omogen Pn PI, P2, .... P,. 
,4cest sistem are o solufie nebanal5 in Dl deoarece cel pufin una din funcfiile , 
PI, P2, .... Pn este diferitg de zero si conform teoremei lui Rouche rezultg c5 
determinantul sistemului 

este egal cu zero in orice punct (xl, x2, .... x,) Dl. 
.... Deoarece integralele prime F1, F2, sint independente functional 

rezult5 c5 matricea 

are rangul $2 - 1. Dac5 folosim un rezultat stabilit referitor la dependenfa 
funcfionalg (2.4 cap III), rezult5 c5 exist5 o funcfie 0 :  Dl c D --+ R astfel 
incit s2 avem 

.... zt = Q(F1, FZ, 

Definitie 1.3. Funcfia u = O(Fl, F2, .... F,-l) se numeste solufia general2 
a kcuafiei cu derirate parfiale (12). 



Dill rezultatele stabilite mai sus rezult5 c5 pentru aflarea solufiei gencrale 
a ecuafiei cu derivate parfiale 

trebuie parcurse urmstoarele etape : 
a) '  scriem sistemul caracteristic a1 ecuafiei (12) 

b) determinsm cu ajutorul teoremei 1.2, n - 1 integrale prime indepen- 
dente functional ale sistemului (14) ; 

c) solufia general5 a ecuafiei cu derivate parfiale (12) este 

24 = D(F1, Fz, ..., Fn_l) 

unde F1, F2, ..., Fn-l sint integralele prime aflate la punctul b). 

Exemplu. S5 se afle solufia generals a ecuafiei 

Sistemul caracteristic a1 ecuafiei date este 

si se vede imediat c5 

sint n - 1 integrale prime independente funcfional. Solulia general5 este 

9 4. PROBLEi\IA LUI CAUCHI' PENTRU ECUA'TII CU 1)ERIVATE 
PARTIALE DE ORDINUL f N ~ f 1 ,  LINIARE $1 OMOGEXE 

De ceie mai multe ori in problemele care conduc la ecuafii cu dcrivate 
partiale de forma (12) ne intereseazs o anurnit5 solufie a ecuafiei ohfinutc. 
Aceast5 solufie indeplineste anumite condifii initiale. 



Problema lui Cauchy pentru ecuafia 

este urmgtoarea : 
s5. se determine solufia zt a ecuafiei (12) care pentru n;, = xno satisface ega- 
litatea 

 XI, Xz, ..., %,-I, X,O) =  XI, XZ, ..:. ~ ~ - 1 )  ; (V) (xl, xz, x,~) E D  (15) 

unde y este o funcfie dat2 care adinite derivate partiale continue. 
Pentru rezolvarea prohlemei lui Cauchy fie F1, Fz, ..., F,-l; f z  - 1 inte- 

ga l e  prime ale sistemului caracteristic (14) ~i presupunem c5 determinantui 

este diferit de zero in punctrrl xo = xZ0, . . . , x ~ , )  E D. 
Rezolvarea problenlei lui Cauchy revine in fond la determinarea funcfiei 

@ astfel incit funcfia cornpus5 

sg satisfacg conditia (15). 
Deoarece F1, Ez, ..., sint integrale prime ale sistemt~lui caracteristic, 

avem 

unde C,, Cz, ..., C,-I sint constante reale. 
Fie Dl  o vecinjtate a punctului xO, in care sistemul (16) poate fi rezolvat 

in raport cu XI, XZ, ..., x,-~. Dac5 in (16) lugm x, = x,,, obfinem sistemul 

FI(XI, xa, ..., %,-I, xno) = C1 

Fz(x1, xz, . - a ,  xn-1, x,o) = Cz (171 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . 
FT.-1(x1, XO, xn-l, GO) = Cn-1 

care rezolvat in raport c~x xl, x,, ..., x,.~ ne d5 

X1 = ?l(Clr C2, ..., CgE-1) 

xz = cpz(C1, c:, . . a ,  cn-1)  

X,-1 = P ~ - ~ ( C I ,  c,, ..., C,-1) 

Consideram funcfia compusa 

?[.+l(Fl, F2. ..., F,-I), 92(F1, Fz, ..., Fn-I), ..., 

~ n - 1 ( ~ 1 ,  F29 ..., Fn-I)! 



Din teorema 3.3 rezult5 imediat c5 funcfia zb datg la (19) este solufie 
a ecuafiei (12) si din modul cum a fost constqitg rezult5 cii 

~ b ( ~ 1 ,  X2, ..., X,-l, x,o) = (p(x1, x2, ..., x,-1) 

adic5 ea satisface ~i condifia (15). Deci funcfia (19) este solufia problemei lui 
Cauchy. 

5. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDIXUL ~ N T ~ I  
CVASILINIARE 

SPnt ecuafii de forma 

ZU i $1 
P1(xl, ..., x,, 24) --- + P,(xl, ..., x,, 21) -- + ... + 

ax1 3 ~2 

unde zr este funcfia necunoscut5 iar funcfiile reale Pi; i ='I, 2, ..., n + 1 
sint definite pe un domeniu D c Rn+l, admit derivate parfiale de ordinul 
intii continue pe D qi in plus 

Studiul unei ecuafii de forma (20) se reduce la studiul unei ecuafii de forma 
(12). Acest fapt rezultg din 

Teorema 1.5. Integrarea ecuafiei (20) se reduce la integrarea ecuafiei 
cu derivate parfiale de ordinul intii, liniar5 si omogeng 

DemonstraJie. fn adevsr, s5 c5utiim o solufie zb, a ecuafiei (20), sub form5 

implicitg 

V ( X ~ ,  X 2 ,  ..., %a, U )  = 0 (22) 

unde V este o funcfie necunoscutg ce trebuie detcrminat;. Presupunem 
c5 funcfia V are derivate parfiale continue pe domeniul D c Rn+' si in plus 

Ti0 pe D. Din ecuafia (22) obfinem 
2% 



sau 

daca inlocuim aceste derivate parfiale Pn (20) rezult5 

care este o ecuafie liniarj si omogena in V .  Solufia general5 a acestzi ecuafii 
este *- 

unde F1, F2, ..., F, sint n integrale prime independente functional aZe siste- 
rnului 

dxl - dx2 dx, - d~ - -- ... - -- 
PI PZ P n  P n + 1  

(23) 

Deci solufiile ecuafiei (20) sint definite implicit de ecuafii de forma 

(DIFl(xl, .. ., x,, u), F2(x1, ..., x,, u) ,  .. ., Fn(xl, . .., xn, zt) ]  = O 

. unde (D satisface conditii evidente. 

Exemplzr. S2 se afle soiutiile ecuafiei 

%n acest caz sistemul caracteristic (23) devine 

dxl - dx2 ' dx, d2.t 
---- - ------ = . . . = --- = - 

XI X2 , ku 

~i se vede imediat c5 

sint n integrale prime independente functional pentru' acest sistem. Solufiile 
ecuafiei sint date implicit de ecuatia 

Pentru ecuatii de forma (20) problema lui Cavchy este urmiitoarea : 
SS se determine solufia u a ecuafiei (20) care pentru xn = x,, satisface 

egalitatea 

unde y~ este o funcfie datg care admite derivate parfiale continue. 

47 1 



I 

Problema lui Cauchy pentru o ecuafie de forma (20) se rezolv5 fn mod 
analog cu problema lui Cauchy relativ la o ecuafie IiniarH ~i omogen5. 

.... Fie F1, F2, F,, n integrale prime ale sistemului caracteristic (23) ~i 
gresupunem c5 determinantul 

este diferit de zero in punctul (x,,, xm, .... x,, u,) ED. Deoarece F1, F2, .... F, 
sint integrale prime ale sistemului caracteristic (23), avem 

.... nnde C,, C2, C, sint constante reale. Fie Dl o vecingtate a punctului , 
.... .... (xlo, xzo, x,,) in care sistemul (25) poate fi rezolvat in raport cu x,, xz, 

x,-,, ZL. DacH in (25) luHm x, = x,,, obfinem sistemul 
I .... 

Fl(xl, ~ 2 ,  .... ~ , - l ,  x,,, 11) = Cl I 

.... care rezolvat in raport cu x,, xz, xnWl si z t  ne dH 

2' = ~n(C1, CZ, Cn) 

Considersm ecuaf ia 

~n(F1, Fa, .... Fa) = (P [TI(FI, Fz, .... En), qz(F1, F2, .... F,) .... 

Din teorema 1.5 rezult5 imediat cH funcfia zt definit5 implicit de ecuafia (28) 
.... (nu trebuie uitat faptul cH funcfiile Fi depind de xl, x2, x, ~i zc) este 

solufie a ecuatiei (20) ~i din mod111 cum a fost construit5 rezult5 imediat c5 

adkg ea satisface condifia (24). Deci funcfia 26 definitH implicit de ecuafia 1 
(28) este solufie a problemei lui Cauchy relativ la ecuatia (20). 



Observa!ie. fn cazul a dou5 variabile independente problema lui 'Cauchy 
are o interpretare geometric5 simpl5. Dac5 2 = cp(x, y )  este o solufie a ecuafiei 

suprafafa de ecuafie z = y(x,  y )  se numeste suprafats integrals a ecuafiei 
(29). Problema lui Cauchy revine la a deterrnina suprafafa integrals care 
trece prin curba definitii de ecuafiile 

Dac5 F1 si Fz sint dou5 integrale prime independente functional ale sistc- 
rnului carac teristic 

problema lui Cauchy se reduce la gssirea legaturii intre C1 si C2 din sistemul 
I 

Rezultatul este o relafie de forma O(C1, Cz) = 0 Pn care dac5 inlocuirn pc 
C1 si C2 cu F1 si respectiv Fz, obfinem solufia problemei lui Cauchy. 
Curba definit5 de ecuafiile (30) poate fi inlocuit5 cu orice curb5 definit5 de 
ecuaf iile 

Dacg G = h(F1, F2) ~i H = p(F1, Fz) solutia problemei lui Cauchy nu este 
determinatg. 

Exemplzt. S5 se determine solufia ecuafiei 

az E Z  
x - f  y - = 2  

ax a}! 

care trece prin curba definit5 de ecuafiile 

Sistemul caracteristic corespunzHtor este 



X - X 
Se vede imediat c5 Fl(n., y, 2) = - ~i F2(x, y, Z )  = - sint integrale prime 

\ Y 2 
independente. in  acest caz sistemul (32) devine 

I 

c; 
de rtnde obfinem C;C$ + Cg = - 

4 

Dac2 Pnlocuim pe C1 ~i C2 obfinem 

PROBLEME 

S;i se integreze urmgtoarele sisteme 

9 2f'Cl . y 2 =  Ci(2t 4- C1) ?2 = C32t  -!- C,) 
R: x-= 

1 +c;+c:' 1 + G + C g '  1 + c; + C: 

S?i se afle solutiile urmatoarelor ecuafii cu derivate parfiale 



25 az 6 )  ---- - ' ; sZ se afle suprafafa integral5 ce confine curba x=  
a x  a y  z 



CAPITOLUI, XVII 

STABILITATEA S OLUTIIL OR ECUATIIL OR DIFERENTIALE 

$ 1. CONSIDERATII GENERALE 

Fie ?'I = @l(f, YI, ~ 2 ,  ~ n )  

un sistem de ecuafii diferenfiale unde variabila independent% este t si o 
interpretgm ca reprezentind timpul variind de la la co, iar yl, y2. .... yn 
sint funcfiile necunoscute. Presupunem c5 funcfiile O,, i = 1, ..., n satisfac 
condifiile din teorema de existent5 pentru sisteme de ecuafii diferenfiale. 
Fie 

solutia sistemului (1) care satisface urmgtoarele condifii inifiale 

FI(~o) = YIO, 92(t0) = Y20, ..., (P~( 'o) = Yno 
i 

(3) 

Defi~zi!ie 1.7. Solufia 

a sistemului (1) se nume~te stabilg (in sensul lui Leapunov) dacg pentru 
orice E > 0, exist5 8 ( ~ )  > 0 astfel incit orice alt% solutie 

Y I  = YI(~), 3'2 =.3'z(t),'--., ya = y,(t) !4) 

a sistemului (I), care in momentul initial satisface condifiile 

I yi(to) -ayi(to)~ < 8 ( ~ ) ,  i = 1, 2, ..., $2 

satisface si condif iile 

pentru orice t > t, 



0bserva;in 7 .  Pentru ca definifia s5 aib5 sens trebuie ca solufia (2) s5 
fie prelungibils pentru orice t > to. 

Observa!ia 2. Condifiile de stabilitate cer ca toate solutiile de forma (4), 
cu condifii inifiale suficient de apropiate de cele ale solufiei (2), &fie de asemenea 
prelungibile pentru orice t > to si in plns s5 r2min5 tot timpul in apropierea 
soluf iei (2). 

Defini!ie 2.1. Solufia ( 2 )  a sistemului (1) se numeste asimptotic stabilH 
dac5 este stabil5 si dac5 exists 80 > 0 astfel incit condifiile 

l~7i( f0)  - yt(t0)1 < 80, i = 1, 2, ..., $2 

s3 implice 

lim / rp,(t) - y,(t)/ = 0, i = 1 ,  2 ,  ..., PZ 
t-tm 

Exernplu 7 .  S5 se studieze stabilitatea solutiei p a ecuafiei diferenfiale 

care satisface condifia q(to) = yo. 
Se vede imediat c5 avem 

q-,(t) = yo e-aP(t-ta) 

Solufia (3 este asimptotic stabils. fn adevgr, dac5 

y ( t ) = ~ ~ ~ - a ~ t - ' t o )  

este o alt5 solutie care satisface condifia y(to) = go, atunci 

pentru orice t > fo, dac5 

~i deci 

lim 1 ~ ( t )  - y(t) 1 = 0 
t+m 

Exer+zplzt 2. S5 se studieze stabilitatea solufiei p a ecuafiei 

care satisface condifia q(t0) = yo 
Se vede imediat c5 avem 

p( t )  = yo ea '( t - t~)  

Solufia este instabil5. fn adevgr, fie 

y(t) = Po eaa(t-to) 



o altg solufie a ecuafiei, care satisface conditia y(to) = go. Nu putem ggsi. 
a(&) > 0 astfel incit din inegalitatea 

/y - go! < B ( E )  
sH rezulte 

pentru orice t > to. 
Pentru a studia stabilitatea solutiei ( 2 )  este convenabil s5 facem o schim- 

bare de functii necunoscute in sistemul de ecuafii diferenfiale (1). Luam ca 
noi funcfii necunoscute pe xiti = 1, 2, ..., n), unde 

fn urma acestei schimbari de funcfii se obfine sistemul 

Data tinem seama de faptul cS q,, cpz ,  ..., cp, ; sint functii cunoscute care 
depind de t ,  sistemul (6) este un sistem de forma 

Se vede imediat c5 solufiei ' 

a sistemului (1) ii corespunde solufia banal5 

pentru sistemul (7) .  i n  acest fel studiul stabilitgfii solufiei (2) a sistemului 
( I )  se reduce la studiul stabilitatii solutiei banale a sistemului (7). Vom 
considera in continuare sisteme de ecuafii diferentiale de forma 

d x, 
--- = f i ( t ,  x,, .. 

clt 

~i presupunem c5 admit solufia banal5 xl = 0 ,  .. ., x, = 0. 

Defitzitie 3.1. Solutia banal5 a sistemului (7) se nume~te stabila dac3 
pentru orice E > 0 exist2 8 ( ~ )  > 0 astfel incit orice solufie 

x, = x,(t), X g  = xz(t), . . ., X, = ~ , ( t )  (8) 

a sistemului (7) ,  care in momentul initial satisface condifiile 

lxE(t0)! < 8 ( ~ ) ,  = 1, ..., $2 

satisface ~i condifiile 

pentru orice t > to. 



Dac5 in plus, exist5 bo > 0 astfel incit condifiile 

lim xi(t) = 0, i = 1, ..., 12 
t+ n . 

atunci solufia banal5 se numeste asimptotic stabilii. 

Definifia stabilitgfii solufiei banale mai poate fi formulatii si sub o 
alt5 form5 echivalentg. Pentru aceasta reamintim c2, dacii n- = ( x l ,  ..., x,) E R" 
atunci 

'* 

Defizijie 4.7. Solufia banal5 a sistemului (7) se nume~te stabilii d a d  
pentru orice E ) 0 exist5 8 ( ~ )  > 0 astfel Pncit orice solufie 

a sisternului (7) care in momentul initial satisface condifia 

!I x(to) I/ < 
satisface ~i conclifia 

ll n-(t) li < E 

pentru orice t 3 to. 

$ 2. TEOREXA DE STABILITATE A LUI LEAPUSOV 

Pentru studiul stabilitafii solutiei banale vorn utiliza metoda functiei 
lui Leapunov. in  acest scop sint necesare citeva nofiuni preg5titoare. 

I )  0 funcfie real5 W ( x )  = W(xl, XZ, ..., x,) definit?i si continu5 intr-o 
vecinatate a originii din Rn, cu W ( 0 )  = 0 ,  se numeste pozitiv definitg (negativ 
definitg) dac5 exist5 un num5r lz > 0  astfel incit pentru orice punct din 
sfera 

funcfia TP ia numai valori pozitive (negative). 

2) Dacg W ( x ) ,  fiirj s?i cchimbe semnul, se poaie a:lula si in afara ori- 
ginii spunem c5 W este de semn constant. 



Exenzplu. Funcfia 

iV(x,, x;?, ..., s,) = X; + x; + ... + X; 
este pozitiv definitg, iar functia 

este de semn constant. 
7--- dile dat5 funcfia real5 V(t ,  x) = V(t ,  xl, ..., x,) definitg pe domeniul 

D = ( ( t ,  x) ; t > to, I [  x I (  < h) C Rnfl 

Presupunem cg funcfia V are derirate parfiale continue pe D pi cg V(t ,  0,0,  ... 
I ..., 0 )  = 0. I 

3) Dac2 pentru orice h > 0 exist5 p > 0 astfel incit pentru orice t > to 
si 5,- cu x 11 < p s5 avem I 

I V(t,  x ) /  G A I 
1 

spunem c5 functia V are limits superioarg infinit micg. 

Exem$lu. Funcf ia 

are limit% superioarg infinit mi&. 

4) Funcfia real% T7(t, x) definit5 pe domeniul D se numeste pozitiv defi- 
nit5 dacg exist5 o funcfie real5 W ( x )  pozitiv definit5 astfel incit I 

Aaalog, funcfia V se numeste negativ definitg dac5 

V(t,  x) < -W(x) - 
Exemelzc. Funcfia 

este pozitiv definitg deoarece 

V(t,  x,, ..., x,) 2 x; + ... + x: 
Funcf ia 

bT(t, XI ,  ..., x,) = ect(x? + ... + x;) 

nu este pozitiv definitg. , 

5) Dac2 V( t ,  xl, ..., x,) fgrg sg schimbe semnul, se poate anula pi in 
afara punctului (t, 0 ,  ..., 0) spunem cg V este de semn constant. 



I f n  enunful teoremei lui Leapunov intervine pe ling2 functia V si &ri- 
vata sa in raport cu timpul luatii in virtutea sistemului (7). i4ceasr5 derivata 
are expresia 

Teo~euzn 1.2. Fie dat sistemul de ecuafii diferenfiale 

care admite solufia banal9. Dac% se pcate gHsi o funcfie V ( f ,  x )  de semn defi- 
nit, astfel incit derivata sa in virtutea sistemului (7) s2 fie o furlctie de semn 
constant opus s e~nu lu i  lui V sau identic nul5, atunci solufia banal5 este 
stabilii. t 

Dewzo~zstvatie. Pentru fixarea ideilor presupuncm c9 V este o funcfie 
pozitiv definit5. Din ipotezele teoremei rezult5 c9 exist9 o iunefie W l x ) ,  pozitiv 
definit9, astfel incit 

V ( t ,  x )  > W ( x )  pcntru t > to; j)xlJ < 12; (9) 

Fie -7 - -- ( x € R n ;  IIxll = E )  uncle 0 < E < lz 

1 = inf W ( x )  
x c " .  

exist9 ~i in plus I > O 
Din inegalitatea (9) dcduccm c5 

V ( t ,  x )  > I  pentru t > to ~i X E  C. (9') 

Fie 6 E (0 ,  E )  ~i x0 = (xIO,  .. ., xnO) un punct cu proprktatea cH 11 < 8 
Deoarcce V(to,  0, . . ., 0 )  = 0 qi V(to,  x,, . . ., x,) este o funcrie continu5 rezult5 cii 

Dac9 x(t)  = (x,(t), n-?(t), ..., x,(t)) este solutia sistemnlui (71, care satisface 
condif ia 

y(fo) = xo, adic9 l,(tO) = xi,,; 2' = 1, ...,. M 

atunci arc Icc inegalitatea 

:/ ~ . ( t )  / j  < E pentru t > f, 



fn adevzr, dac5 pentru un anumit t  > to am avea 

11  x(t)  / /  2 E 

atunci ar exista 1' > to astfel incit 

11 ~ ( t ' )  Ij = E 

a d i c ~  x(t ') E 2 si dac& finem seama de inegalitatea (9 ') rezultg cg 

V ( t  I ,  x ( t l ) )  2 z (1 2)  

Din uItima ipotezg a tebremei, rezults c5 funcfia 

V(t ,  x( t ) ) ,  t  2 to 

are de;iyata negativ5 si deci este descresc5itoare, arem 

V ( t  ', x(t ')) < V(t0, %(to)) < I  (13) 

Inegaljtatea (12) aratg c5 inegalitatea (13) nu este posibilii pentru nici o 
valoare a lui t. Deducem de aici c5 inegalitatea (10) are loc pentru orice 
.t 2 to ; din inegalitgfile 

aezult?ii c?i solufia banal5 este stabilg. 

5 3. TEOREMA D E  STABILITATE ASIIIPTOTICA A LUI 
LEAPUNOV 

Teorema 3. Fie dat sistemul de ecuatii diferenfiale 

axre admite solufia banal% Dac5 se poate g5si o funcfie V( t ,  x )  de semn 
definit care admite o limit5 superioarii infinit micH si dacii derivata lui T I  
-in virtutea sistemului (7) este o funcfie de semn constant, opus semnului 
4ui V, atunci solufia banal5 este asimptotic stabilii. 

Demonstraiie. Presupunem c5 T7 este o funcfie pozitiv definitj. Din 
iptezele teoremei rezulta cH 

V(t, x) < ?jr(x) pentru t  2 to ; /I xi1 < lz 



unde W si W ,  sint dou5 funcfii pozitiv definite. Condifiile teoremei prece- 
dente sint evident indeplinite si deci solufia banal5 a sistemului (7) este 
stabil5, adic5 (V) E > 0 : ( 3 )  $ ( E )  > 0 astfel incit pentru orice solufie 

a sistemului (7) care la momentul initial satisface condifia 

satisface si condifia 

pentru orice t > to. R5mine s5 ar5tiim c5 

S5 observ5m c5 nu putem avea x(t) = 0. i n  adevar, dac2 ar exista nn 
anumit num5r t '  > to pentru care am avea x ( t l )  = 0 atunci prin punctul 
(t  ', 0) ED ar trece dou5 curbe integrale ale sistemului (7)  ~i anurne cea core.- 
punzgtoare solutiei banale ~i cea corespunz5toare solufiei (1 4). Din teorema 
de existent2 gi unicitate pentru sisteme de ecuafii diferenfiale stim c5 acest 
lucru nu este posibil qi deci x ( t f )  $0. Din inegalitatea 

2i din faptul c5 derivata lui V in virtutea sistemului este negativ definitg 
rezulta c5 funcfia V ( t ,  x ( t ) )  este strict descresc5toare ~i deci urmjtoarea 
limit5 exist5 ;i este finit5. 

lim V(t,  x(t))  = x 2 0 si V ( t ,  x( t))  > cr 
t - t m  

$5 ar5t2m c5 u = 0. Presupunem o: > 0. Cum V admite o limit: superioar5 
infinit mica urmeaz5 c5 exist5 13 > 0 astfel incit dac5 I /  x / ]  < p s2 avem 
V ( t ,  x) < u.  Deci din inegalitatca 

V ( / ,  x ( t ) )  > cx rezult5 1 1  x(t) j l  2 p ;  (V) t 2 to 

dV 
Deoarece -- este negativ definitii, exist5 y > 0 astfel incii 

dt 

d J7 
---- < y pentru 1 1  x(t) / j  2 p 
at 

Dar 

d V  



de unde rczultri c5 pentru t suficient de mare, V ar putea deveni negativ;, 
I 

ceea ce contrazice faptul cri V(t, x(1)) 0. Prin urmarc cx = 0 ~i drci 

D i l l  caractcrul pozitiv defii~it a lui IT rezult5 c,? 

lim x(t) = 0 
t - t m  

si dcci , j  x ( t )  1 1  -z 0 pentru t -+ oc: 
adic: solufia banal5 cste asinlptotic stabils ~i teorema este demonstrata. 

i n  unele aplicafii este util s5 avem la dispozifie un criteriu de nestabi- 
litate. E r n  f5r5 clrmonsiratie urmstoarea teorem5 dat5 de Cetaev; 1 

I 
2'eorsmn 2.3. Fie dat sistemul dc ecuatii diferenfiale I 

care admite solutia banalH. Dac5 sc poate gssi o funcfie V(t,  x) care adrnite 
dV 

limit5 superioarl infinit mic2 si dac5-, derivata lui V in virtutea siste- 
dt 

mului, este de scrnn definit iar funcfia V ia valori de acelasi semn ca si 
d V  
--- 2 atunci solutia banal2 este nestabilj. 
dt  

Demonstrafia acestei teorcme se g5seste in [14] sau i16j. I 
Exenzplzs I .  S:i se studieze stahilitatea solufiei banale pentru sistenlul I 

Funcfia V(x ,  y) = x4 + y4 satisface conditiile din teorema de stabilitaie 
a h ~ i  Leapunov. In adevgr, aveni 

a) V(x, y) = x4 + y 4 > 0  V(0, 0) = 0 

si deci solufia banal5 este stabilj. 

Exenzplz~ 2. S5 se studieze stabilitatea solufici banale pentrn sistemul 



Fnnctia V(x, y) = x2 + y2 satisface conditiile din teorema de stabilitate 
asimptotic5 a lui Leapunov. f n  adevitr, 

a) V ( x ,  y)  = x2 + y2 2 0 V(0,O) = 0 

Funcfia V admite, evident, o limit5 superioarj infinit mica Ti deci solufia 
banal2 a sistemului dat este asimplotic stabilr?. 

$ 4. STABILITA'TEA f N  PRINA APROXIMQIE 

Fie dat sistemul de ccnafii diferenfiale 

axg 
-- - f i  (t ,  XI, x2, ..., x,), i = I ,  ..., +Z 

dt 

care atlmite solufia banal?[. Presupuiiem c2 iuncf-iile fi  admit derivate par- 
fiale continue in raport cu xj 7i c5 accste d e r i ~ a t e  sint constante dc-a 
lungul solufiei banale, adic5 

Deoarcce fi(t, 0, 0,  ..., 0 )  = 0, urmeaz5 c9 funcfiile i, pot ij scrise sub iorma 

fi(l, xi, xZ, ..., in) = C a,+, f qi(t. xi. x,, ..., r,) ( i  5 )  
3-1 

unde sint functii cu proprietatea cLi E > 0 fiind dat exist5 o vecinjtate U 
a originii astfel incit 

; qi(t, x,, xz, ..., x2) 1 < E; (V) x = ( x ~ ,  i2, ..., x,) E CT Ti 

i n  aceste condifii sisternul (7) poate f i  scris sub forma 

Dac2 in acest sistem se neglijcaz5 functiile y, se obfinc sistemul primei 
afi~oxintat ii. 



Se p-lne intrebarea in ce condifii stabilitatea decis5 de sistemul (17) 
este valabil5 si pentru sisternul (7). RZspunsul la aceast5 intrebare e-tc 
dat de urmatoarea 

Teorfma 1.4. Dac5: 

aj funcfiile f, satisfac condifiile din teorema de existent5 si unicitate 
pentru sisrelilele de ecuaf ii diferenf iale 

b) sint salisf5cute condifiile 

c) r5d5cinile ecuafiei caracteristice det ( A  - iiE) = 0 au parfile reale 
negative 

dj iuncfiile q, satisfac inegalitatea 1 
/ cpl(t, xl ,  ..., x,) j < il/lrl+"; ll/iT > O ;  a > 0, I 

atu~ici solufia banal5 a sistemului (7) este stabii5. Xu d5m dtmon~lrafia 
ocestei teoreme, ea poate fi @sit5 En [38]. i n  aplicafii este util s5 avem la 
dispozifie un criteriu pentru a decide dac5 r5d5cinile ecuatiei 

det ( A  - hE) = O 

, scris5 sub forma 

au sau nu partea real5 negativH ( f25  a rezolva ecuafia). I 
Teorema lui Hurwitz ~i Routs 

Teorema'. Pentru c5 toate radscinile ecuafiei (18), cu coeficienfi reali, 
s5 aib5 partea real5 negativH este necesar gi suficient ca tofi determinanfii 

(peste tot se spune a, = 0 dac5 9 > n) s5 fie pozitivi. 
Demonstrafia acestei teoreme poate fi g5sit5 Pn 11.51. 



Exenzplu.. Fie dat sistemul 

care adrnite, evident, solufia banal5. Condifiile din teoremg sint fndeplinite 
~i deci putem pune sistemul dat sub forma 

unde Q, ~i q2 satisfac condifia d). Sistemul prirnei aproxima$ii este 

~i are ecuatia caracteristicg h2 + h'+ 2 = 0,  deci 

de unde deducem c2i solutia banal5 este stabil5 pentru sistemul considerat. 
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